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На основi базисного квантовомеханiчного пiдходу розраховано спектраль-
ну залежнiсть поперечного перерiзу фотойонiзацiї вiд’ємних йонiв водню.
Дослiджено роль обмiнних мiжелектронних кореляцiй у цьому процесi. Ви-
конано порiвняння з розрахунками iнших авторiв, а також зi спостережу-
ваними даними для Сонця.

Ключовi слова: хвильова функцiя та енергiя йона H−, поперечний пере-
рiз фотойонiзацiї H−, сили осциляторiв, електростатичнi i обмiннi кореля-
цiї.

1 Вступ

Однiєю з основних характеристик, що фiгурує в теорiї перенесення випромiнюва-
ння у фотосферах зiр, є коефiцiєнт поглинання. Розрiзняють коефiцiєнт поглинання
у спектральних лiнiях, або ж у континуумi (коефiцiєнт неперервного поглинання). У
мiкроскопiчному пiдходi коефiцiєнт поглинання розраховується або в рамках кiне-
тичного рiвняння для фотонiв, або шляхом обчислення перерiзiв розсiяння фотонiв
на атомних об’єктах (електронах, атомах, йонах, молекулах). В обох випадках необ-
хiдна iнформацiя про ступiнь йонiзацiї середовища та концентрацiї частинок. Слiд
вiдзначити, що теорiя коефiцiєнта поглинання у неперервному спектрi розроблена у
значно меншiй мiрi, нiж коефiцiєнта поглинання в лiнiях. Така ситуацiя зумовлена
необхiднiстю врахування значної кiлькостi рiзних елементарних процесiв взаємодiї
фотонiв з атомними об’єктами. Вiдзначимо також, що коефiцiєнт неперервного по-
глинання є повiльно змiнною функцiєю довжини хвилi.

З аналiзу спектру Сонця випливає, що в областi довжин хвиль вiд 4000Å до 9000Å
коефiцiєнт неперервного поглинання зростає приблизно у два рази, при дальшому
збiльшеннi довжини хвилi вiн зменшується, досягаючи чiтко вираженого мiнiмуму
при λ ≈ 16 · 103Å, а далi знову зростає. Така поведiнка коефiцiєнта неперервного
поглинання виявлена Е.Мiлном ще у 1922 роцi ( див.[1]). Аналiз результатiв спе-
ктрофотометричних спостережень, а також даних вiдносно кольору та ефективних
температур зiр свiдчать про те, що аналогiчна поведiнка коефiцiєнта неперервного
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поглинання характерна для зiр з ефективними температурами 4 ·103 – 104K. Пошук
механiзмiв, що формують коефiцiєнт неперервного поглинання у видимiй та iнфра-
червонiй дiлянках спектру, був однiєю з головних задач астрофiзики 20-го столiття.

Р.Вiльдт [2, 3] обгрунтував iдею про те, що джерелом неперервного поглинання в
атмосферi Сонця у видимiй та ближнiй iнфрачервонiй областях можуть бути нега-
тивнi йони водню: атмосфера складається переважно з атомiв нейтрального водню,
наявнiсть "вiльних"електронiв забезпечується багатоелектронними атомами iнших
хiмiчних елементiв (що легше йонiзуються), тому створюються сприятливi умови
для утворення йонiвH−. Оскiльки потенцiал йонiзацiї негативного йона водню скла-
дає 0, 0555... Ry ≈ 0, 75 ев, то фотойонiзацiя цих йонiв може забезпечити неперервне
поглинання в областi довжин хвиль λ ≤ 16.5 · 103Å. В iнфрачервонiй областi спе-
ктру важливу роль вiдiграє механiзм розсiяння фотонiв на "вiльних"електронах,
який маскує парцiальний внесок йонiв H− в областi мiнiмуму коефiцiєнта погли-
нання. Негативнi йони iнших хiмiчних елементiв теж беруть участь у формуваннi
коефiцiєнта поглинання в iнфрачервонiй i видимiй дiлянках спектру, тим бiльше, що
для багатьох iз них потенцiал йонiзацiї (у вакуумi) ще менший, нiж для йона H−

(0, 045 Ry для лiтiю, 0, 040 Ry для натрiю, 0, 036 Ry для калiю). Однак концентра-
цiя атомiв важких хiмiчних елементiв є мiзерною порiвняно з концентрацiєю водню,
тому вплив негативних йонiв цих елементiв є незначним.

Першi коректнi розрахунки коефiцiєнта неперервного поглинання при врахуван-
нi фотойонiзацiї йонiв H− (з утворенням атома водню в основному станi) та погли-
нання фотонiв "вiльними"електронами були виконанi у роботах [4, 5]. При деяких
додаткових припущеннях це дозволило якiсно пояснити вiдомi на той час спосте-
режуванi данi для Сонця.У пiзнiших роботах було виконано чисельнi розрахунки
поперечного перерiзу реакцiї фотойонiзацiї йона H− з використанням багатопара-
метричних варiацiйних функцiй [6-8]. Спiвставлення одержаних результатiв iз спо-
стережуваними даними для Сонця утруднене тим, що в областi мiнiмуму коефi-
цiєнта поглинання важко видiлити зi спостережуваних даних парцiальний внесок
фотойонiзацiї йонiв H−.

Проблема дослiдження коефiцiєнта неперервного поглинання залишається акту-
альною i зараз, про що свiдчать роботи [9-11]. Тепер накопичено спостережуванi данi
про коефiцiєнт неперервного поглинання Сонця та iнших зiр у рiзних областях опти-
чного спектру, а тому розрахунки спектральної, температурної та концентрацiйної
залежностi коефiцiєнта поглинання фотосфер для зiр рiзних спектральних класiв у
рамках мiкроскопiчної теорiї є однiєю з актуальних задач астрофiзики з таких при-
чин: у переважнiй бiльшостi робiт враховуються лише два механiзми – фотойонiза-
цiя йонiв водню та поглинання фотонiв

”
вiльними“ електронами; використовується

наближення локальної термодинамiчної рiвноваги на основi простих спiввiдношень
Саха; розрахунки проводяться в основному для Сонця та зiр з низькими ефектив-
ними температурами фотосфер; є суттєвi розбiжностi результатiв рiзних авторiв.

Задача про розрахунок коефiцiєнта неперервного поглинання має два аспекти –
квантовомеханiчний i статистичний. Квантовомеханiчний аспект зводиться до роз-
рахунку поперечних перерiзiв процесiв взаємодiї фотонiв з мiкроскопiчними об’є-
ктами (електронами, атомами, позитивними i негативними йонами, молекулами).
Розрахунок концентрацiй вiдповiдних мiкрооб’єктiв у частково йонiзованiй плазмi
фотосфер складає статистичний аспект задачi. У цiй роботi на основi першопринци-
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пних квантовомеханiчних розрахункiв нами дослiджено поперечний перерiз процесу
фотойонiзацiї йона H− без використання феноменологiчних параметрiв та модель-
них уявлень.

2 Базисно-варiацiйний опис стану йона H
−

Базисний пiдхiд, запропонований у роботi [12] для опису електронної пiдсистеми
в об’єктах, де можуть спiвiснувати локалiзованi i делокалiзованi стани, грунтується
на використаннi спецiальних одночастинкових базисiв (повних ортонормованих си-
стем) хвильових функцiй. У теорiї зiткнень та атомних кореляцiй природно викори-
стовувати базиси типу

{ϕσ(r)} = {Φj(r)} ⊕ {ϕk(r)} , (1)

де Φj(r) – ортонормованi одночастинковi локалiзованi хвильовi функцiї об’єкта
(1 ≤ j ≤ n), а асимптотика функцiї ϕk(r) на нескiнченностi збiгається з плоскою

хвилею ϕ
(o)
k (r) = V −1/2 exp(i(k, r)). Базиси {ϕσ(r)} та

{

ϕ
(o)
k (r)

}

пов’язанi канонi-
чним перетворенням

ϕσ(r) = Û(r)ϕ
(o)
k (r), (2)

де Û(r) – унiтарний оператор (Û+Û = Î), який дiє на функцiї змiнної r i визначається
набором функцiй, що належать до пiдпростору {Φj(r)} . Асимптотика Û(r) при

r ≫ ro (де ro –
”
розмiри“ об’єкта ) збiгається з одиничним оператором Î завдяки

експоненцiйному характеру функцiй Φj(r). У ролi ϕk(r) можна використати так
званi ортогоналiзованi плоскi хвилi

ϕk(r) =
1√
V







exp(i(k, r)−
∑

j

Φ∗
j (k)Φj(r)







, (3)

якi за побудовою ортогональнi до всiх функцiй пiдпростору {Φj(r)} (тут Φj(k) –
фур’є-зображення Φj(r)). У цьому випадку

Û(r) ≈ 1− P̂ (r) = 1−
∑

j

|Φj(r) >< Φj(r)|. (4)

Неортогональнiсть функцiй iз пiдпростору ϕk(r) має порядок N
V r

3
o i є малою ве-

личиною у випадку, коли концентрацiя силових центрiв N
V , на яких реалiзуються

локалiзованi стани електронiв, є малою.
Згiдно з iдеєю базисного пiдходу координатну частину хвильової функцiї систе-

ми двох електронiв у полi протона представимо у виглядi бiлiнiйного розкладу за
базисом одночастинкових функцiй

ψc(r1, r2) =
∑

σ1,σ2

aσ1,σ2
ϕσ1

(r1)ϕσ2
(r2) (5)

з невiдомими коефiцiєнтами aσ1,σ2
. Як вiдомо, в йонi H− реалiзується синглетний

стан електронiв, тому функцiя ψc(r1, r2) є симетричною вiдносно перестановки r1 ⇋

r2, внаслiдок чого aσ1,σ2
= aσ2,σ1

.
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Пiдставляючи розклад (5) у рiвняння Шредингера

Ĥ(r1, r2)ψc(r1, r2) = Eψc(r1, r2), (6)

Ĥ(r1, r2) = ĥ(r1) + ĥ(r2) + e2|r1 − r2|−1, ĥ(r) = − ~
2

2m
∇2 − e2

r
,

одержуємо систему рiвнянь для коефiцiєнтiв aσ1,σ2
:

∑

σ
′

1
,σ

′

2

{

aσ′

1
,σ

′

2

Hσ2,σ1|σ′

1
,σ

′

2

− Eδσ1,σ
′

1

δσ2,σ
′

2

}

= 0, (7)

Hσ2,σ1|σ′

1
,σ

′

2

=

∫ ∫

dr1dr2ϕ
∗
σ2
(r2)ϕ

∗
σ1
(r1)Ĥ(r1, r2)ϕσ

′

1

(r1)ϕσ
′

2

(r2).

Введемо деяку допомiжну функцiю ψ(o)(r1, r2), що є близькою до шуканого розв’яз-
ку рiвняння (6), i представимо її також у виглядi розкладу за базисними функцiями

ψ(o)(r1, r2) =
∑

σ1,σ2

Sσ1,σ2
ϕσ1

(r1)ϕσ2
(r2). (8)

Коефiцiєнти цього розкладу

Sσ1,σ2
=

∫ ∫

dr1dr2ϕ
∗
σ1
(r1)ϕ

∗
σ2
(r2)ψ

(o)(r1, r2) (9)

вiдiграють роль нульового наближення для невiдомих aσ1,σ2
. Пiдстановкою aσ1,σ2

=
Sσ1,σ2

+ ασ1,σ2
зведемо систему рiвнянь (7) до системи неоднорiдних рiвнянь
∑

σ
′

1
,σ

′

2

ασ
′

1
,σ

′

2

Hσ2,σ1|σ′

1
,σ

′

2

− Eασ1,σ2
= ESσ1,σ2

−Hσ1,σ2
, (10)

Hσ1,σ2
=

∫ ∫

dr1dr2ϕ
∗
σ2
(r2)ϕ

∗
σ1
(r1)Ĥ(r1, r2)ψ

(o)(r1, r2).

Домножуючи кожне з рiвнянь (10) на Sσ1,σ2
i пiдсумовуючи за σ1 i σ2, одержуємо

рiвняння для енергiї йона:

E
∑

σ1,σ2

|Sσ1,σ2
|2 = E0 +

∑

σ1,σ2

ασ1,σ2

(

H∗
σ1,σ2

− ES∗
σ1,σ2

)

, (11)

E0 =

∫ ∫

dr1dr2

(

ψ(o)(r1, r2)
)∗
Ĥ(r1, r2)ψ

(o)(r1, r2).

При цьому
∑

σ1,σ2
|Sσ1,σ2

|2 = 1 для випадку нормованої функцiї ψ(o)(r1, r2).
Вважаючи ασ1,σ2

малими величинами, розв’язуватимемо систему рiвнянь (10)
наближено. У першому порядку теорiї збурень

α(1)
σ1,σ2

= − Hσ1,σ2
− E0Sσ1,σ2

Hσ2,σ1|σ1,σ2
+ (1 − δσ1,σ2

)Hσ2,σ1|σ2,σ1
− E0

, (12)

чому вiдповiдає такий вираз для енергiї

E = E0 +
∑

σ1,σ2

∆Eσ1,σ2
, ∆Eσ1,σ2

= α(1)
σ1,σ2

(

H∗
σ1,σ2

− E0S
∗
σ1,σ2

)

(13)
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i така хвильова функцiя

ψ(1)
c (r1, r2) = ψ(o)(r1, r2) +

∑

σ1,σ2

α(1)
σ1,σ2

ϕσ1
(r1)ϕσ2

(r2). (14)

Очевидно, що у ролi ψ(o)(r1, r2) можна було б використати багатопараметри-
чнi варiацiйнi функцiї типу функцiй Гарта-Герцберга [13] чи Шварца [14]. Нами
сконструйована функцiя ψ(o)(r1, r2) у виглядi розкладу за ортонормованими дво-
електронними хвильовими функцiями

ψ(o)(r1, r2) =

lo
∑

l=0

Γlψ1(r1, r2), (15)

що має невелике число параметрiв. При цьому ψo(r1, r2) вибрана у виглядi функцiї
Шулля-Льовдiна [15] з невiдомими параметрами

ψo(r1, r2) = Co

{

e−αρ1e−βρ2 + e−αρ2e−βρ1

}

, (16)

Co =
1√
2π

α3/2β3/2(α + β)3

[(α+ β)6 + 64α3β3]1/2
,

а при l ≥ 1

ψl(r1, r2) =
(2l+ 1)1/2

4π
a−3
0 Rl(ρ1)Rl(ρ2)Pl(cosϑ), (17)

де Pl(x) – полiном Лежандра l-го порядку, ϑ – кут мiж векторами r1 i r2,

Rl(ρ) = (2γl)
l+3/2 [(2l + 2)!]

−1/2
ρle−γlρ. (18)

Параметри Γl визначаються iз секулярної задачi

lo
∑

l=0

Γl {Hkl − Eδk,l} = 0, 0 ≤ k ≤ l0, (19)

а параметри α, β, γ1, ..., γlo є варiацiйними i знаходяться з умови мiнiмального
значення найменшого кореня рiвняння

‖Hkl − Eδk,l‖ = 0. (20)

Тут Hkl є матричними елементами гамiльтонiану, розрахованими на функцiях
ψl(r1, r2),

Hkl =

∫ ∫

dr1dr2ψ
∗
k(r1, r2)Ĥ(r1, r2)ψl(r1, r2). (21)

Всi вони обчислюються в аналiтичному виглядi. При lo = 3 одержано такi значення
параметрiв:

α = 1.0384, β = 0.3298, γ1 = 1.1380, γ2 = 1.5810, γ3 = 2.1050; (22)

Γo = 0.99447, Γ1 = −0.102258, Γ2 = −0.023426, Γ3 = −0.008372.
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У цьому варiантi розрахунку EH− = −1.05239...Ry.
В iншому варiантi функцiя ψo(r1, r2) була вибрана у виглядi, що нагадує функцiю

з робiт [16-17],

ψo(r1, r2) = N
{

e−αρ1 + γe−βρ1

}{

e−αρ2 + γe−βρ2

}

×
{

1 + c
{

ρ21 + ρ22
}1/2

+ b(ρ1 − ρ2)
2
}

. (23)

Складовi, що описують кутовi кореляцiї, вибирались у такому ж виглядi, як у фун-
кцiї (15). При lo = 3 i значеннях параметрiв α = 0.848, β = 0.471, γ = 0.112, c = 0.259,
b = 0.109 енергiя йона H− складає −1.05346...Ry, а коефiцiєнти розкладу хвильової
функцiї є такими:

Γo = 0.993106, Γ1 = −0.11448, Γ2 = −0.02358, Γ3 = −0.00892. (24)

Розглянемо внески теорiї збурень до енергiї йона H− та поправки до хвильової
функцiї нульового наближення у варiантi (14). Оскiльки функцiя ψc(r1, r2) описує
локалiзований стан пари електронiв у полi протона, ми обмежимось набором 6 хви-
льових функцiй атома водню

{ϕσ} ≡ (ϕ1s, ϕ2s, ϕ2p,0, ϕ2p,1, ϕ2p,−1, ϕ3s). (25)

У таблицi 1 наведено коефiцiєнти розкладу Sσ1,σ2
, значення матричних елементiв

оператора двоелектронної взаємодiї

vσ1,σ2
=

lo
∑

l=0

vlσ1,σ2
, (26)

vlσ1,σ2
= Γl

∫ ∫

dr1dr2ψl(r1, r2)e
2|r1 − r2|−1ϕσ1

(r1)ϕσ2
(r2),

матричнi елементи гамiльтонiану Hσ1,σ2
(див. (10)), коефiцiєнти α

(1)
σ1,σ2

та внески до

Табл. 1: Коефiцiєнти розкладу хвильових функцiй, внески до енергiї нульового наближен-

ня, матричнi елементи H̃ij ≡ Hσ2,σ1|σ1,σ2
+ (1 + δi,j)Hσ2,σ1|σ2,σ1

(i = σ1, j = σ2)

σ1;σ2 1s; 1s 1s; 2s 1s; 3s 2s; 2s 2s; 3s 2p, 0; 2p, 0 2p, 1; 2p,−1
Sij 0.767688 -0.443227 0.006696 -0.018522 -0.000975 -0.025934 -0.025934

v
(0)
ij 0.765441 -0.085418 0.002767 0.007423 0.005172 0.049534 0.049534

v
(1)
ij -0.030902 -0.000252 0.000164 -0.002357 -0.001134 -0.005854 -0.005854

v
(2)
ij -0.003660 0.00028 0.0000364 -0.0003012 -0.0000942 -0.0011956 -0.0011956

v
(3)
ij -0.000873 -0.000011 0.0000053 -0.0000597 -0.0000297 -0.000156 -0.000156

vij 0.730006 -0.085673 0.002973 0.004705 0.003913 0.0327614 0.0327614
Hij -0.805371 0.468364 -0.004467 0.013966 0.004265 0.045726 0.045726

H̃ij -0.7500 -0.7863 -0.9006 -0.1992 -0.1779 -0.1086 -0.0875

−α(1)
ij 0.008386 0.0063365 0.001706 -0.006477 0.003704 0.031228 0.031228

−∆Eij 0.0000213 0.0000137 0.000044 0.0000358 0.00001191 0.000921 0.000921
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енергiї нульового наближення ∆Eσ1,σ2
. Як видно з таблицi, найсуттєвiшими є внески

станiв 2p, а їхнiй загальний внесок близький до −0.003Ry. Внески iнших станiв ма-
ють порядок 10−5Ry. Акуратне пiдсумовування внескiв теорiї збурень приводить до
значення E = −1.055472...Ry, так що вiдносна похибка визначення енергiї йона H−

складає приблизно 0.003%. Добра збiжнiсть матричних елементiв Hσ1,σ2
свiдчить

про те, що вибраний нами базис {ϕσ} має цiлком достатню розмiрнiсть, а збiжнiсть
vlσ1,σ2

вiдносно iндекса l свiдчить про те, що розклад (15) також є достатнiм. По-
правки до функцiї ψ0(r1, r2), яка не враховує кутових кореляцiй, за рахунок s-станiв
(1s, 2s, 3s, ...) є дуже малими.

Знайдена нами у базисно-варiацiйному пiдходi хвильова функцiя (15), що має 5
варiацiйних параметрiв, дає значення енергiї йона H− краще, нiж 20-параметрична
хвильова функцiя Гарта-Герцберга [13]. Одержане значення енергiї вiдрiзняється
вiд значення, знайденого за допомогою 70-параметричної функцiї Шварца [14], на
величину −1, 3 · 10−5 Ry i на 2, 7 · 10−5 Ry вiд результату Пекерiса, одержаного на
основi 444-параметричної функцiї [18]. Хвильова функцiя (14) має просту форму,
зручну для аналiтичного розрахунку матричних елементiв оператора iмпульсу.

3 Хвильова функцiя кiнцевого стану процесу фото-
йонiзацiї

У результатi низькоенергетичної фотойонiзацiї йонаH− утворюється атом водню
в основному станi i електрон, що знаходиться у його полi i має енергiю εk = ~

2k2/2m.
Як i хвильову функцiю йона H−, у цьому випадку координатну хвильову фун-
кцiю електронiв можна також зобразити бiлiнiйним розкладом за функцiями базису
{ϕσ(r)} (з обов’язковим використанням функцiй пiдпростору ϕk(r)), або ж розкла-
дом

Ψc′ (r1, r2) =
1√
2

∑

σ

{ϕσ(r1)Fσ(k; r2) + ϕσ(r2)Fσ(k; r1)} , (27)

де Fσ(k; r) – невiдомi ортонормованi функцiї, що на великих вiдстанях вiд протона
мають таку асимптотику:

F1s(k; r2) ≈ ϕ
(o)
k (r), Fσ(k; r2) ≈ 0 при σ 6= 1s. (28)

Ми вибрали синглетний стан електронiв, оскiльки для триплетного стану матричний
елемент оператора (P̂1+P̂2) на функцiях Ψc(r1, r2), Ψc′ (r1, r2) був би рiвним нулевi.

Хвильовi функцiї Ψc(r1, r2) i Ψc′ (r1, r2) є власними функцiями того самого га-
мiльтонiана, що вiдповiдають рiзним власним значенням його, тому вони є ор-
тогональними мiж собою. Оскiльки при наближеному розрахунку функцiї основ-
ного стану ми обмежились використанням локалiзованих базисних функцiй, то-
му i в формулi (27) обмежимось тими ж локалiзованими функцiями ({σ} =
1s; 2s; 2p, 0; 2p,−1; 2p, 1; 3s). З умови ортогональностi Ψc(r1, r2) i Ψc′ (r1, r2) випли-
ває вимога ортогональностi невiдомих Fσ(k, r) до базисних функцiй локалiзованих
станiв

∫

drFσ1
(k, r)ϕσ2

(r) = 0 (29)
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при σ1, σ2 ∈ {σ}. Якби задача розрахунку функцiй Ψc(r1, r2), Ψc′ (r1, r2) розв’язу-
валась точно, з використанням повних i ортогональних систем {ϕσ(r)}, то ортого-
нальнiсть цих функцiй i умова (38) виконувались би автоматично. При наближеному
розв’язаннi задачi умова (29) може бути використана для оптимiзацiї процедури зна-
ходження коректних наближень для функцiй Fσ(k, r). Пiдставляючи розклад (27) у
рiвняння Шредингера та враховуючи умову (29), одержуємо таку систему зв’язаних
iнтегро-диференцiальних рiвнянь для функцiй Fσ(k, r) ≡ Fσ(r):

{

T̂ − εk + Eσ − E1 + νσ(r)
}

Fσ(r) + (30)

+ϕσ(r)

∫

dr2ϕ
∗
σ(r2)

e2

|r− r2|
Fσ(r2) = −

∑

σ′ ( 6=σ)

M̂σ′ (r)Fσ′ (r),

де

M̂σ′ (r)Fσ′ (r) ≡ ωσ,σ′ (r)Fσ′ (r) + ϕσ′ (r)

∫

dr2ϕ
∗
σ(r2)

e2

|r− r2|
Fσ′ (r2). (31)

Тут E1– енергiя електрона в основному станi атома, Eσ – енергiя електрона у станi,
що описується хвильовою функцiєю ϕσ(r), T̂– оператор кiнетичної енергiї електрона.
При записi рiвнянь (30) використано такi позначення:

ωσ,σ′ (r) =

∫

dr2ϕ
∗
σ(r2)

e2

|r− r2|
ϕσ′ (r2);

νσ(r) = −e
2

r
+ ωσ,σ(r). (32)

Введемо систему функцiй Грiна, що задовольняють рiвняння

{

T̂ − εk + Eσ − E1

}

G(o)
σ (r, r

′

) = δ(r − r
′

). (33)

Використовуючи розв’язки цих рiвнянь

G(o)
σ (r, r

′

) =
1

V

∑

q

exp(i(q, r − r
′

))

εq − εk + Eσ − E1
, (34)

приведемо систему (30) до iнтегральної форми:

Fσ(r) = F (o)
σ (r) −

∫

dr
′

G(o)
σ (r, r

′

)

{

νσ(r
′

)Fσ(r
′

) (35)

+ϕσ(r
′

)

∫

dr2ϕ
∗
σ(r2)

e2

|r′ − r2|
Fσ(r2) +

∑

σ′ ( 6=σ)

M̂σ′ (r
′

)Fσ′ (r
′

)

}

.

Згiдно з граничними умовами задачi

F
(o)
1s (r) = ϕ

(o)
k (r); F (o)

σ (r) = 0 при σ 6= 1s. (36)
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У вiдповiдностi до умови (29)

(1 − P̂ (r))Fσ(r) = Fσ(r). (37)

Використаємо цю рiвнiсть, щоб перетворити рiвняння (35), а саме подiємо операто-
ром 1− P̂ (r) на лiвi i правi сторони рiвнянь (35). В результатi одержуємо еквiвален-
тну систему рiвнянь: при σ = 1s

F1s(r) = ϕk(r)−
∫

dr
′

G1s(r, r
′

)

{

ν1s(r
′

)F1s(r
′

) + (38)

+ϕ1s(r
′

)

∫

dr2ϕ
∗
1s(r2)

e2

|r′ − r2|
F1s(r2) +

∑

σ′ ( 6=1s)

M̂σ′ (r
′

)Fσ′ (r
′

)

}

,

при σ 6= 1s

Fσ(r) = −
∫

dr
′

Gσ(r, r
′

)

{

νσ(r
′

)Fσ(r
′

) + (39)

+ϕσ(r
′

)

∫

dr2ϕ
∗
σ(r2)

e2

|r′ − r2|
Fσ(r2) +

∑

σ′ ( 6=σ)

M̂σ′ (r
′

)Fσ′ (r
′

)

}

.

У цих рiвняннях

Gσ(r, r
′

) = (1− P̂ (r))G(o)
σ (r, r

′

) =
1√
V

∑

q

exp(−i(q, r′

))ϕq(r)

εq − εk + Eσ − E1
. (40)

Застосуємо до розв’язування рiвнянь (38), (39) метод iтерацiй. У першому борнiв-
ському наближеннi одержуємо

F
(1)
1s (r) = ϕk(r)−

∫

dr
′

G1s(r, r
′

)

{

ν1s(r
′

)ϕk(r
′

) (41)

+ϕ1s(r
′

)

∫

dr2ϕ
∗
1s(r2)

e2

|r′ − r2|
ϕk(r2)

}

= ϕk(r) + χ1s(k|r),

а при σ 6= 1s

F (1)
σ (r) = −

∫

dr
′

Gσ(r, r
′

)

{

ωσ,1s(r
′

)ϕk(r
′

) (42)

+ϕ1s(r
′

)

∫

dr2ϕ
∗
σ(r2)

e2

|r′ − r2|
ϕk(r2)

}

= χσ(k|r),

де ϕk(r) – ортогоналiзована плоска хвиля.
Iз формул (41), (42) видно, що борнiвськi розклади застосовнi, незважаючи на те,

що ми розглядаємо низькоенергетичний процес. Покажемо це на прикладi функцiї

F
(1)
1s (r). Дiйсно, у фiгурнiй дужцi формули (41) фiгурують як вiд’ємний хартрiв-

ський потенцiал

ν1s(r) = −e
2

r

(

1 +
r

ao

)

e−2r/ao , (43)
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так i додатнiй обмiнний потенцiал

∫

dr2ϕ1s(r2)
e2

|r− r2|
ϕk(r2). (44)

Вони частково компенсуються, а також мають рiзну залежнiсть вiд r, тому сума
цих потенцiалiв є знакозмiнною функцiєю. Крiм того, у χ1s(k|r), χσ(k|r) матричнi
елементи потенцiалiв є малими завдяки наявностi ортогоналiзованих плоских хвиль
ϕk(r

′

), ϕk(r2). Тому функцiя χ1s(k|r) є малою порiвняно з тим варiантом, коли ми
використовували б рiвняння (35) безпосередньо.

Плоскохвильову складову обмiнного доданку у формулi (41) зобразимо у виглядi
розкладу за сферичними функцiями, використовуючи розклад потенцiалу двоеле-
ктронної взаємодiї та плоских хвиль за цими ж функцiями (див. напр. [19]):

e2ϕ1s(r1)

∫

dr2ϕ1s(r2)ϕ
(o)
k (r2)

|r1 − r2|
= (45)

=
16√
V
π
e2

ao
e−ρ1

∑

l≥0

il

2l+ 1
gl(k|ρ1)

l
∑

m=−l

(Y m
l (k))∗Y m

l (ρ1),

де

gl(k|ρ1) =
∞
∫

0

dρ2 ρ
2
2 e

−ρ2jl(kρ2) al(ρ1, ρ2), (46)

al(ρ1, ρ2) = ρl< ρ−l−1
> , jl(x) – сферична функцiя Бесселя першого роду l-го порядку,

а Y m
l (ρ), Y m

l (k) – сферичнi функцiї у координатному просторi та просторi хвильо-
вих векторiв вiдповiдно. Домножаючи вираз (45) на exp(−i(q, r1)) та iнтегруючи за
змiнною r1, одержуємо його зображення Фур’є

16πe2a2o√
V

∑

l,m

4π

2l+ 1
(Y m

l (k))∗ Y m
l (q)a1sl (kao, qao)

=
16πe2a2o√

V

∑

l≥0

Pl(t)a
1s
l (kao, qao), (47)

де Pl(t) – полiном Лежандра l-го порядку, t – косинус кута мiж векторами k i q, а
множники

a1sl (qao, kao) =

∞
∫

0

∞
∫

0

dρ1dρ2ρ
2
1ρ

2
2e

−(ρ1+ρ2)jl(kaoρ1) jl(qaoρ2) al(ρ1, ρ2) (48)

виражаються в елементарних функцiях при довiльних l. Зокрема

a1s0 (k, q) =
2

(1 + k2)2

{

1

1 + q2
− 6 + q2 − 3k2

16 + 8(q2 + k2) + (q2 − k2)2

}

. (49)
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Рис. 1: Коефiцiєнтнi функцiї a1s
0 (k, q) i a1s

1 (k, q) у розкладi (47).

Ряд (47) є швидкозбiжним, бо коефiцiєнтнi функцiї a1sl (qao, kao) зменшуються з
ростом l, що iлюструє рисунок 1. При цьому функцiя a1s0 (qao, kao) зменшується при
зростаннi k, а функцiя a1s1 (qao, kao) – зростає.

Обмежуючись у формулi (36) доданком σ = 1s, одержуємо хартрi-фокiвське
наближення, яке використовувалось у серiї робiт Чандрасекхара i Джона (див. [5,7]).
Оскiльки у цих роботах не враховувалась умова ортогональностi (29), тому обмiнний
потенцiал у такому варiантi дорiвнює

(E1 − εk)

∫

dr1ϕ
∗
1s(r1)ϕ

(o)
k (r1) +

∫

dr1
e2

|r− r1|
ϕ∗
1s(r1)ϕ

(o)
k (r1) (50)

i є великою вiд’ємною величиною. Через те застосування борнiвського наближення є
незаконним i у цих роботах використовувалися розклади за парцiальними хвилями,
як i в бiльшостi робiт, присвячених розрахунку поперечного перерiзу фотойонiзацiї
вiд’ємного йона водню.

У зв’язку з тим, що у нашому пiдходi матричнi елементи сумарного потенцiалу
є малими, ми використовуємо борнiвське наближення i перша борнiвська поправка
до ортогоналiзованої плоскої хвилi зображається у виглядi

χ1s(k|r) = − 1

V

∑

q

ϕq(r)

εq − εk
V1s(k,q), (51)
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Рис. 2: Залежнiсть матричного елемента
V1s(k,q) (в одиницях 4πe2a2

o) вiд безроз-
мiрного хвильового числа q = |q|ao при
k = |k|ao = 1
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Рис. 3: Залежнiсть матричного елемента
V1s(k,q) (в одиницях 4πe2a2

o) вiд безроз-
мiрного хвильового числа q = |q|ao при
k = |k|ao = 0.25

де

V1s(k,q) = ν1s(k− q)−
∑

σ

ϕ∗
σ(k){νσ1s(−q) + ω1s

1s,σ(−q)} + (52)

+16πe2a2o
∑

l≥0

Pl(t)a
1s
l (kao, qao).

При цьому

νσ1s(−q) =

∫

dre−i(q,r)ν1s(r)ϕσ(r); (53)

ω1s
1s,σ(−q) =

∫

dre−i(q,r)ω1s,σ(r)ϕ1s(r).

Рисунок 2 iлюструє залежнiсть матричного елемента V1s(k,q) (в одиницях
4πe2a2o) вiд безрозмiрного хвильового числа q = |q|ao при k = |k|ao = 0.25, а ри-
сунок 3 – при k = 1.0. При цьому у формулах (52) у сумi

∑

σ ... для спрощення
розрахунку враховано тiльки один доданок σ = 1s, що вiдповiдає найпростiшому
базису. Як видно з рисункiв, матричний елемент сумарного потенцiалу є малою ве-
личиною, яка при малих k є знакозмiнною функцiєю, а при великих – додатною
монотонно спадною функцiєю.

Як видно з формул (40), (42), борнiвськi поправки χσ(k|r) для довiльних σ можна
зобразити у виглядi, аналогiчному до (51), а саме

χσ(k|r) = − 1

V

∑

q

ϕq(r)

εq − εk + Eσ − E1
Vσ(k,q), (54)



М. Ваврух, О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2012. Вип. 47 15

де за аналогiєю до формули (51) у випадку s-станiв

Vσ(k,q) = ωσ,1s(k− q) −
∑

σ1

ϕ∗
σ1
(k){ωσ1

σ,1s(−q) + ω1s
σ,σ1

(−q)}

+16πe2a2o
∑

l≥0

Pl(t)a
σ
l (k∗, q∗), (55)

aσl (k∗, q∗) =

∞
∫

0

∞
∫

0

dρ1dρ2ρ
2
1ρ

2
2e

−ρ1 ϕ̃σ(ρ2)al(ρ1, ρ2)jl(kρ1)jl(qρ2),

ϕ̃σ(ρ) =
√
πa3/2o ϕσ(r).

Коефiцiєнти aσl (k∗, q∗) при σ 6= 1s також виражаються в елементарних функцiях,
як i a1sl (k∗, q∗).

4 Розрахунок матричних елементiв оператора iм-
пульсу

Згiдно з формулами (14), (27) матричний елемент оператора iмпульсу електрона
для процесу фотойонiзацiї йона H− запишемо у такому виглядi:

Pc,c′ (k) = 〈Ψc(r1, r2) |p̂1|Ψc′ (r1, r2)〉 = (56)

= − i~√
2

∫ ∫

dr1dr2
∑

l≥0

Γlψl(r1, r2)×

×
∑

σ

[Fσ(k, r2)∇1ϕσ(r1) + ϕσ(r2)∇1Fσ(k, r1)] (57)

− i~√
2

∫ ∫

dr1dr2
∑

σ1,σ2

α∗
σ1,σ2

ϕ∗
σ1
(r1)ϕ

∗
σ2
(r2)×

× [ϕk(r2)∇1ϕ1s(r1) + ϕ1s(r2)∇1ϕk(r1)] + ...

У зв’язку iз доброю збiжнiстю розкладiв для хвильових функцiй досить обмежитись
складовими ψl(r1, r2) iз невеликими значеннями l. Головнi внески породжуються
функцiями ψo(r1, r2) та ψ1(r1, r2), iншi рiвнi нулевi завдяки тому, що iнтеграли за
кутовими змiнними вiд Pl(cos γ), або ж вiд cos θ1Pl(cos γ) занулюються. Найбiльш
суттєвi поправки до функцiї ψ(o)(r1, r2) за рахунок теорiї збурень дають 2p-стани.

Враховуючи, що борнiвськi поправки χσ(k|r) є малими величинами, видiлимо
головнi доданки Pc,c′ (k), зображаючи його у виглядi такого розкладу:

Pc,c′ (k) = P0,1(k) +P1,1(k) +
∑

σ

{

Pσ
0,2(k) +Pσ

1,2(k)
}

+

+
∑

σ1,σ2

α∗
σ1,σ2

∆Pσ1,σ2
(k) + ... . (58)

Тут у перших двох членах розкладу замiсть функцiї F1s(k|r) фiгурує її нульове
наближення – ортогоналiзована плоска хвиля ϕk(r), а в iнших доданках замiсть
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Fσ(k|r) виступає борнiвська поправка χσ(k|r):

P0,1(k) = − i~Γo√
2

∫ ∫

dr1dr2ψo(r1, r2)ϕ1s(r2)∇1ϕk(r1);

P1,1(k) = − i~Γ1√
2

∫ ∫

dr1dr2ψ1(r1, r2){ϕk(r2)∇1ϕ1s(r1) +

+ϕ1s(r2)∇1ϕk(r1)}; (59)

Pσ
0,2(k) = − i~√

2
Γo

∫ ∫

dr1dr2ψo(r1, r2){ϕσ(r2)∇1χσ(k|r1) +

+χσ(k|r2)∇1ϕσ(r1)};

Pσ
1,1(k) = − i~√

2
Γ1

∫ ∫

dr1dr2ψ1(r1, r2){ϕσ(r2)∇1χσ(k|r1) +

+χσ(k|r2)∇1ϕσ(r1)}.

Доданки ∆Pσ1,σ2
(k) породженi поправкою до функцiї ψo(r1, r2) (див.(14), (55)). Як

видно з формул (57) та (58), детальний розрахунок матричного елемента є досить
громiздким. У зв’язку з цим насамперед розрахуємо його у простiшому базисi, який
включає лише s-функцiї атома водню. У такому варiантi доданки P0,1(k), P1,1(k)
розраховуються в аналiтичному виглядi:

P0,1(k) = 32
√
2π3/2

(

a3o
V

)1/2

Γoco~k
{

α(1 + β)−3[α2 + (ka0)
2]−2+

+β(1 + α)−3[β2 + (kao)
2]−2

}

; (60)

P1,1(k) = −128
(2π)1/2√

3

(

a3o
V

)1/2

Γ1 ~ k γ61(1 + γ1)
−4 [γ21 + (kao)

2]−3.

Доданки Pσ
0,2(k) є однотипними. Використовуючи формулу (54), iнтегруючи за ве-

кторами r1 та r2 i переходячи вiд суми за вектором q до iнтегралу, а також вводячи
безрозмiрнi змiннi k∗ = kao, q∗ = qao, одержуємо такий вираз:

Pσ
0,2(k) = − ~

ao
ΓoCo

(

a3o
V

)1/2
k

k
8
√
2π

∞
∫

0

dq∗
q3
∗

q2∗ − k2∗ + 1− n−2
σ

× (61)

×
(

Jσ(β)
α

(q2∗ + α2)2
+ Jσ(α)

β

(q2∗ + β2)2

)

1
∫

−1

dt t Ṽ1s(k∗,q∗).

Тут використано такi позначеня

Ṽσ(k∗,q∗|t) ≡ Vσ(k,q){4πe2a2o}−1;

Jσ(α) = π−1/2a3/2o

∫

dρ ϕσ(r) e
−αρ; ρ = r/ao; (62)

J1s(α) = 8(1 + α)−3; J2s(α) = 2
√
2(α− 1)

(

1

2
+ α

)−4

; ... ,
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nσ – головне квантове число стану σ (σ = (nσ, 0, 0)), а t – косинус кута мiж векторами
k i q.

Матричний елемент Pσ
1,2(k) подiбний до Pσ

0,2(k):

Pσ
1,2(k) = −k

k

~ Γ1

ao

(

a3o
V

)1/2

γ61Sσ(γ1)
512

3
√
π
× (63)

×
∞
∫

0

dq∗ q3∗
q2∗ − k2∗ + 1− n−2

σ

(γ21 + q2∗)
−3

1
∫

−1

dt tV̂σ(k∗,q∗|t),

де

Sσ(γ1) =
√
π(2γ1)

−5/2

∞
∫

0

dρρ2R1(ρ)
∂

∂ρ
ϕσ(ρ); (64)

S1s(γ1) = −
(

3

2

)1/2

(1 + γ1)
−4; S2s(γ1) =

√
3

4

(

1

2
− γ1

)(

γ1 +
1

5

)−5

, ... .

В результатi iнтегрування за змiнною t маємо:

f1s(k∗, q∗) ≡
1
∫

−1

dt t Ṽ1s(k∗,q∗|t) = (k∗ q∗)
−1

{

1− k2∗ + q2∗
4k∗q∗

ln
1 + 1

4 (k∗ + q∗)2

1 + 1
4 (k∗ − q∗)2

−

−
[

1 +
1

4
(k2∗ + q2∗)

] [

1 +
1

4
(k∗ + q∗)

2

]−1 [

1 +
1

4
(k∗ − q∗)

2

]−1
}

+
8

3
a1s1 (k∗, q∗);

f2s(k∗, q∗) ≡
1
∫

−1

dt t Ṽ2s(k∗,q∗|t) = (65)

= 16
√
2k∗q∗

{

9

4
+ (k∗ + q∗)

2

}−2{
9

4
+ (k∗ − q∗)

2

}−2

+
8

3
a2s1 (k∗, q∗).

Таким чином розрахунок матричних елементiв Pσ
0,2(k), P

σ
1,2(k) зводиться до обчи-

слення однократного iнтегралу, пiдiнтегральна функцiя якого має полюс у точцi
qo(k) = (k2− 1+n−2

σ )1/2 при умовi, що k ≥ (1−n−2
σ )1/2. Для наступного розрахунку

скористаємося спiввiдношенням

lim
ε→0

1

(q − qo(k)− iε)
=

P

q − qo(k)
+ iπδ(q − qo(k)), (66)

що дозволяє видiлити дiйсну та уявну частини у матричних елементах:

Pσ
0,2(k) = Aσ

0,2

k

k

(

a3o
V

)1/2
~

ao

{

Iσ0,2(k) + iJσ
0,2(k)

}

, (67)

Pσ
1,2(k) = Aσ

1,2

k

k

(

a3o
V

)1/2
~

ao

{

Iσ1,2(k) + iJσ
1,2(k)

}

.
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Безрозмiрнi iнтеграли Iσ0,2(k), I
σ
1,2(k) розрахованi нами чисельно i представленi за

допомогою апроксимант Паде, а iнтеграли Jσ
0,2(k), J

σ
1,2(k) мають аналiтичне зобра-

ження. Вирази для iнтегралiв Iσ0,2(k), ..., Jσ
1,2(k), а також коефiцiєнти Aσ

0,2, A
σ
1,2 для

станiв 1s, 2s є такими:

A1s
0,2 = 64 Γoao(2π)

1/2; A2s
0,2 = 32 Γoao

√
π; (68)

A1s
1,2 =

512√
6π

Γ1γ
6
1

1

(1 + γ1)4
; A2s

1,2 =
128

3
√
π
Γ1γ

6
1

γ1 − 1
2

(1 + γ1)5
;

Безрозмiрнi iнтеграли, що фiгурують у формулах (66), мають таке зображення:

I1s0,2(k) = −
∞
∫

0

dqq3

q2 − k2

{

α

(α2 + q2)2
(1 + β)−3 +

β

(β2 + q2)2
(1 + α)−3

}

×

×f1s(k, q);

J1s
0,2(k) = −π

4

{

k2

1 + k2
− ln(1 + k2) +

16

3
k2a1s1 (k, k)

}

× (69)

×
{

α

(1 + β)3
(α2 + k2)−2 +

β

(1 + α)3
(β2 + k2)−2

}

;

I1s0,2(k)
∼=
{

7
∑

i=0

d1si k
i

}−1 4
∑

i=1

c1si k
i;

c1 = −0.27961, c2 = −0.174374, c3 = 0.896962, c4 = −0.334049,

do = 3.18625, d1 = −7.65579, d2 = 23.5982, d3 = −10.1513,

d4 = −12.8213, d5 = 28.3342, d6 = −13.0526, d7 = 3.41433.

I2s0,2(k) = P

∞
∫

0

dq q3

q2 − k2 + 3
4

{

α(β − 1)

(α2 + q2)2(12 + β)4
+

β(α − 1)

(β2 + q2)2(12 + α)4

}

×

×f2s(k, q); (70)

I2s0,2(k)
∼=
{

8
∑

i=0

d1si k
i

}−1 5
∑

i=1

c1si k
i;

c1 = 0.772822, c2 = −2.69749, c3 = 3.54126, c4 = −2.15752,

c5 = 0.504674, do = 3.11471, d1 = −11.2358, d2 = 27.0674, d3 = −21.9333,

d4 = −12.8262, d5 = 16.1737, d6 = 12.9162, d7 = −17.8086, d8 = 5.18957.

J2s
0,2(k) = 0 при k ≤

√
3

2
; (71)

J2s
0,2(k) =

π

2
q2o(k)

{

α(β − 1)

(12 + β)4(α2 + q2o(k))
2
+

β(α − 1)

(12 + α)4(β2 + q2o(k))
2

}

×

×f2s(k, qo(k))



М. Ваврух, О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2012. Вип. 47 19

при k >
√
3
2 , де qo(k) = (k2 − 3/4)1/2;

I1s1,2(k) = P

∞
∫

0

dq q3

q2 − k2
1

(γ21 + q2)3
f1s(k, q); (72)

J1s
1,2(k) =

πk2

2

1

(γ21 + k2)3
f1s(k, k);

I1s1,2(k)
∼=
{

6
∑

i=1

s1si k
i

}−1 7
∑

i=1

m1s
i k

i;

s1 = 0.000427837, s2 = 0.113085, s3 = −0.21373, s4 = 0.106589, s5 = −0.0153609,

s6 = 0.000770492, m1 = 2.85504, m2 = −10.3512, m3 = 21.099,

m4 = −22.7228, m5 = 15.1263, m6 = −5.26053, m7 = 1.06851.

I2s1,2(k) = P

∞
∫

0

dq q3

q2 − k2 + 3
4

1

(γ21 + q2)3
f2s(k, q), (73)

I2s1,2(k)
∼=
{

4
∑

i=0

s1si k
i

}−1 7
∑

i=0

m1s
i k

i,

s1 = −0.0333145, s2 = 0.0732624, s3 = −0.0394092, s4 = 0.00264078,

mo = 0.558783, m1 = −2.18069, m2 = 7.62269, m3 = −7.13102,

m4 = −7.12865, m5 = 15.6626, m6 = −9.01559, m7 = 1.84959;

J2s
1,2(k) = 0 при k ≤

√
3

2
, (74)

J2s
1,2(k) =

π

2
q2o(k)

1

(γ21 + q2)3
f2s(k, qo(k))

при k >
√
3
2 , де qo(k) = (k2 − 3/4)1/2.

5 Спектральна залежнiсть поперечного перерiзу
фотойонiзацiї йонiв H

−

Для зручностi наступних розрахункiв видiлимо у матричному елементi Pc,c′ (k)
безрозмiрний множник,

Pc,c′ (k) = e3
~

ao

(

a3o
V

)1/2

pc,c′ (k). (75)
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Як видно з формул (59) – (66), pc,c′ (k) є безрозмiрною комплексною скалярною
функцiєю безрозмiрного хвильового числа k = |k|ao. Згiдно з формулою (5) сила
осцилятора записується у виглядi

fc,c′ (k) =
16

3
[k2 +∆ε]−1 a

3
o

V

∣

∣

∣
pc,c′ (k)

∣

∣

∣

2

, (76)

де ∆ε – потенцiал йонiзацiї йона H− у рiдбергах. Точнiсть розрахунку сил осциля-
тора визначається вибором хвильових функцiй початкового i кiнцевого стану. Через
це доцiльно виконати тестування розрахунку pc,c′ (k) за правилом сум (теоремою
Томаса-Райхе-Куна) (див.[20]). У нашому випадку сума сил осцилятора процесу фо-
тойонiзацiї зводиться до виразу

F =
∑

k

fc,c′ (k) =
8

3π2

∞
∫

0

dk · k2
k2 +∆ε

∣

∣

∣
pc,c′ (k)

∣

∣

∣

2

. (77)

У таблицi 2 наведено змiну значень F при послiдовному врахуваннi доданкiв P0,1,
P1,1, P

σ
0,2, P

σ
1,2. Вiдзначимо, що у роботi [6], де використано дуже складнi хвильовi

функцiї, що вимагало громiздких числових розрахункiв, одержано значення F =
1.72.... Згiдно з правилом сум для двоелектронної системи, яку ми розглядаємо, при
врахуваннi iнших каналiв процесу фотойонiзацiї ( при яких атом водню переходить
у збуджений стан) повинна виконуватись рiвнiсть F = 2. Одержаний нами результат
для суми сил осциляторiв, як i результат роботи [6], задовольняють умову F < 2,
вони близькi мiж собою, але важко визначити, який з них кращий, бо для цього
треба було б враховувати всi iншi канали процесу фотойонiзацiї.

Табл. 2: Змiни суми сил осциляторiв при змiнi числа доданкiв у формулi (57)

n 1 2 3 4 5 6 7
F 1.3443 1.5888 1.5209 1.5169 1.6362 1.6423 1.6830

Як видно з рис. 4, на якому наведено залежнiсть
∣

∣

∣
pc,c′ (k)

∣

∣

∣

2

вiд безрозмiрного хви-

льового числа k = |k| ao, є добра збiжнiсть вiдносно числа врахованих у матричному
елементi доданкiв. При цьому крива 1 вiдповiдає врахуванню доданкiв P0,1, P1,1 у
формулi (57), крива 2 враховує додатково матричний елемент P1s

0,2, крива 3 – ще й
матричний елемент P1s

1,2. Крива 4 вiдповiдає врахуванню всiх доданкiв у формулi

(57). Максимум кривої
∣

∣

∣
pc,c′ (k)

∣

∣

∣

2

дещо зменшується при збiльшеннi числа додан-

кiв. Положення максимуму при цьому змiнюється мало i знаходиться в околi точки
k ≈ 0.2. Як видно з рисунка, врахування у базисi локалiзованих функцiй хвильо-
вої функцiї 2s-стану вiдчутно змiнює поведiнку кривої в областi великих хвильових
векторiв.
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Рис. 4: Залежнiсть
∣

∣

∣
p
c,c

′ (k)
∣

∣

∣

2

вiд безрозмiрного хвильового числа k = |k| ao

Поперечний перерiз фотойонiзацiї йона H− дорiвнює

σH−(ω) =
2π2e2

m c

∑

k

fc,c′ (k)δ(ωc,c′ − ω) = (78)

=
16

3

e2

m c

∞
∫

0

dk · k2
k2 +∆ε

∣

∣

∣
pc,c′ (k)

∣

∣

∣

2

δ(
e2

2ao~
[k2 +∆ε]− ω) =

=
16

3
αoa

2
o

(ω∗ − ω∗
c )

1/2

ω∗

∣

∣

∣
pc,c′ ([ ω

∗ − ω∗
c ]

1/2)
∣

∣

∣

2

,

де αo – стала тонкої структури, ω∗ ≡ ~ ω
(

e2

2ao

)−1

– безрозмiрна частота, ω∗
c ≡ ∆ε.

У шкалi довжин хвиль

σH− (λ) =
16

3
αo a

2
o λ

∗
(

λ∗max − λ∗

λ∗maxλ
∗

)1/2
∣

∣

∣

∣

∣

pc,c′

(

[

λ∗max − λ∗

λ∗maxλ
∗

]1/2
)∣

∣

∣

∣

∣

2

, (79)

де λ∗ = λ
λo

, λ∗max = (ω∗
c )

−1 ≈ 18.1818..., а одиницею маштабу є λo = 4πao
~c
e2 ≈ 911, 27.

Отже, процес фотойонiзацiї йонiв H− дає внесок у коефiцiєнт неперервного погли-
нання в областi ω > ω∗

c , або λ < λ∗c . Залежнiсть поперечного перерiзу цього процесу
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вiд довжини хвилi наведено на рис. 5. Жирна крива побудована з врахуванням всiх
доданкiв формули (57), пунктирна крива вiдповiдає результатам найкращого варiан-
ту розрахунку роботи [6], суцiльна тонка лiнiя вiдповiдає апроксимацiйнiй формулi
Джона[7], побудованiй за результатами числових розрахункiв iнших авторiв.

На рис. 6 зображено вiдносний поперечний перерiз (σH− (λ)/σH− (λ1) при λ1 =
5280Å) процесу фотойонiзацiї йонiв H−. Мiтки вiдповiдають спостережуваним да-
ним для Сонця з роботи [21]. Пунктирна крива побудована за результатами роботи
[6], а суцiльна – за нашими розрахунками. Як бачимо, нашi результати, як i резуль-
тати роботи [6], в однаковiй мiрi добре описують спостережуванi данi в областi вiд
4000Å до 13000Å, крiм невеликої дiлянки в околi максимуму ( (8− 9) · 103Å ).
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Рис. 5: Залежнiсть поперечного перерiзу процесу фотойонiзацiї йона H− вiд довжини хвилi

λ
′

= 10−3λ, де λ вимiрюється в ангстремах

Висновки

Розрахована нами у базисно-варiацiйному пiдходi хвильова функцiя йонаH− має
перевагу перед вiдомими багатопараметричними функцiями, бо дозволяє виконува-
ти бiльшiсть розрахункiв в аналiтичному виглядi, на кожному етапi здiйснювати
контроль обчислень i допускає використання iншими авторами.

Як випливає з виконаних розрахункiв, точнiсть обчислення поперечного перерiзу
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Рис. 6: Залежнiсть вiдносного поперечного перерiзу σH−(λ)/σH−(λ1) при λ1 = 5280Å вiд
довжини хвилi

фотойонiзацiї йона H− суттєво залежить вiд точностi розрахунку хвильової функцiї
кiнцевого стану цього процесу. Тiльки хвильова функцiя системи

”
електрон + атом

водню“, розрахована у двоелектронному наближеннi з врахуванням обмiнних ефе-
ктiв, приводить до коректних значень сил осциляторiв, що задовольняють теорему
Томаса-Райхе-Куна з достатньою точнiстю.

Основою нашого розрахунку хвильової функцiї кiнцевого стану процесу фотойо-
нiзацiї негативного йона водню є базисний пiдхiд. Як видно з рис. 5 i 6, результати
розрахункiв вiдчутно залежать вiд числа локалiзованих функцiй, що включенi до
базису одноелектронних функцiй. У зв’язку з цим одержанi результати не слiд роз-
глядати як остаточнi, бо включення в базис локалiзованих функцiй iнших збуджених
станiв атома водню може покращити результати.
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Journ. Chem. Phys. – 1956. – V. 25. – P. 1035.

16. Green L.C. Correlation Energes and Angular Components of the Wave Function of
the Ground States of H−, He, Li+ / Green L.C., Lewis M.N., Mulder M.M., Wyeth
C.C., Woll J.W. // Phys. Rev. – 1954. – V. 93. – P. 273.

17. Green L.C. A Discussion of Analytic and Hartry-Fock Wave Function for 1s2 Confi-
guration from H− to CV / Green L.C., Lewis M.N., Mulder M.M., Woll J.W. //
Phys. Rev. – 1954. – V. 93.–P. 757.

18. Pekeris C.L. 11S, 21S, and 23S States of H- and of He / Pekeris C.L. // Phys. Rev.
– 1962 V. 126. – P. 1470.

19. Веселов М.Г. Теория атома / Веселов М.Г., Лабзовский Л.Н. – Москва: Наука,
1986. – 330 с.

20. Вакарчук I.О. Теорiя зоряних спектрiв / Вакарчук I.О. – Львiв: В-ство ЛНУ
iменi Iвана Франка, 2002. – 356 c.

21. Smith S. J. Relative Measurement of the Photodetachment Cross Section for H− /
Smith S. J., Burch D. S. // Phys. Rev. – 1959. – V. 116. – P. 5.

Стаття надiйшла до редакцiї 4.09.2012
прийнята до друку 17.10.2012



М. Ваврух, О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2012. Вип. 47 25

PHOTOIONIZATION CROSS SECTION OF NEGATIVE

HYDROGEN IONS

M. Vavrukh, O. Stelmakh

Ivan Franko National University of Lviv,

astrophysic department,

Kyrylo and Mefodiy St., 8, 79005 Lviv, Ukraine

The spectral dependency of the photoionization cross section for negati-
ve hydrogen ions was calculated using quantum-mechanical reference system
approach. The electrons exchange correlations where investigated. The compari-
sons with corresponding results of other authors, as well as with observed data
for the Sun were done.

Key words: wave function and energy of ionH−, oscillators’ force, electrostatic
and exchange correlations, photoionization’s cross section.

ПОПЕРЕЧНОЕ СЕЧЕНИЕ ФОТОИОНИЗАЦИИ

ОТРИЦАТЕЛЬНЫХ ИОНОВ ВОДОРОДА

М. Ваврух, О. Стельмах

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

кафедра астрофизики,

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

В рамках базисного квантовомеханического подхода рассчитана спектраль-
ная зависимость поперечного сечения фотоионизации отрицательных ионов
водорода. Исследована роль обменных электронных корреляций в этом про-
цессе. Выполнено сравнение с расчетами других авторов, а также с наблю-
дательными данными для Солнца.

Ключевые слова: волновая функция и энергия иона H−, поперечное се-
чение фотоионизацииH−, силы осцилляторов, электростатические и обмен-
ные корреляции.


