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Обгрунтовано механiзм формування низькочастотних гармонiчних мульти-
плетiв в iоносферi у рамках моделi взаємодiї електронiв з магнiтним полем
Землi та випромiнюванням лiнiй електромереж, що дозволяє iнтерпретува-
ти частотнi особливостi спостережуваних спектрiв, зареєстрованих штучни-
ми супутниками Землi.
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1 Вступ
До основного джерела формування космiчної погоди бiльшiсть дослiдникiв вiд-

носять сонячну активнiсть, тобто передачу енергiї у напрямi "Сонце - магнiтосфера
- iоносфера - атмосфера - поверхня Землi". Але iснує i зворотний, досить помiтний
вплив на стан iоносфери потужних природних процесiв (ураганiв, землетрусiв i т.
п.), якi створюють потiк енергiї вiд лiтосфери й атмосфери Землi. Останнiм ча-
сом у цьому зворотному потоцi все помiтнiшим стає техногенний вплив, пов’язаний,
передусiм, зi зростаючим рiвнем виробництва та використання електричної енергiї.
Цей факт став предметом спостережень вже досить давно: встановлено, що потужнi
споживачi електроенергiї викликають змiни параметрiв плазми та електромагнiтно-
го поля в iоносферi. Вивчаються також можливi наслiдки такого впливу на стан
навколишнього середовища, особливо за допомогою супутникових дослiджень [1-
4]. Саме в цiй галузi у 80-х роках минулого столiття був вiдкритий новий ефект -
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вiдображення в iоносферi, i навiть у магнiтосферi, гармонiйного випромiнювання
електромереж - (рower line harmonic radiation, PLHR) [5-7]. Механiзм формування
PLHR та можливi наслiдки цього явища для цивiлiзацiї досi залишаються невiдо-
мими. Однак встановлено, що системи виробництва електроенергiї впливають на
навколоземне середовище як у локальному масштабi, змiнюючи стан iоносфери без-
посередньо над лiнiями електромереж, так i в глобальному, створюючи в порожнинi
Земля - iоносфера електромагнiтнi коливання на частотах, пов’язаних iз частотою
електромереж i її численними гармонiками. Одним з небезпечних наслiдкiв цього
явища може бути пiдвищення висипання заряджених частинок з радiацiйних по-
ясiв Землi, що досить часто фiксується штучними супутниками Землi (ШСЗ) при
одночаснiй реєстрацiї електромагнiтних полiв i концентрацiї заряджених частинок
[1]. Вочевидь, це явище повинно вивчатися з метою встановлення кiлькiсних зале-
жностей та можливих наслiдкiв для нашого оточення при неминучому подальшому
збiльшеннi виробництва електроенергiї. В той же час дослiдження феномену PLHR
– явища майже космiчного масштабу – безумовно має самостiйне фундаментальне
значення як один з проявiв взаємодiї електромагнiтного поля з частково iонiзованою
плазмою.

На сьогоднi накопичено великий обсяг експериментальних даних супутникових
дослiджень, якi переконливо свiдчать про iснування в iоносферi кластерiв (мульти-
плетiв) спектральних лiнiй гармонiк 50 (60) Гц (аж до 10-15 лiнiй), центрованих бiля
середньої частоти, яка може змiнюватися в досить широкому дiапазонi - вiд 1 до 15
кГц. Найбiльший обсяг даних отримано в експериментi на ШСЗ "Деметер"(2004-
2010 рр.) [8-11].

Одночасно з експериментом "Деметер"в Українi був проведений експеримент
"Варiант"на борту ШСЗ "Сiч-1М"(2005 р.). На жаль, через вiдмову третього сту-
пеня ракети супутник не вийшов на заплановану орбiту i були отриманi тiльки 11
файлiв даних, у яких знайдено досить iнтенсивнi гармонiки частоти 50 Гц, якi спо-
стерiгалися одночасно декiлькома кластерами в дiапазонi частот вiд 1,5 до 14,5 кГц
[12, 13]. При цьому спектральнi лiнiї були рознесенi на вiдстань 50 Гц, i такi сигнали
спостерiгалися в даних усiх давачiв - електричного поля, магнiтного поля i густини
просторового струму. У цей час - 22.03.2005 р. о 22:13:06 - 22:14:02 UT - супутник
пролiтав над пiвденною частиною Аравiйського пiвострова на висотi 320 км.

Доцiльно звернути увагу на оригiнальний результат, отриманий нещодавно на
борту ШСЗ "Чiбiс-М"(запущений 25.01.2012 р.) [14] – вимiрювання електричного
поля при пролiтаннi ШСЗ над територiєю Бразилiї. Орбiта "Чiбiс-М"була майже
колова на висотi 520 км, 08.08.2013 р., 03:47:34 - 03:53:34. Було чiтко встановлено
проникнення сигналу 60 Гц на висоти iоносфери. До того ж, при подальшiй оброб-
цi знайдено три моменти зростання амплiтуди сигналу, кожний з яких вiдповiдав
моменту пролiтання ШСЗ над конкретною високовольтною лiнiєю. Сам факт про-
никнення сигналу з частотою 60 Гц на висоти iоносфери суперечить теоретичним
положенням [15, 16]. Однак у пiзнiшiй роботi [17] вказується, що реєстрацiя про-
никнення сигналiв на гармонiках Шуманiвського резонансу в iоносферу можлива
високочутливими бортовими давачами. Дiйсно, першi 5 гармонiк Шуманiвського
резонансу були виявленi на супутнику C/NOFS на висотах бiля 400 км, як i на
борту супутника "Чiбiс-М"[14]. Це пiдтверджує надiйнiсть даних про проникнення
сигналiв з частотою мережi в iоносферу.
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а) б)

Рис. 1: Динамiчний (а) та статичний (б) спектри результатiв вимiрювання електричного
поля, отриманi 25. 03. 2006 о 19:13:32 UT при пролiтаннi над територiєю Фiнляндiї

Подамо деякi результати, одержанi за допомогою супутникових спостережень.
На рис. 1 показано динамiчний (рис. 1а) та статичний (рис. 1б) спектри електричного
поля, отриманi 25.03.2006 р. о 19:13:32 UT при пролiтаннi супутника над територiєю
Фiнляндiї [9]. При цьому рiзниця мiж сусiднiми лiнiями складала 100 Гц.

Рис. 2: Приклад мультиплета, одержаного в експериментi
”
Варiант“

Типовий характер зареєстрованих мультиплетiв iлюструє рисунок 2, де наведено
данi, одержанi в експериментi

”
Варiант“. Часом спостерiгаються спектри з iнтерва-

лами мiж сусiднiми лiнiями у 100 або 120 Гц, або спектри, у яких точно посерединi
мiж двома iнтенсивними лiнiями, роздiленими iнтервалом 100 (120) Гц, знаходиться
слабка лiнiя, або ж спектри змiшаного типу (див. рис. 3, 4).

Лiнiйчатий характер цих спектрiв свiдчить про те, що спостережуване випромi-
нювання є наслiдком переходiв мiж дискретними енергетичними рiвнями. Еквiди-
стантнiсть розташування компонент у мультиплетi безумовно пов’язана з електро-
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магнiтними полями, створеними випромiнюванням електромереж, яке
”
засмiчує“

iоносферу: як вiдомо, у Європi та Азiї використовують змiнний струм частоти 50
Гц, а на Пiвнiчноамериканському континентi – 60 Гц. Електромережi протяжнiстю
у сотнi i тисячi кiлометрiв є антенами великої потужностi. Явище випромiнювання
мультиплетiв лiнiями електромереж реєструють над усiєю поверхнею Землi, але най-
частiше у поясi геомагнiтних широт (20 − 60)o, тобто над економiчно розвинутими
районами.

У бiльшостi випадкiв випромiнювання PLHR реєструється над материками, а
над океанами воно реєструється рiдко. Статистична обробка даних супутника

”
Де-

метер“, виконана у роботi [11], свiдчить про те, що над освiтленою поверхнею Землi
середня частота появи PLHR удвiчi вища, нiж над неосвiтленою. Орбiти супутни-
кiв, якi проводять вимiрювання, звичайно знаходяться на висотi 350-500 км над
поверхнею Землi. Як видно iз рисунка 5, найчастiше зустрiчаються мультиплети,
середня частота яких належить областi (1,5 - 2,5) 103 Гц. В областi ν > 1, 7 · 104 Гц
мультиплети не зареєстровано.

Хоча електромережi випромiнюють у неперервному режимi, спостереження свiд-
чать, що генерацiя PLHR вiдбувається хаотично. Поява PLHR випромiнювання –
рiдкiсне явище: за шiсть рокiв роботи ШСЗ

”
Деметер“ зареєстровано всього 148 по-

дiй [11]. З цього випливає, що його виникнення є наслiдком якогось процесу, який
має випадковий характер. Оскiльки спостережуванi спектри низькочастотнi, вони
не можуть бути пов’язаними з атомними переходами.

Один з можливих механiзмiв генерування PLHR може бути пов’язаним з рухом
заряджених частинок у локально постiйному i однорiдному магнiтному полi Землi.
Це можуть бути пучки електронiв сонячного вiтру, або ж електронiв, що утворюю-
ться при взаємодiї високоенергетичних частинок космiчних променiв з iоносферою,
або ж електрони, утворенi при фотоiонiзацiї атомiв та iонiв iоносфери. Як вiдомо з
квантової механiки [19], енергетичний спектр

”
вiльного“ електрона, що рухається у

сталому однорiдному магнiтному полi, у нерелятивiстському наближеннi задається
виразом

Рис. 3: Спектр з iнтервалом мiж сателiтами у 100 Гц з роботи [11]
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Рис. 4: Спектр змiшаного типу з роботи [8]

E(n, kz) = ~ωc
(
n+

1

2

)
+

~2

2m0
k2z , (1)

де ωc = eH/m0c – циклотронна (Ларморова) частота, e – модуль електронного за-
ряду, H – модуль вектора напруженостi магнiтного поля, m0 – маса електрона, c
– швидкiсть свiтла, kz – проекцiя хвильового вектора на напрям магнiтного поля,
n = 0, 1, 2, ... . Враховуючи, що середнє значення напруженостi магнiтного поля Зем-
лi має порядок (3 − 5) · 10−5(4π · 10−7)−1 Тл, знаходимо оцiнку частоти переходiв
електрона мiж сусiднiми рiвнями Ландау:

ν0 = (2π)−1ωc ≈ (2− 4) · 103 Гц. (2)

Згiдно з цiєю оцiнкою, спектр випромiнювання, який також зареєстровано в експе-
риментi

”
Варiант“, що має дуже мало слабких сателiтiв, можна iнтерпретувати як

результат переходiв електронiв мiж майже незбуреними рiвнями Ландау (див. рис.
6). Вiдсутнiсть сателiтiв свiдчить, що в районi генерацiї цього спектру поле еле-
ктромереж було майже вiдсутнiм. Все ж зауважимо, що бiля деяких лiнiй рисунка
6 видно слабкi сателiти, вiддiленi iнтервалом 50 чи 100 Гц. Як видно з рисунка, у
даному випадку ν0 ≈ 2, 5·103 Гц, а змiна енергiї електронiв 2π~νmax0 обмежена мiзер-
ною величиною порядку 10−22 ерг, що вiдповiдає середнiй швидкостi обертального
руху електронiв (5-10) м/с.

Енергетичним рiвням (1) вiдповiдають нормованi хвильовi функцiї [18]

Ψn,kz,kx(x, y, z) = (LxLy)−1 exp{i{xkx + zkz]} ϕn(y − y0), (3)

ϕn(y) = (2nn!)−1/2π−1/4 exp

{
−1

2
· y

2

l2

}
Hn
(y
l

)
.

Тут використано такi позначення: l =
(
c~
eH

)1/2 – масштаб довжини (
”
магнiтна“ дов-

жина), y0 = − c~
eH kx, Hn(y/l) – полiном Ермiта n-го порядку. Для зручностi тут
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Рис. 5: Залежнiсть частоти появи PLHR вiд геомагнiтної широти [9]

використано квазiдискретний спектр хвильових векторiв, що виникає при обмежен-
нi руху електрона у площинi (x, y) площею S = LxLy. Через те, що енергетичнi
рiвнi (1) не залежать вiд kx, квантовi стани електрона виродженi за kx з кратнiстю
eHLxLy(2π~c)−1. При переходi до границi Lx, Ly → ∞ маємо виродження з непе-
рервною кратнiстю. Таким є опис руху електрона в однорiдному магнiтному полi у
рамках iдеалiзованої моделi. У випадку iоносфери замагнiчений електрон знаходи-
ться у середовищi частково iонiзованої плазми, що приводить до скiнченої ширини
рiвнiв Ландау i часткового зняття виродження. В загальному випадку енергетичний
спектр електрона в однорiдному магнiтному полi можна зобразити виразом

E(n, kx, kz) = ~ωc
(
n+

1

2

)
+ ε(kx, kz), (4)

який вiдображає ту обставину, що кожен безмежно вузький рiвень Ландау оточений
неперервним спектром.

У випадку, коли електрон рухається у схрещених статичних однорiдних магнi-
тному та електричному полях, задача теж має точний розв’язок. Якщо вибрати си-
стему координат, вiсь OZ якої спрямована вздовж напряму магнiтного поля, а вiсь
OY – вздовж вектора електричної напруженостi ε, то стан електрона описується
функцiєю (3), у якiй слiд зробити замiну y0 на

y0(ε) = (mωc)
−1{−~kx + eεω−1c }. (5)

Виродження за kx знiмається i в цьому випадку

ε(kx, kz) =
~2k2z
2m

+
eε

mωc
~kx −

e2ε2

2mω2
c

. (6)

Якщо електрон рухається у постiйному однорiдному магнiтному полi при наяв-
ностi змiнного електромагнiтного поля низької частоти (ω � ωc), то останнє iндукує
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Рис. 6: Результати спостережень з експерименту
”
Варiант“

резонанснi стани з енергiями

Ẽ(n, kz, η) ≈ ~ωc
(
n+

1

2

)
+ ~ωη + ε̃(kx, kz) (7)

(η = 0;±1;±2...), якi можна розглядати як квазiстацiонарнi i переходи мiж якими
можуть забезпечити спостережуванi спектральнi властивостi PLHR. Обгрунтування
спектру (5) та iнтерпретацiя особливостей мультиплетiв PLHR є метою даної роботи.

2 Модельна задача про квантовi переходи пiд впли-
вом перiодичного збурення

Насамперед розглянемо загальну одноелектронну задачу про квантовi резонанснi
переходи пiд дiєю перiодичного збурення [18]

V̂ (t) = F̂ eiωt + Ĝe−iωt (8)

у випадку, коли незбурена задача має l дискретних стацiонарних еквiдистантних
енергетичних рiвнiв E(0)

j (тобто таких, що E(0)
j+1 − E

(0)
j = ~ω, 1 ≤ j ≤ l − 1). Нехай

рiвням E
(0)
j вiдповiдають хвильовi функцiї

Ψ
(0)
j (r, t) = ϕ

(0)
j (r) exp

{
− i
~
E

(0)
j t

}
, (9)

а ϕ(0)
j (r) є нормованими власними функцiями гамiльтонiана Ĥ0 незбуреної задачi,

Ĥ0 ϕ
(0)
j (r) = E

(0)
j ϕ

(0)
j (r). (10)
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Знайдемо наближенi розв’язки хвильового рiвняння

i~
∂

∂t
Ψj(r, t) = (Ĥ0 + V̂ ) Ψj(r, t), (11)

що вiдповiдають функцiям Ψ
(0)
j (r, t), як лiнiйнi комбiнацiї хвильових функцiй не-

збурених станiв,
Ψj(r, t) =

∑
1≤s≤l

aj,s(t) Ψ(0)
s (r, t), (12)

де aj,s(t) – невiдомi функцiї часу. Пiдставляючи розклад (12) у рiвняння (11), до-
множаючи злiва на [Ψ

(0)
k (r, t)]∗ та iнтегруючи за координатами, одержуємо систему

лiнiйних диференцiальних рiвнянь для коефiцiєнтiв aj,s(t)

i~
∂

∂t
aj,k =

l∑
s=1

aj,s(t)Vk,s(t) exp(iω[k − s]t), (13)

де
Vk,s(t) =

〈
ϕ
(0)
k |V̂ |ϕ

(0)
s

〉
= Fk,se

ıωt +Gk,se
−ıωt, (14)

а з ермiтовостi оператора V̂ (t) випливає, що Gk,s = F ∗s,k. Розглянемо частковий тип
оператора збурення, приймаючи його дiагональнi матричнi елементи рiвними нуле-
вi, що вiдповiдає взаємодiї електронiв з електромагнiтним полем. Для спрощення
процедури знаходження розв’язкiв рiвнянь (13) знехтуємо всiма членами, крiм тих,
у яких матричнi елементи оператора збурення побудованi на хвильових функцiях
сусiднiх рiвнiв i якi не мають залежностi вiд часу, а також тих, у яких фiгурують aj,s
при |j − s| ≥ 2. У результатi одержуємо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь
зi сталими коефiцiєнтами: {

i~ ∂
∂t a1,1 ' a1,2F1,2;

i~ ∂
∂t a1,2 ' a1,1F2,1;

(15)


i~ ∂

∂t aj,j−1 ' aj,jFj−1,j ;
i~ ∂

∂t aj,j ' aj,j−1Fj,j−1 + aj,j+1Fj,j+1;
i~ ∂

∂t aj,j+1 ' aj,jFj+1,j

(16)

при 2 ≤ j ≤ l − 1; {
i~ ∂

∂t al,l−1 ' al,lFl−1,l;
i~ ∂

∂t al,l ' al,l−1Fl,l−1.
(17)

Кожна з одержаних систем зводиться до диференцiального рiвняння другого поряд-
ку:

∂2

∂t2
aj,j + β2

j aj,j = 0, (18)

β1 = ~−1|F1,2|; βl = ~−1|Fl,l−1|;
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а при 2 ≤ j ≤ l − 1

βj = ~−1{|Fj,j−1|2 + |Fj,j+1|2}1/2. (19)

У випадку дворiвневої системи l = 2 знаходимо такi двi хвильовi функцiї

Ψ1(r, t) = Ψ
(0)
1 (r, t) cos(β1t)− i

F21

~β1
sin(β1t)Ψ

(0)
2 (r, t), (20)

Ψ2(r, t) = Ψ
(0)
2 (r, t) cos(β1t)− i

F12

~β1
sin(β1t)Ψ

(0)
1 (r, t).

Вони описують резонанснi переходи мiж рiвнями, причому приймається, що у поча-
тковий момент часу система знаходилась у станi Ψ

(0)
1 (r, t), або ж Ψ

(0)
2 (r, t). Величина

sin2(β1t) визнає iмовiрнiсть знаходження системи в момент часу t у станi Ψ
(0)
2 (r, t),

якщо при t = 0 вона знаходиться у станi Ψ
(0)
1 (r, t). Вираз

〈
Ψj

∣∣i~ ∂
∂t Ψj

〉
= Ej(t) має

змiст енергiї системи в момент t. Функцiям (20) вiдповiдають такi значення енергiї

E1(t) = E
(0)
1 + ~ω sin2(β1t), (21)

E2(t) = E
(0)
2 − ~ω sin2(β1t).

Формули (20), (21) описують резонанснi переходи у дворiвневiй системi з перiодом,
який визначається iнтенсивнiстю збурення,

T = π~|F12|−1. (22)

У випадку слабкого збурення переходи вiдбуваються повiльно, тому стани (20) мо-
жна вважати квазiстацiонарними вiдносно iнших процесiв, що мають часи релаксацiї
набагато меншi за π~|F12|−1, наприклад, Tc = 2π/ωc.

Зауважимо, що опис резонансних (чи майже резонансних) переходiв у дворiвне-
вiй системi добре вiдомий [18] i ми наводимо його результати задля повноти картини.
Значно менш тривiальний випадок трирiвневої системи, яка iлюструє загальний ха-
рактер резонансних переходiв у системi з довiльним числом еквiдистантних рiвнiв.
У зв’язку з цим розглянемо систему рiвнянь (15) - (17) при l = 3 (j = 2). З рiвняння
(18) одержуємо, що

a±2,2 = exp (±iβ2t),

a±2,1 = ∓ F1,2

~β2
[exp(±iβ2t)− 1], (23)

a±2,3 = ∓ F3,2

~β2
[exp(±iβ2t)− 1],

а тому система базисних розв’язкiв є такою:

Ψ(1) = Ψ
(0)
2 eiβ2t − 1

~β2
(eiβ2t − 1)

{
Ψ

(0)
1 F1,2 + Ψ

(0)
3 F3,2

}
, (24)

Ψ(2) = Ψ
(0)
2 e−iβ2t − 1

~β2
(e−iβ2t − 1)

{
Ψ

(0)
1 F1,2 + Ψ

(0)
3 F3,2

}
.
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Загальний розв’язок для стану j = 2 дорiвнює

Ψ+
2 = cos (β2t) Ψ

(0)
2 − i sin (β2t)

1

~β2

{
Ψ

(0)
1 F1,2 + Ψ

(0)
3 F3,2

}
, (25)

Ψ−2 = i cos

(
β2t

2

)
Ψ

(0)
2 + sin

(
β2t

2

)
1

~β2

{
Ψ

(0)
1 F1,2 + Ψ

(0)
3 F3,2

}
.

Щоб записати загальний розв’язок для всiєї трирiвневої системи, слiд врахувати
розв’язки системи (15), що зображаються у виглядi (20), а також аналогiчнi розв’яз-
ки системи (19) при l = 3. Набiр розв’язкiв

Ψ1(r, t) = Ψ
(0)
1 cos(β1t)− i sin (β1t)

F21

~β1
Ψ

(0)
2 ,

Ψ2(r, t) = Ψ
(0)
2 cos(β2t)− i sin (β2t)

1

~β2

{
Ψ

(0)
1 F1,2 + Ψ

(0)
3 F32

}
, (26)

Ψ3(r, t) = Ψ
(0)
3 cos(β3t)− i sin (β3t)

F3,2

~β3
Ψ

(0)
2

описує змiну хвильових функцiй у трирiвневiй системi i вiдповiдає такiй залежностi
енергетичних рiвнiв вiд часу:

E1(t) = E
(0)
1 + ~ω sin2(β1t),

E2(t) = E
(0)
2 + ~ω sin2(β2t)

F 2
3,2 − F 2

1,2

F 2
3,2 + F 2

1,2

, (27)

E3(t) = E
(0)
3 − ~ω sin2(β3t).

Як видно з формул (27), у випадку F1,2
∼= F3,2 енергiя середнього рiвня майже не

залежить вiд часу, тому цей рiвень є майже стацiонарним.
З рiвнянь (15) - (17) видно, що у випадку системи з довiльним числом еквiдистан-

тних енергетичних рiвнiв часова залежнiсть квантових станiв описується спiввiдно-
шеннями (26), (27): хвильовi функцiї

”
внутрiшнiх“ рiвнiв 2 ≤ j ≤ l − 1 описуються

функцiями типу Ψ2(r, t) з формули (26), а їх енергiї виразами типу E2(t) з формули
(27); квантовi стани j = 1, j = l описуються так само, як i у випадку трирiвневої
системи.

Застосуймо тепер результати розглянутої модельної задачi до опису квантових
станiв електрона в однорiдному магнiтному полi при наявностi перiодичного магнi-
тного поля частоти ω � ωc. Описуючи останнє у класичному пiдходi, задамо його
вектор-потенцiал у виглядi плоскої монохроматичної хвилi

A(ω; r, t) = A0(ω){exp[i((q, r)− ωt + ϕω)] +

+ exp[−i((q, r)− ωt + ϕω)]}, (28)

a ω = qc. У випадку слабкого поля енергiя взаємодiї електрона з полем (збурення)
дорiвнює [18, 19]

V̂ (r, t) = − e

mc
(A, p̂), (29)
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де p̂ – оператор iмпульсу електрона, амплiтуда вектора напруженостi електричного
поля дорiвнює 2ωA0(ω), амплiтуда вектора магнiтної iндукцiї −2[k×A0(ω)]. Середня
об’ємна густина енергiї поля за перiод дорiвнює w(ω) = 2ω2A2

0(ω), густина потоку
енергiї

I(ω) = 2ω2A2
0(ω) c. (30)

У квантовому пiдходi об’ємна густина енергiї дорiвнює ~ωn(ω), де n(ω) – концен-
трацiя квантiв електромагнiтного поля, тому A0(ω) можна виразити через n(ω):

A0(ω) =

(
~n(ω)

2ω

)1/2

. (31)

Матричний елемент Fk,s (див. ф. (16)) обчислимо на функцiях (3), що належать
рiзним пiдрiвням при тому самому значеннi n,

|Fs1,s2 | = (2nn!)−1π−1/2A0(ω) exp

{
−1

4
l2(q2x + q2y)

}
δ
k
(1)
x ,k

(2)
x +qx

δ
k
(1)
z ,k

(2)
z +qz

×

×
+∞∫
−∞

dt exp(−t2)Hn

(
[t− l

2
(qx + iqy)]

)
Hn

(
[t+

l

2
(qx − iqy)]

)
, (32)

де k(1)x , k
(1)
z вiдповiдають пiдрiвневi s1, а k

(2)
x , k

(2)
z – пiдрiвневi s2.

Як випливає з розглянутої модельної задачi, пiд дiєю монохроматичної хвилi
вiдбуваються резонанснi переходи мiж еквiдистантними енергетичними пiдрiвнями,
належними до даного рiвня Ландау. Iншими словами, електромагнiтне поле низької
частоти ω iндукує еквiдистантнi резонанснi стани, якi наближено можна розглядати
як квазiстацiонарнi. Формування резонансних пiдрiвнiв i переходи мiж ними можна
розглядати як динамiчне розщеплення рiвнiв Ландау пiд впливом монохроматичної
хвилi низької частоти. Оскiльки мiж такими пiдрiвнями можуть вiдбуватися пере-
ходи, це може призвести до локального пiдсилення збурюючого електромагнiтного
поля, а система

”
електрони + квантуюче магнiтне поле“ може працювати в режимi

генератора (лазера). Щоб виявити умови виникнення генерацiї вищих гармонiк, слiд
розглянути питання про заселенiсть резонансних рiвнiв електронами.

3 Ймовiрнiсть заселення резонансних станiв
Систему

”
електрони + електромагнiтне поле“ будемо розглядати у рамках кван-

товостатистичного пiдходу, вважаючи вiдомими енергетичнi рiвнi електронiв i за-
стосовуючи теорiю збурень у лiнiйному наближеннi за вектор-потенцiалом поля

Â(r, t) =
∑
α

∑
q

(
2πc2~
V ωq

)1/2

eq,α

{
ei(k,r)B̂k,α + e−i(k,r)B̂+

k,α

}
, (33)

де ek,α – одиничний вектор поляризацiї фотона, B̂k,α та B̂+
k,α – оператори знищення

та породження квантiв електромагнiтного поля. У випадку монохроматичного поля
у сумi за вектором q вiдмiнна вiд нуля лише одна компонента |q| = q0, ωq = q0c = ω.
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Згiдно з нашою моделлю розглянемо розподiл електронiв за резонансними ста-
нами внаслiдок переходiв мiж ними пiд впливом електромагнiтного поля, викори-
стовуючи формалiзм кiнетичних рiвнянь[20, 21]. Для спрощення розглянемо модель
трирiвневої системи, яка може описати утворення три-, чотири- та п’ятикомпонен-
тних мультиплетiв. Нехай у системi є Nk квантiв поля, якщо електрон знаходиться у
станi

”
0“, Nk+1 квантiв, коли електрон у станi

”
-1“ та Nk−1 квантiв, якщо електрон

у станi
”
1“.

Рис. 7: Схема резонансних квантових переходiв у трирiвневiй моделi

Нехай fi – ймовiрнiсть заповнення електроном i-го стану, що формується пiд
впливом електромагнiтного поля (вплив взаємодiї електронiв iз середовищем iоно-
сфери розглядати не будемо). Ймовiрнiсть зайнятостi станiв визначається рiвнян-
нями

∂

∂t
fi =

3∑
j=1(j 6=i)

{Wj,i fj(1− fi)−Wi,j fi(1− fj)}, (34)

деWi,j – ймовiрнiсть того, що за одиницю часу електрон пiд впливом збурення пере-
ходить зi стану i у стан j,Wj,i – ймовiрнiсть оберненого переходу. У кожну з величин
Wi,j ,Wj,i дають внески як переходи, що супроводжуються поглинанням квантiв, так
i переходи, при яких вони випромiнюються. Згiдно iз загальним правилом квантової
механiки [19] при поглинаннi кванта

W−1,0 =
2π

~
δ (E−1−E0 + ~ωk) (Nk + 1)

(
e

m0c

)2
2πc2~
V ω

∣∣〈0|eik,r(ek,α p̂)| − 1
〉∣∣2 , (35)

а при випромiненнi

W0,−1 =
2π

~
δ (E0 − E−1 − ~ ωk)Nk

(
e

m0c

)2
2πc2~
V ω

∣∣〈0|eik,r(ek,α p̂)| − 1
〉∣∣2 . (36)

Тому iнтеграл зiткнень набуває такого вигляду:

4π2e2(m2V ω)−1
∑
α,q

{f−1(1− f0)(Nq + 1)
∣∣〈0|eik,r(ek,α p̂)| − 1

〉∣∣2 δ(E−1 − E0 + ~ ωq)−

−f0(1− f1)Nq
∣∣〈1|eik,r(ek,α p̂)|0

〉∣∣2 δ(E0 − E1 + ~ ωq) + (37)

+Nqf1(1− f0)
∣∣〈0|eik,r(ek,α p̂)|1

〉∣∣2 δ(E1 − E0 − ~ ωq)−
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−(Nq + 1)f0(1− f−1)
∣∣〈−1|eik,r(ek,α p̂)|0

〉∣∣2 δ(E0 − E−1 − ~ ωq)}.

З умови стацiонарностi (незалежностi fi вiд часу) випливає, що iнтеграл зiткнень
дорiвнює нулевi. Оскiльки всiм трьом квантовим станам вiдповiдає той самий рiвень
Ландау, то матричнi елементи, що фiгурують у формулi (37), близькi мiж собою,〈

0|ei(k,r)(ek,α p̂)| − 1
〉
≈
〈

1|ei(k,r)(ek,α p̂)|0
〉
, (38)〈

0|e−i(k,r)(ek,α p̂)|1
〉
≈
〈
−1|e−i(k,r)(ek,α p̂)|0

〉
,

а тому умова стацiонарностi набуває вигляду:

(Nk + 1)f−1(1− f0)−Nkf0(1− f1) ≈ 0; (39)
(Nk + 1)f0(1− f−1)−Nkf1(1− f0) ≈ 0.

Вводячи для зручностi умову нормування

f1 + f0 + f−1 = 1, (40)

одержуємо систему трьох рiвнянь з трьома невiдомими. Мiж розв’язками системи
рiвнянь (39)–(40) iснують спiввiдношення

f−1 = (3N + 2)−1 {2N + 1− f1(3N + 1)} , (41)
f0 = (3N + 2)−1 {N + 1− f1}

N = Nk, а f1 є додатним коренем рiвняння

x2
{

6N2 + 6N + 1
}

+ xN
{

3N2 +N − 1
}
− (N + 1)3 = 0. (42)

Як видно з таблицi 1, при всiх скiнченних значеннях N виконується нерiвнiсть

f1 > f0 > f−1 > 0. (43)

В асимптотицi N � 1
f−1 = f0 = f1 = 1/3, (44)

тобто маємо рiвноiмовiрне заповнення рiвнiв.

Таблиця 1. Залежнiсть розв’язкiв рiвнянь (39), (40) вiд N для трирiвневої моделi.

N 1 2 3 4 9 14 19
f1 0,6775 0,5723 0,5140 0,4775 0,4037 0,3795 0,3677
f0 0,2645 0,3035 0,3169 0,3230 0,3309 0,3323 0,3328
f−1 0,0580 0,1242 0,1691 0,1995 0,2654 0,2882 0,2996

Для випадку чотирирiвневої системи значення ймовiрностей f−1, ..., f2 наведено

у таблицi 2. При цьому використано умову нормування
2∑

i=−1
fi = 1. Замiсть спiввiд-

ношень (41) тут маємо такi:

f−1 = D−1
{

3N2 − 5− f2[6N2 − 8− 2N ]
}

; (45)
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f0 = D−1
{

(2N − 1)(N + 1)− f2[2N2 + 2N − 2]
}

;

f1 = D−1
{

(N + 1)N + f2[2N2 − 2N − 2]
}

;

D = 2
{

3N2 +N − 1
}
,

а f2 знаходиться з рiвняння

(N + 1)f−1(1− f0)−Nf0(1− f1) = 0, (46)

у яке замiсть f−1, f0, f1 слiд пiдставити вирази (45).

Таблиця 2. Залежнiсть розв’язкiв рiвнянь (39), (40) вiд N для чотирирiвневої
моделi.

N 2 3 4 9 14 19
f2 0,4721 0,4024 0,3682 0,03071, 0,2878 0,2783
f1 0,2671 0,2763 0,2755 0,2661 0,2614 0,2588
f0 0,1646 0,1922 0,2060 0,2298 0,2369 0,2403
f−1 0,0963 0,1291 0,1503 0,1970 0,2140 0,2227

Як видно з таблицi 2, при N ≥ 3

f2 > f1 > f0 > f−1 > 0, (47)

а в асимптотицi N � 1
f−1 = f0 = f1 = f2 = 1/4. (48)

4 Iнтерпретацiя спостережуваних даних
У попереднiх роздiлах розглянуто одночастинкову задачу про квантовi стани

електрона у квантуючому магнiтному та слабкому електромагнiтному полi. Проте
спостережуванi спектральнi лiнiї формуються одночасним випромiнюванням бага-
тьох електронiв, якi знаходяться на рiзних енергетичних рiвнях Ландау. Внаслiдок
взаємодiї пучка електронiв з частинками середовища рiвнi Ландау мають скiнченну
ширину i є квазiстацiонарними, тому мiж ними вiдбуваються переходи з випромiню-
ванням квантiв на частотах, кратних ларморiвськiй частотi. Оскiльки iнтенсивнiсть
випромiнювання обернено пропорцiйна рiзницi енергiї рiвнiв, мiж якими вiдбува-
ється перехiд, то найбiльш iмовiрнi переходи мiж сусiднiми рiвнями Ландау. Цим
пояснюється той факт, що найчастiше спостерiгаються мультиплети з невеликою

”
основною“ частотою ν0. Її значення визначається величиною напруженостi магнi-
тного поля, що залежить вiд координат областi простору, в якiй вiдбувається взає-
модiя пучка електронiв з полями.

Через наявнiсть ширини рiвнiв Ландау спектральнi лiнiї одного мультиплета по-
виннi мати однакову ширину, а розподiл iнтенсивностi за частотами всерединi j-ої
лiнiї повинен описуватись розподiлом Лоренца

Ij(0)I0(νj)
γ

2π

{
(ν − νj)2 +

(γ
2

)2}−1
, (49)
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здебiльшого з тим самим значенням γ, де νi = ν0 + jν; ν = (2π)−1ω.

Рис. 8: Схема утворення мультиплета PLHR при переходах мiж сусiднiми рiвнями Ландау

Як вiдомо, рiвнi Ландау виродженi з неперервною кратнiстю. Тому резонанснi
рiвнi, якi утворюються у слабкому електромагнiтному полi, можна iнтерпретувати
як часткове зняття виродження рiвнiв Ландау (зменшення кратностi виродження),
а спостережуванi мультиплети – як результат квантових переходiв мiж пiдрiвнями,
що належать рiзним рiвням Ландау. Цi два факти, взятi разом, є не що iнше, як
динамiчне розщеплення рiвнiв Ландау, хоча такий термiн вiдсутнiй у сучаснiй кван-
товiй механiцi. Систему великого числа електронiв можна описувати в термiнах, якi
були використанi вище для опису одного електрона. Але при цьому функцiї fi набу-
вають значення розподiлу чисел електронiв за енергетичними рiвнями, а N мають
змiст вiдношення концентрацiї квантiв поля до концентрацiї електронiв. Iнтенсив-
нiсть окремих спектральних лiнiй, а також рiзниця частот мiж сусiднiми рiвнями в
мультиплетi (50 Гц чи 100 Гц) залежить вiд розподiлу електронiв за енергетични-
ми рiвнями. Для прикладу розгляньмо електрон, що знаходиться на першому рiвнi
Ландау (n = 1 у формулi (1)). Пiд впливом слабкого електромагнiтного поля цей
рiвень розщеплюється. Припустимо, що утворилося 3 квазiстацiонарнi рiвнi, з яких
можуть вiдбуватись переходи на рiвень Ландау з номером n = 0 (нерозщеплений,
бо електрон знаходиться у станi n = 1). Якщо рiвень n = 1 не розщеплений, маємо
перехiд на рiвень n = 0 з частотою ν0. Iнтенсивнiсть такого переходу приймемо за
одиницю. При достатнiй iнтенсивностi електромагнiтного поля (N = 1) заповненi
другий i третiй пiдрiвнi, але лiнiї з частотою ν0 + 2ν вiдповiдає iнтенсивнiсть поряд-
ку 0,65 вiд iнтенсивностi лiнiї ν0, а лiнiї з частотою ν0 + ν – iнтенсивнiсть порядку
0,25. Тому лiнiя з частотою ν0 + 2ν буде iнтенсивною, а лiнiя ν0 + ν – слабкою, чим
можна пояснити утворення сателiтiв, вiдщеплених на 2ν вiд основної лiнiї.

Звичайно, мiж рiзними пiдрiвнями, належними до того самого рiвня Ландау,
теж можливi переходи (пунктирнi стрiлки на рисунку 7). При цьому iнтенсивнiшi
переходи вiдповiдають подвоєнiй частотi 2ν, тобто 100 чи 120 Гц. В результатi та-
ких переходiв створюється електромагнiтне поле, кванти якого мають енергiю 2~ω.
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Взаємодiя електронiв з такими квантами, створеними безпосередньо в iоносферi,
може бути причиною формування еквiдистантного розщеплення рiвнiв Ландау з
подвоєним iнтервалом мiж окремими пiдрiвнями. Переходи мiж такими пiдрiвнями,
належними до рiзних рiвнiв Ландау, приведуть до утворення спектру, зображеного
на рисунку 3. Такий режим генерацiї (режим лазера) може реалiзуватися в умовах
високої концентрацiї електронiв та iнтенсивного поля електромереж.

Коли лiнiї у мультиплетах роздiленi iнтервалом 50 (60) Гц, такий режим можна
назвати режимом детектора, вiн реалiзується при малiй концентрацiї електронiв,
наближено його можна вважати стацiонарним. За наявностi сильного електромагнi-
тного поля, коли пiдрiвнi заповненi з однаковою ймовiрнiстю, з необхiднiстю утво-
рюється еквiдистантний спектр з iнтервалом 50 (60) Гц i лiнiями майже однакової
iнтенсивностi, оскiльки ν0 ≈ (40 − 100)ν. Число лiнiй у мультиплетi є невеликим,
оскiльки у випадку великого числа пiдрiвнiв зменшується концентрацiя електронiв,
що знаходяться на даному пiдрiвнi, тому iнтенсивнiсть таких переходiв падає.

У рамках нашої моделi знаходить пояснення i рiзна частота реєстрацiї PLHR у
денний та нiчний перiод доби [11]. Очевидно, що пiд дiєю сонячної радiацiї iоносфера
стає бiльш неоднорiдною, що сприяє проникненню випромiнювання мереж, а також
зростає концентрацiя вiльних електронiв в iоносферi. Обидва цi факти призводять
до бiльшої iнтенсивностi лiнiй PLHR, внаслiдок чого створюються сприятливiшi умо-
ви для їхньої реєстрацiї.

Зауважимо також, що розглянутий механiзм утворення мультиплетiв нагадує
принцип роботи лазера: електромагнiтне поле створює iнверсну заселенiсть пiдрiвнiв
як необхiдну умову роботи лазера.

5 Явище PLHR i комбiнацiйне розсiяння свiтла

З метою бiльшої обгрунтованостi i переконливостi розглянутого нами механi-
зму формування спектрiв PLHR доцiльно спiвставити це явище з комбiнацiйним
розсiянням свiтла в оптицi, яке добре вивчено експериментально, а його пояснення
є загальновизнаним. В обох випадках вiдбувається взаємодiя монохроматичної еле-
ктромагнiтної хвилi з деяким фiзичним об’єктом, який має набiр власних частот. Як
вiдомо, в дослiдах Рамана i Крiшнана фiгурували частоти власних молекулярних
коливань рiдини чи газу, а в дослiдах Мандельштама i Ландсберга – молекул кри-
сталу (див., наприклад, [22]). При цьому частота падаючої хвилi набагато бiльша
вiд власних частот об’єкта. Iснує також комбiнацiйне розсiяння свiтла, що вини-
кає за рахунок обертальних коливань молекул. При цьому спостерiгаються спектри
розсiяння, що мають практично еквiдистантнi послiдовностi сателiтiв, симетрично
розташованих вiдносно лiнiї з частотою падаючої хвилi ω (частоти обертальних ко-
ливань є меншими за частоти внутрiшньомолекулярних коливань). Лiнiї комбiна-
цiйного розсiяння свiтла частково поляризованi, а характер поляризацiї стоксових
(ω − ωi) i антистоксових (ω + ωi) сателiтiв завжди однаковий.

Як описано у попередньому роздiлi, явище PLHR виникає при взаємодiї електро-
магнiтної хвилi малої частоти з об’єктом, що представляє собою систему замагнiче-
них електронiв, а спiввiдношення частоти хвилi i власних частот об’єкта ω/ωc � 1,
на вiдмiну вiд комбiнацiйного розсiяння свiтла. Але з формальної точки зору, у
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PLHR та у комбiнацiйному розсiяннi важлива лише гiбридизацiя електромагнiтних
коливань, а що називати об’єктом, а що збурюючим фактором, значення не має. У
явищi PLHR як

”
падаючу“ хвилю можна розглядати частоти nωc, що виникають

при переходах мiж рiвнями Ландау, а
”
об’єктом“ можна вважати електромагнiтне

випромiнювання частоти 50 (60) Гц, яке виникає при переходах мiж пiдрiвнями. У
такiй iнтерпретацiї аналогiя мiж PLHR i комбiнацiйним розсiянням свiтла є повною,
особливо з випадком, коли об’єкт має обертальнi коливання.

З огляду на спiввiдношення частот явище PLHR можна вважати ефектом, обер-
неним до комбiнацiйного розсiяння свiтла в оптицi. Це явище унiкальне – воно спе-
цифiчне для iоносфери, де розмiри об’єкта спiвмiрнi з довжиною хвилi, яка сягає
сотень кiлометрiв. Тому його безпосередня експериментальна лабораторна перевiрка
є сумнiвною.

6 Висновки
Незважаючи на те, що випромiнювання мультиплетних низькочастотних спе-

ктрiв в iоносферi реєструється ШЗС протягом багатьох рокiв, на сьогоднiшнiй день
немає пояснення мiкроскопiчного механiзму його формування. Автори цiєї роботи
запропонували таке пояснення на якiсному фiзичному рiвнi у рамках моделi взає-
модiї вiльних електронiв з магнiтним полем Землi та випромiнюванням лiнiй еле-
ктромереж з частотою 50 (60) Гц. Основнi висновки роботи є такими.

1. Середнi частоти мультиплетiв PLHR вiдповiдають квантовим переходам зама-
гнiчених електронiв мiж виродженими рiвнями Ландау.

2. Умовою реєстрацiї мультиплетiв є деяка (бiльша вiд порогової) iнтенсивнiсть
лiнiй PLHR, що досягається сприятливим збiгом трьох факторiв: високою концен-
трацiєю вiльних електронiв, значною об’ємною густиною енергiї поля електромереж
та достатнiм локальним значенням магнiтного поля Землi. Цим пояснюється бiльша
частота появи PLHR над освiтленою поверхнею планети.

3. Подiбно до того, як при комбiнацiйному розсiяннi свiтла, явище PLHR можна
пояснити гiбридизацiєю двох електромагнiтних хвиль рiзної частоти, що здiйснює-
ться шляхом їхньої взаємодiї iз замагнiченими електронами. На мовi теорiї збурень
вплив поля електромереж зводиться до динамiчного розщеплення рiвнiв Ландау
(iндукування резонансних пiдрiвнiв в околi кожного рiвня) i квантових переходiв
електронiв мiж пiдрiвнями, належними до рiзних рiвнiв.

4. У випадку високої об’ємної густини енергiї поля електромереж виникають
мультиплети зi значним числом сателiтiв (до десяти, а то i бiльше) з iнтервалом 50
(60) Гц. Це режим детектора випромiнювання мереж. З нашої моделi випливає, що
число сателiтiв у бiльшостi випадкiв було б рiвним 2, якби частота поля електроме-
реж була порядку 500 Гц.

5. При високих концентрацiях вiльних електронiв i невеликiй густинi енергiї по-
ля електромереж можливий режим генерацiї нового електромагнiтного поля, що
пояснює можливiсть утворення мультиплетiв з iнтервалом 100 (120) Гц мiж лiнiя-
ми.
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The mechanism of low-frequency multiplets formation in the ionosphere in
frames of the model of electrons beams interaction with Earth’s magnetic field
and the power lines radiation. This allows us to interpret the observed frequence
peculiarities of the power lines harmonic radiation spectra registered by low
Earth orbiting satellites.
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Обоснован механизм формирования низкочастотных гармонических муль-
типлетов в ионосфере в рамках модели взаимодействия электронов с маг-
нитным полем Земли и излучением линий электропередач, что позволяет
интерпретировать частотные особенности наблюдаемых спектров, зареги-
стрированных искусственными спутниками Земли.
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