
ISSN1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2013. Випуск 48. С. 3-38

Visnyk of the Lviv University. Series Physics. 2013. Issue 48. P. 3-38

УДК 524.31.084, 524.384, 524.352.3
PACS 97.20Rp, 97.60Bw

ЕЛЕКТРОН-ЯДЕРНА МОДЕЛЬ ПРИ
“КАРЛИКОВИХ” ГУСТИНАХ. БАЗИСНИЙ

ПIДХIД

М. Ваврух, Н. Тишко, С. Смеречинський

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

кафедра астрофiзики, вул. Кирила i Мефодiя, 8, 79005 Львiв,

Україна

e-mail: mvavrukh@gmail.com

Математичний апарат базисного пiдходу, розробленого авторами ранiше у
мiкроскопiчнiй теорiї металiв, узагальнено на випадок макроскопiчно одно-
рiдної електрон-ядерної моделi при густинах, характерних для вироджених
карликiв. Вперше розраховано статичнi i динамiчнi n-частинковi кореля-
цiйнi функцiї базисної системи – релятивiстського виродженого iдеально-
го електронного газу, аналогiчнi функцiї моделi релятивiстської однорiдної
електронної рiдини, а також її поправку на локальне поле. У рамках цього
пiдходу розраховано енергiю основного стану електрон-ядерної моделi як
функцiю параметра релятивiзму. Одержано рiвняння стану моделi, необхi-
дне для розрахунку внутрiшньої структури реальних вироджених карликiв.

Ключовi слова: виродженi карлики, базисний пiдхiд, n-частинковi коре-
ляцiйнi функцiї, енергiя основного стану, рiвняння стану при високих гу-
стинах.

1 Вступ

Теорiя внутрiшньої будови холодних вироджених карликiв, розроблена Чандра-
секаром у 40-х роках минулого столiття, грунтується на рiвняннi стану iдеального
виродженого релятивiстського електронного газу, що знаходиться у парамагнiтнiй
фазi при абсолютному нулi температури [1, 2]. Висока густина речовини у виродже-

них карликах (ρ ∼ (105− 106)г/см
3
) приводить до того, що iснування локалiзованих

станiв є неможливим, всi електрони колективiзованi i сильно виродженi. Тому ре-
човина ядер вироджених карликiв знаходиться у металiчному станi, а швидкостi
електронiв на поверхнi Фермi спiвмiрнi зi швидкiстю свiтла (~kF /m0 ∼ c). Стандар-
тна модель Чандрасекара – це релятивiстський iдеальний вироджений електронний
газ i хiмiчно однорiдна ядерна пiдсистема, яка розглядається як неперервне стати-
чне середовище, що забезпечує гравiтацiйний стиск зорi. Рiвновага мiж тиском ви-
родженого iдеального релятивiстського електронного газу i гравiтацiйним стиском
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визначає всi енергетичнi i структурнi характеристики зорi. Очевидно, що теорiя,
яка претендує на iнтерпретацiю рiзноманiтностi спостережуваних даних реальних
карликiв, повинна враховувати ще багато iнших факторiв, якi iгнорує стандартна
теорiя Чандрасекара, – вплив неповного електронного виродження (оскiльки тем-
ператури у центрi ядер сягають 108K), неоднорiдного хiмiчного складу (за рахунок
гравiтацiйної диференцiацiї речовини), осьового обертання цих об’єктiв, магнiтних
полiв, мiжчастинкових взаємодiй та ефектiв загальної теорiї вiдносностi. Неповне
виродження, неоднорiдний вздовж радiуса хiмiчний склад та кулонiвськi взаємодiї
мiж частинками є чинниками, притаманними всiм без винятку виродженим карли-
кам. Вплив неповного електронного виродження вивчався у роботах [3, 4], а змiн-
ного хiмiчного складу – у роботi [5]. У роботi Солпiтера [6], виконанiй у той час,
коли ще тiльки формувалась сучасна мiкроскопiчна теорiя металiв, вперше зро-
блено оцiнки внескiв до тиску та енергiї у просторово-однорiднiй електрон-ядернiй
моделi при високих густинах за рахунок кулонiвських взаємодiй. У рамках моделi
Вiгнера-Зейтца та наближення Томаса-Фермi було показано, що кулонiвськi взає-
модiї призводять до невеликого зменшення тиску порiвняно з тиском iдеального
виродженого суттєво релятивiстського електронного газу: при значеннi параметра
релятивiзму x = ~kF /m0c = 1 вiдхилення складає ∼ 1% у випадку z = 2, ∼ 1, 5%
при z = 6, ∼ 2.5% при z = 12, ∼ 4% при z = 26, де z – порядковий номер хiмi-
чного елемента. Цi оцiнки використовуються i в сучаснiй астрофiзичнiй лiтературi
(див. [7]) для обгрунтування моделi Чандрасекара. Знайдене Солпiтером рiвняння
стану використано у роботi [8] для побудови кривої “маса – радiус” i дослiджен-
ня впливу взаємодiй на стiйкiсть вироджених карликiв. Мiжчастинковi взаємодiї
розглядались також з приводу побудови теорiї охолодження вироджених карликiв
також на основi моделi Вiгнера-Зейтца (див. [7]).

Роль мiжчастинкових взаємодiй належить до найменш дослiджених питань у
сучаснiй теорiї вироджених карликiв. Разом з тим цi об’єкти за своєю електронною
структурою є найпростiшими металами. Однак цi метали перебувають пiд високим
тиском, тому їхня електронна пiдсистема є суттєво релятивiстською, що ускладнює
задачу. У той же час цi системи є слабо неiдеальними – параметр неiдеальностi
щодо мiжелектронних взаємодiй має порядок α0, а щодо електрон-ядерних – zα0

(де α0 = e2/~c – стала тонкої структури), що полегшує задачу побудови рiвняння
стану.

У роботi [9] зроблена спроба розрахунку внеску мiжчастинкових взаємодiй до
повної енергiї карлика в рамках теорiї збурень. В ролi незбуреної моделi викори-
стано стандартну модель Чандрасекара. Такий пiдхiд приводить до завищення ро-
лi мiжчастинкових взаємодiй, особливо для масивних карликiв. Послiдовний опис
структури виродженого карлика вимагає самоузгодженого врахування кулонiвських
взаємодiй, а саме побудови рiвняння стану електрон-ядерної моделi, розв’язання рiв-
няння механiчної рiвноваги на його основi та наступного розрахунку характеристик
зорi.

Метою даної роботи є побудова рiвняння стану електрон-ядерної макроскопiчно
однорiдної моделi з кулонiвськими взаємодiями при густинах, що вiдповiдають ре-
альним карликам. Розглядається двокомпонентна модель – повнiстю вироджений
релятивiстський неiдеальний електронний газ i статична ядерна пiдсистема, що мо-
же знаходитись у кристалiчному чи рiдкому станi. Математичний апарат цiєї роботи
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– базисний пiдхiд, розвинутий у роботах [10-16] для опису нерелятивiстської моделi
однорiдної електронної рiдини i електрон-йонних моделей металiв, який адаптованo
нами до опису релятивiстської електронної пiдсистеми.

2 Загальнi спiввiдношення

Ми розглядаємо електронейтральну макроскопiчно однорiдну електрон-ядерну
модель, що складається з Ne електронiв i Nn = z−1Ne ядер в об’ємi V у термоди-
намiчнiй границi Ne, V → ∞, Ne/V = const i при низьких температурах (набагато
нижчих вiд температури виродження), яка описується гамiльтонiаном

Ĥ = Ĥ0 + Ĥint + V̂nn, (1)

де

Ĥ0 =
∑

k,s

Ek a+k,s ak,s − (2)

гамiльтонiан вiльних релятивiстських електронiв (Ek = [(m0c
2)2+~

2k2c2]1/2−m0c
2),

Ĥint = V̂ee + V̂en − (3)

сума операторiв мiжелектронних та електрон-ядерних взаємодiй,

V̂ee = (2V )−1
∑

q 6=0

Vq

∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+k1+q,s1
a+k2−q,s2

ak2,s2 ak1,s1 , (4)

V̂en = −zV −1
∑

q 6=0

Vq Sq

∑

k,s

a+k+q,s ak,s.

Оператор

V̂nn = z2(2V )−1
∑

q 6=0

Vq{SqS−q −Nn} (5)

описує кулонiвськi мiж’ядернi взаємодiї. Тут Sq =
Nn
∑

j=1

exp[i(q,Rj)] – структурний

фактор ядерної пiдсистеми; Vq = 4πe2/q2 – зображення Фур’є потенцiалу Куло-
на; a+k,s, ak,s – оператори народження i знищення електронiв у квантових станах
iз заданим хвильовим вектором k i проекцiєю спiна s, вони пiдлягають статистицi
Фермi-Дiрака.

Для розрахунку статистичної суми електронної пiдсистеми у полi ядер у вели-
кому канонiчному ансамблi

Z(µ) = Spe exp{−β[Ĥ0 + Ĥint − µN̂e]}, (6)

де

N̂e =
∑

k,s

a+k,s ak,s − (7)
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оператор числа електронiв, µ – змiнна хiмiчного потенцiалу i β = (kBT )
−1, ви-

користаємо базисний пiдхiд, розвинутий для опису нерелятивiстської електронної
рiдини.

Для переходу до так званого частотного зображення використаємо традицiйне
представлення взаємодiї у статистичному операторi на основi гамiльтонiана Ĥµ =

Ĥ0 − µN̂e, а саме

exp{−β(Ĥ0 + Ĥint − µN̂e)} = exp[−βĤµ]Ŝβ ,

Ŝβ = Tβ exp







−
β
∫

0

Ĥint(β
′

)dβ
′







, (8)

Hint(β
′

) = (2V )−1
∑

q 6=0

Vq ρ̂q(β
′

) ρ̂−q(β
′

)− zV −1
∑

q 6=0

VqS−q ρ̂q(β
′

).

Оператор Tβ є дещо узагальненим оператором хронологiчного впорядкування, що
має такi властивостi:

Tβ{C1(β1)C2(β2)} =

{

C1(β1)C2(β2) при β1 > β2;
−C2(β2)C1(β1) при β1 < β2;

(9)

Tβ{ak1,s1(β1) a
+
k2,s2

(β1)} = −a+k2,s2
(β1) ak1,s1(β1),

де C(β
′

) = ak,s(β
′

) або a+
k,s(β

′

).

Перейдемо вiд операторiв ak,s(β
′

) до нових фермi-амплiтуд ak,s(νi) [10, 14],

ak,s(β
′

) =
∑

ν∗

ak,s(ν∗) Ψν∗(β
′

), (10)

де функцiї
Ψν∗(β

′

) = β−1/2 exp (−iν∗β
′

) (11)

утворюють повну i ортогональну систему функцiй змiнної β
′

на iнтервалi (0 ≤ β
′ ≤

β) i у випадку ν∗ = (2n+ 1)πβ−1 (частоти Фермi-Мацубари; n = 0;±1;±2; ...) задо-
вoльняють умову перiодичностi Ψν∗(β

′

+ β) = −Ψν∗(β
′

). Перетворення, обернене до
спiввiдношення (10), а саме

ak,s(ν∗) =

β
∫

0

ak,s(β
′

) Ψ∗
ν∗(β

′

) dβ
′

(12)

дозволяє встановити правило обчислення середнiх, побудованих на операторах
ak,s(ν∗) :

−
〈

Tβ{ak1,s1(ν1) a
+
k2,s2

(ν2)}
〉

Hµ

= Gk1,s1(ν1) δk1,k2
δs1,s2 δν1,ν2 , (13)

де Gk1,s1(ν∗) = {iν∗ − Ek + µ}−1 – спектральне (iмпульсно-частотне) зображення
одночастинкових функцiй Грiна iдеальної моделi електронiв (без взаємодiї), яка вi-
дiграє роль базисної для опису моделi електронної рiдини (моделi з гамiльтонiаном
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Ĥ0 + V̂ee), яка, в свою чергу, виконує роль базисної при описi електрон-ядерних
взаємодiй.

В термiнах операторiв ak,s(ν∗)

Z(µ) = Z0(µ)〈Tβ{ŜeeŜen}〉0 = (14)

= Z0(µ)〈Tβ{Ŝee〉0 〈Tβ{Ŝen〉e,

де

Ŝee = exp







−(2βV )−1
∑

ν;q 6=0

Vq ρ̂q,νρ−q,−ν







,

Ŝen = exp







zV −1
∑

q 6=0

Vq S−qρ̂q,0







, (15)

ρ̂q,ν =
∑

k;ν∗;s

a+k+q,s(ν∗ + ν) ak,s(ν∗),

причому у формулах (15) ν є рiзницею двох частот Фермi-Мацубари i через це
є парною (ν = 2πnβ−1, n = 0;±1;±2; ...). У формулi (14) символ 〈...〉0 означає
статистичне засереднення за станами iдеальної моделi електронiв, а символ 〈...〉e –
аналогiчне засереднення за станами неiдеальної моделi (електронної рiдини),

〈TβŜen〉e ≡ 〈Tβ{ŜeeŜen}〉0{〈TβŜee〉0}−1, (16)

при цьому

Z0(µ) = Spe e
−βĤµ = e−βΩ0(µ) (17)

є статистичною сумою iдеальної моделi, а

Ω0(µ) = −β−1
∑

k,s

ln{1 + exp[β(µ− Ek)]} − (18)

її термодинамiчним потенцiалом.
Розкладаючи оператор Ŝen у формулi (16) в ряд, виконуючи засереднення за

станами моделi електронної рiдини почленно i зображаючи результат в експонентнiй
формi, знаходимо, що

〈TβŜen〉e = exp







β
∑

n≥2

(n!V n)−1zn
∑

q1,...,qn

Vq1 · · ·Vqn S−q1
· · ·S−qn

×

×δq1+...+qn,0 µ̃n(q1, ...,qn|0, ..., 0)} , (19)

де
µ̃n(q1, ...,qn|0, ..., 0) = β−1〈Tβ{ρ̂q1,0...ρ̂qn,0}〉звe (20)

є зв’язною частиною середнього вiд добутку n операторiв ρ̂q,0 – статичною границею
n-частинкової кореляцiйної функцiї моделi електронної рiдини. Вираз (19) визначає
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внесок до термодинамiчного потенцiалу електрон-ядерних взаємодiй при їх базисно-
му описi.

Середнє 〈TβŜee〉0, яке визначає внесок мiжелектронних взаємодiй до термоди-
намiчного потенцiалу моделi електронної рiдини, можна розрахувати або у рамках
теорiї збурень, або ж методом динамiчних колективних змiнних [13, 14]. Цей внесок
виражається у термiнах n-частинкових динамiчних кореляцiйних функцiй iдеальної
системи

µ̃0
n(y1, ..., yn) =

1

β
〈Tβ{ρ̂q1,ν1 ...ρ̂qn,νn}〉зв0 , (21)

де yi ≡ (qi, νi). Функцiї (21) є спектральним зображенням кумулянтних n-
частинкових кореляцiйних функцiй iдеальної моделi електронiв [11]. Оскiльки мо-
дель (1)-(5) розглядається в областi термодинамiчних параметрiв, де вона є слабо
неiдеальною, то при записi термодинамiчного потенцiалу досить враховувати як ста-
тичнi, так i динамiчнi кореляцiйнi функцiї двочастинковi, три- та чотиричастинковi.
В теорiї нерелятивiстської електронної рiдини таке наближення має назву наближе-
ння post-RPA [13] i узагальнює добре вiдоме наближення хаотичних фаз (RPA).

У наближеннi post-RPA термодинамiчний потенцiал системи електронiв у полi
статичних ядер записується у виглядi

Ω(µ) = −β−1 · lnZ(µ) = (22)

= Ωe(µ)−
4

∑

n=2

zn

n!
V −n

∑

q1,...,qn

Vq1,...,qn
S−q1

· · ·S−qn
µ̃n(q1, ...,qn|0),

де

Ωe(µ) = Ω0(µ) + (2β)−1
∑

q,ν

ln

{

1 +
Vq

V
µ̃0
2(y,−y)

}

+Ω1(µ) + Ω2(µ) − (23)

термодинамiчний потенцiал моделi електронної рiдини, причому

Ω1(µ) = −1

8
(βV )−2

∑

y1,y2

µ̃0
4(y1,−y1, y2,−y2) Ṽ (y1)Ṽ (y2),

Ω2(µ) =
1

12
β2V −3

∑

y1,y2,y3

δy1+y2+y3,0 µ̃
0
3(y1, y2, y3) × (24)

× µ̃0
3(−y1,−y2,−y3) Ṽ (y1)Ṽ (y2)Ṽ (y3),

a Ṽ (y) є динамiчно екранованим у наближеннi хаотичних фаз потенцiалом мiжеле-
ктронної взаємодiї,

Ṽ (y) ≡ Vq ε
−1(y), ε(y) = 1 +

Vq

V
µ̃0
2(y,−y), (25)

де ε(y) – функцiя дiелектричної проникностi у цьому наближеннi.
Зображення Фур’є двочастинкової кореляцiйної функцiї моделi електронної рi-

дини µ2(r) = F2(r) − 1 (де F2(r) – бiнарна функцiя розподiлу)

µ̃2(q,−q) =
{

Sp e−β(Ĥ−µN̂e)
}−1

Sp
{

Î2(q,−q) e−β(Ĥ−µN̂e)
}

,
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Î2(q,−q) =
∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+k1+q,s1
a+k2−q,s2

ak2,s2 ak1,s1 (26)

можна розрахувати за вiдомим термодинамiчним потенцiалом, оскiльки

µ̃2(q,−q) = V
δ

δVq
Ω(µ) = β−1

∑

ν

µ2(y,−y). (27)

Функцiя µ̃2(q,−q) є аналогом µ̃0
2(q,−q) iдеальної системи i в лiнiйному наближеннi

вiдносно внескiв Ω1(µ), Ω2(µ)

µ̃2(y,−y) = M2(y,−y)

{

1 +
Vq

V
M2(y,−y)

}−1

,

M2(y,−y) = µ̃0
2(y,−y) +M2,1(y,−y) +M2,2(y,−y),

M2,1(y,−y) = −(2βV )−1
∑

y1

µ̃0
4(y − y, y1 − y1) Ṽ (y1), (28)

M2,2(y,−y) = (2βV 2)−1
∑

y1

µ̃0
3(y, y1,−y − y1) ×

× µ̃0
3(−y,−y1, y + y1) Ṽ (y1) Ṽ (y + y1).

Звiдси випливає, що M2(y,−y) є поляризацiйним оператором слабо неiдеаль-
ної системи у наближеннi post-RPA. Для статичних кореляцiйних функцiй
µ̃n(q1, ...,qn|0, ..., 0) при n = 3i4, що фiгурують у формулах (19), (22), використа-
ємо наближення хаотичних фаз – статичнi границi функцiй

µ̃3(y1, y2, y3) = µ̃0
3(y1, y2, y3)

3
∏

i=1

ε−1(yi), (29)

µ̃4(y1, ..., y4) = µ̃0
4(y1, y2, y3, y4)

4
∏

i=1

ε−1(yi).

3 Багаточастинковi кореляцiйнi функцiї iдеального
релятивiстського виродженого електронного газу

Кореляцiйнi функцiї µ̃n(y1, ..., yn) при 2 ≤ n ≤ 4 для нерелятивiстського iдеаль-
ного електронного газу добре вiдомi. Функцiя µ̃0

2(y,−y) – поляризацiйний оператор
наближення хаотичних фаз – розрахована у роботi [16] для випадку абсолютного
нуля температури. Статичну тричастинкову кореляцiйну функцiю розраховано в
роботi [17], а в роботах [18, 19] дослiджено статичнi функцiї третього i четверто-
го порядку при T = 0K – так званi багатохвостки теорiї збурень за потенцiалом
електрон-йонних взаємодiй у напiвфеноменологiчнiй теорiї металiв. Динамiчнi три-
та чотиричастинковi функцiї µ̃0

3(y1, y2,−y1 − y2) i µ̃0
4(y1,−y1, y2,−y2) розраховано

у роботах [20, 21] (див. також [14]). Дослiдження динамiчних i статичних функцiй
при вiдмiнних вiд нуля температурах виконано у роботах [22, 23]. Розрахунки енер-
гетичних характеристик електрон-ядерної моделi при густинах, якi вiдповiдають
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виродженим карликам, вимагають розрахунку функцiй µ̃0
n(y1, ..., yn) для iдеальної

фермi-системи з
одночастинковим спектром Ek = [(m0c

2)2 + ~
2k2c2]1/2 − m0c

2. У цiй роботi ми
розрахуємо їх у наближеннi повного виродження – для основного стану моделi.

Згiдно з означенням (21) µ̃0
n(y1, ..., yn) є дiйсними величинами i зображаються у

виглядi згорток одночастинкових функцiй Грiна iдеальної моделi:

µ̃0
2(y,−y) = −β−1

∑

k;s;ν∗

Gk,s(ν∗)Gk+q,s(ν∗ + ν);

µ̃0
3(y1, y2, y3) = 2β−1δq1+q2+q3,0 δν1+ν2+ν3,0

∑

k,s;ν∗

Gk,s(ν∗) ×

× Gk+q1,s(ν∗ + ν1)Gk−q2,s(ν∗ − ν2); (30)

µ̃0
4(y1,−y1, y2 − y2) = β−1

∑

k,s;ν∗

Gk,s(ν∗)Gk−q1,s(ν∗ − ν1) ×

×
∑

σ=±1

Gk−σq2,s(ν∗ − σν2){2Gk,s(ν∗) +Gk+q1+σq2,s(ν∗ + ν1 + σν2)}

i т.д. Розкладаючи добутки функцiй Грiна на простi множники i використовуючи
спiввiдношення

β−1
∑

ν∗

Gk,s = nk,s = {1 + exp[β(Ek − µ)]}−1, (31)

одержуємо таке зображення функцiй µ̃0
n(y1, ..., yn):

µ̃2(y,−y) = γ2(y) = −2Re
∑

k,s

nk,s{iν + Ek − Ek+q}−1, (32)

µ̃0
3(y1, y2, y3) = δy1+y2+y3,0{γ3(y1,−y2) + γ3(y2,−y3) + γ3(y3,−y1)};

γ3(y1, y2) = 2Re
∑

k,s

nk,s{iν1 + Ek − Ek+q1
}−1 · {iν2 + Ek − Ek+q2

}−1; ...

3.1 Двочастинкова кореляцiйна функцiя

Переходячи вiд суми за вектором k до iнтеграла, використаємо сферичну систему
координат, вiсь 0Z якої напрямлена вздовж вектора q i “релятивiстськi” безрозмiрнi
змiннi

k∗ =
|k|~
m0c

, q∗ =
|q|~
m0c

, ν∗ =
ν

m0c2
. (33)

Iнтегруючи за кутовими змiнними вектора k, одержуємо зображення µ̃0
2(y,−y) у

виглядi одновимiрного iнтеграла:

µ̃0
2(y,−y) =

3Ne

m0c2x2
J2(q∗, ν∗|x), (34)

J2(q∗, ν∗|x) = (xq∗)
−1

∞
∫

0

dk∗ k∗ n(k∗)A(k∗|q∗, ν∗),
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A(k∗|q∗, ν∗) =
∑

σ=±1

σ
{

[1 + (k∗ + σq∗)
2]1/2 − ν∗ arctg[ν

−1
∗ ησ(k∗, q∗)]

+
1

2
(1 + k2∗)

1/2 ln[ν2∗ + η2σ(k∗, q∗)]

}

,

ησ(k∗, q∗) = [1 + (k∗ + σq∗)
2]1/2 − [1 + k2∗]

1/2.

Одержаний вираз точний, але наступне точне iнтегрування за змiнною k∗ навiть
у випадку T = 0K є дуже громiздким. У зв’язку з цим ми одержимо наближенi
аналiтичнi вирази для µ̃0

2(y,−y) як у статичному, так i в динамiчному випадках.
Насамперед розглянемо статичний випадок, записуючи µ̃0

2(q,−q|0, 0) у виглядi

µ̃0
2(q,−q|0, 0) = 2

∑

k,s

nk,s{Ẽk+q + Ẽk}{Ẽ2
k+q − Ẽ2

k}−1,

Ẽk = {(m0c
2)2 + ~

2k2c2}1/2 = m0c
2(1 + k2∗)

1/2. (35)

У змiнних (33) i при T = 0K

J2(q∗, 0|x) = (2xq∗)
−1

x
∫

0

dk∗ k∗

1
∫

−1

dt(t+ q∗/2k∗)
−1

×{(1 + k2∗ + q2∗ + 2k∗q∗t)
1/2 + (1 + k2∗)

1/2}. (36)

Для спрощення запису надалi будемо опускати зiрочки. Квадратний корiнь розкла-
демо у ряд за степенями змiнної t, внаслiдок чого безрозмiрна функцiя J2(q∗, 0|x)
зображається рядом

J2(q, 0|x) =
∑

n≥0

J2,n(q|x), (37)

де

J2,0(q|x) = (2xq)−1

x
∫

0

dk k{(1 + k2 + q2)1/2 + (1 + k2)1/2}I0(q/2k), (38)

а при n ≥ 1

J2,n(q|x) = x−1(2q)n−1(n!)−1 1

2

(

1

2
− 1

)(

1

2
− 2

)

...

(

1

2
− (n− 1)

)

(39)

×
x
∫

0

dk kn+1(1 + k2 + q2)1/2−nIn(q/2k).

Тут введено функцiї

In(α) =

1
∫

−1

dt tn(t+ α)−1, (40)
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якi задовольняють такi рекурентнi спiввiдношення:

I0(α) = ln

∣

∣

∣

∣

1 + α

1− α

∣

∣

∣

∣

; (41)

I2n−1(α) = 2(2n− 1)−1 − αI2n−2(α), I2n(α) = −αI2n−1(α) при n ≥ 1.

Всi члени ряду (37) виражаються в елементарних функцiях. Першi три доданки є
такими:

J2,0(q|x) =
1

6qx
{(1 + x2 + q2)3/2 + (1 + x2)3/2}L1(x|q) (42)

− 1

6qx
{Φ3/2(x|1 + q2|q/2)− Φ3/2(x|1 + q2| − q/2) + Φ3/2(x|1|q/2)− Φ3/2(x|1| − q/2)};

Φ3/2(x|α|γ) =
1

3
{(α+ x2)3/2 − α3/2}+ (α+ x2)1/2

(

α+ γ2 − γ

2
x
)

− α1/2(α+ γ2)

−(α+ γ2)3/2L4(x|α|γ)− γ

(

3

2
α+ γ2

)

L3(x|α);

J2,1(q|x) =
1

2
(1 + x2 + q2)1/2 − 1

2x
(1 + q2)L2(x|q) −

q

x
(1 + q2 + x2)1/2L1(x|q)

+
q

4x
{Φ1/2(x|1 + q2|q/2)− Φ1/2(x|1 + q2| − q/2)}; (43)

Φ1/2(x|α|γ) = (α+ x2)1/2 − α1/2 − (α+ γ2)1/2L4(x|α|γ) − γL3(x|α);

J2,2(q|x) =
q2

4x

{

−x(1 + q2 + x2)1/2 + L2(x|q) +
q

4
(1 + q2 + x2)−1/2L1(x|q)

− q

4
[Φ−1/2(x|1 + q2|q/2)− Φ−1/2(x|1 + q2| − q/2)]

}

; (44)

Φ−1/2(x|α|γ) = −(α+ γ2)−1/2L4(x|α|γ).

У формулах (42)–(44) використано такi позначення:

L1(x|q) = ln

∣

∣

∣

∣

x+ q/2

x− q/2

∣

∣

∣

∣

; L2(x|q) = ln

[

x+ (1 + x2 + q2)1/2

(1 + q2)1/2

]

;

L3(x|α) = ln

[

x+ (α+ x2)1/2

α1/2

]

; (45)

L4(x|α|γ) = ln

[

γ

x+ γ

α− γx+ (α+ x2)1/2(α+ γ2)1/2

α+ α1/2(α + γ2)1/2

]

.

Рисунок 1, на якому зображено послiдовнiсть функцiй
n0
∑

n=0

J2,n(q|x), свiдчить про

дуже добру збiжнiсть ряду (37). Доданок J2,0(q|x) є визначальним i суттєво вiдхи-
ляється вiд “точної” кривої, розрахованої чисельним iнтегруванням за формулою
(36) (хрестики), лише в областi невеликих значень q. Доданок J2,1(q|x) є основною
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Рис. 1: Послiдовнiсть функцiй
n0
∑

n=0

J2,n(q|x) (див. ф. (37)). Крива 1 вiдповiдає n0 = 0, крива

2 – n0 = 1, крива 3 – n0 = 2

поправкою, суттєвою в областi малих значень q, а J2,2(q|x) є дуже малим при будь-
яких q та x. Як видно з рисунка, J2(q|x) є монотонно спадною функцiєю змiнної
q, яка повiльно спадає на малих q, має перегин в околi точки q = 2x i швидко
спадає до нуля при великих значеннях q. Виходячи з означення (32), легко знайти
асимптотику

µ̃0
2(q,−q|0, 0) ⇒

{

3Ne(m0c
2x2)−1(1 + x2)1/2 при q → 0;

2Ne(m0c
2q)−1 = 2Ne(c~q) при q → ∞.

(46)

Якщо у формулi (36) перейти вiд “релятивiстських” змiнних (33) до “нерелятивiст-
ських” k̃ = |k| k−1

F , q̃ = |q| k−1
F , покладаючи q∗ = q̃x, k∗ = k̃x, то при формальному

переходi x → 0 одержимо добре вiдому нерелятивiстську статичну кореляцiйну фун-
кцiю

µ̃0
2(q,−q|0, 0) = 3Ne

2εF

1

2

{

1 +
1

q̃

(

1− 1

4
q̃2
)

ln

∣

∣

∣

∣

1 + 1
2 q̃

1− 1
2 q̃

∣

∣

∣

∣

}

, (47)

що має асимптотику

µ̃0
2(q,−q|0, 0) ⇒

{

3Ne(2εF )
−1 при q̃ → 0;

2Ne

(

~
2q̃2/2m0

)−1
при q̃ → ∞.

(48)

Тут 2εF = ~
2k2F /m0 = m0c

2x2.

Рисунок 2, на якому µ̃0
2(q,−q|0, 0) представлена як функцiя змiнних (q/kF |x),

вiдображає її залежнiсть вiд параметра релятивiзму.

За допомогою елементарних перетворень динамiчну кореляцiйну функцiю



14

М. Ваврух, Н. Тишко, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2013. Вип. 48

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 0  1  2  3  4  5  6

J2(q|x)

0.1

0.5

1.0

2.0

3.0

4.0

x=5.0

q/kF

Рис. 2: Залежнiсть базисної статичної функцiї 2εF (3Ne)
−1µ̃0

2(q,−q|0, 0) вiд параметра ре-
лятивiзму

µ̃0
2(y,−y) у змiнних (33) представимо у такому виглядi:

µ̃0
2(y,−y) =

3Ne

2m0c2x3q

x
∫

0

dk k

1
∫

−1

dt (t+ q/2k)C(k, t|q∗)

×
{

(t+ q/2k)
2
+

[

ν

2qk
C(k, t|q∗)

]2
}−1

, (49)

C(k, t|q) = [1 + k2 + q2 + 2kqt]1/2 + [1 + k2]1/2.

Згiдно з теоремою про середнє значення iнтеграла використаємо наближення

C(k, t|q) ⇒ C(x, t0|q); k−1C(k, t|q) ⇒ x−1C(x, t0|q). (50)

Наступним iнтегруванням за змiнними t i k знаходимо такий наближений вираз:

µ̃0
2(y,−y) =

3Ne

m0c2x2
J2(q, ν|x), (51)

J2(q, ν|x) =
1

4
C(x, t0|q)

{

1− v

[

arctg
1 + q/2x

v
+ arctg

1− q/2x

v

]

+
x

2q

(

1− q2

4x2
+ v2

)

ln
v2 + (1 + q/2x)2

v2 + (1 − q/2x)2

}

,

де
v = ν(2xq)−1C(x, t0|q). (52)

У границi v → 0 одержаний вираз узгоджується з асимптотикою статичної функцiї
(46). У нерелятивiстськiй границi v ⇒ ν(2εF q/kF )

−1, C(x, t0|q) ⇒ 2, тому вираз
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(51) у цiй границi збiгається з парною кореляцiйною функцiєю нерелятивiстської
моделi. На рисунку 3 наведено залежнiсть функцiї J2(q, ν|x) вiд змiнної q при фi-
ксованих значеннях безрозмiрної частоти ν(m0c

2)−1 i параметра релятивiзму. При
цьому використано функцiю C(x, t0|q) при t0 = −1/3. Для порiвняння наведено
також результат чисельного iнтегрування за формулою (34). Невелике вiдхилення
мiж кривими в околi точки q = 2kF практично не впливає на точнiсть розрахункiв
енергетичних характеристик.

 0
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 1.6
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 0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10
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Рис. 3: Залежнiсть динамiчної двочастинкової кореляцiйної функцiї J2(q, ν|x) вiд хвильо-
вого вектора q при фiксованих значеннях безрозмiрної частоти ν(m0c

2)−1 i параметра
релятивiзму. Суцiльнi кривi вiдповiдають числовим розрахункам за ф. (34), пунктирнi –
формулi (51).

3.2 Тричастинкова кореляцiйна функцiя

Iз нерелятивiстської теорiї вiдомо, що статичнi кореляцiйнi функцiї вироджено-
го електронного газу при T = 0K мають особливостi [18, 19]. Як видно з формули
(47), двочастинкова кореляцiйна функцiя має слабку особливiсть у точцi q = 2kF .
Тричастинкова функцiя має логарифмiчну особливiсть у точках q1, q2 = 2kF , чо-
тиричастинкова має полюс i т.д. При вiдмiнних вiд нуля температурах особливостi
згладжуються, так само динамiчнi кореляцiйнi функцiї мають згладженi особли-
востi, безмежнi розриви у них вiдсутнi взагалi [20–23]. Кореляцiйнi функцiї вищого
порядку (при n ≥ 3) є лiнiйними комбiнацiями елементiв γn(y1, y2, ..., yn−1), як це ви-
дно з формул (32). При цьому є значна взаємна компенсацiя доданкiв γn(y1, ..., yn−1),
що вимагає достатньої точностi при наближених розрахунках, особливо у випадку
статичних функцiй.

Звiльняючись вiд радикалiв у знаменнику пiдiнтегральної функцiї, представимо
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статичну функцiю γ3(q1,q2|0, 0) у змiнних (33) в такому виглядi:

γ3(q1,q2|0, 0) =
3Ne

(m0c2x2)2
J3(q1,q2|x),

J3(q1,q2|x) = (2π)−1x

∫

dk nk,s{q21 + 2(k,q1)}−1 {q22 + 2(k,q2)}−1 × (53)

×
2
∏

i=1

{[1 + (k+ qi)
2]1/2 + [1 + k2]1/2}.

Як ми переконалися при розрахунку µ̃0
2(q − q|0, 0), достатню точнiсть забезпе-

чує розклад квадратного кореня [1 + k2 + q2i + 2kqit]
1/2 у лiнiйному наближеннi за

косинусом кута мiж векторами k i q. У цьому наближеннi при T = 0K

J3(q1,q2|x) = J3,1(q1,q2|x) + J3,2(q1,q2|x) + J3,2(q2,q1|x) + ... ,

J3,1(q1,q2|x) = x(8π)−1

x
∫

0

dk k2Φ3(k|q1, q2)R3(q1,q2|k), (54)

J3,2(q1,q2|x) = (8π)−1xq−1
1

x
∫

0

dk k ϕ(k|q1)[1 + k2 + q22 ]
1/2 ln

∣

∣

∣

∣

k + q1/2

k − q1/2

∣

∣

∣

∣

.

Тут використано такi позначення:

ϕ(k|qi) = [1 + k2 + q2i ]
1/2 + [1 + k2]1/2; (55)

Φ(k|q1, q2) = ϕ(k|q1)ϕ(k|q2)−
q21
2

ϕ(k|q2)[1 + k2 + q21 ]
−1/2 −

−q22
2

ϕ(k|q1)[1 + q2 + q22 ]
−1/2.

Функцiя R3(q1,q2|k) є iнтегралом за кутовими змiнними вектора k:

R3(q1,q2|k) =
∫

dΩk

[

(k,q1) +
q21
2

]−1 [

(k,q2) +
q22
2

]−1

. (56)

Для розрахунку iнтеграла скористаємось тотожнiстю Фейнмана

(ab)−1 =

1
∫

0

dα {αa+ (1− α) b}−2. (57)

Оскiльки пiдiнтегральна функцiя в останньому iнтегралi може мати полюси, ми з
обережностi розглянемо не вираз (56), а його регуляризований аналог

Rδ
3(q1,q2|k) = (q1,q2)

−1Re

∫

dΩk

[q1
2

+ (k, e1) + iδ
]−1 [q2

2
+ (k, e2) + iδ

]−1

, (58)

переходячи до границi δ → 0 пiсля iнтегрування за кутовими змiнними вектора k

i параметром α. У формулi (58) e1 = q1/q1, e2 = q2/q2. Застосовуючи тотожнiсть
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(57) i змiнюючи порядок iнтегрування, знаходимо, що

Rδ
3(q1,q2|k) = (q1, q2)

−1

1
∫

0

dα

∫

dΩk{ωα + (k,ρα) + iδ}−2, (59)

де

ωα =
1

2
{αq1 + (1− α) q2},

ρα = αe1 + (1− α) e2, (60)

ρα = |ρα| = {1− 2α(1− t) + 2α2(1 − t)}1/2; t = (e1, e2).

Iнтегруючи за кутами вектора k у сферичнiй системi координат, вiсь 0Z якої пара-
лельна вектору ρα, одержуємо такий вираз:

Rδ
3(q1,q2|k) = − 4π

q1q2

1
∫

0

dα
(kρα)

2 − ω2
α

[(kρα)2 − ω2
α]

2 + 2δ2[(kρα)2 + ω2
α] + δ4]

. (61)

У пiдiнтегральнiй функцiї

(kρα)
2 − ω2

α = a+ αb + α2c,

a = k2 − 1

4
q22 ; b = −2k2(1− t) +

1

2
q2(q2 − q1);

c = 2k2(1− t)− 1

4
(q1 − q2)

2; (62)

∆ = 4ac− b2 = 4k4(1− t2)− k2(q21 + q22 − 2q1q2t) ≡
≡ 4k2(1− t2) (k2 − q2R),

де qR – радiус кола, описаного навколо трикутника, сторони якого утворенi вектора-
ми q1,q2, q1 − q2. Тому при всiх значеннях k 6= qR у пiдiнтегральнiй функцiї в (61)
можна перейти до границi δ → 0, бо вона може мати лише полюси першого порядку
i є iнтегровною. Розраховуючи iнтеграл (61) при δ = 0, будемо надалi обчислюва-
ти iнтеграл за змiнною k в сенсi головного значення, виключаючи точку k = qR.
Iнтегруючи за параметром α, знаходимо, що при k > qR

R3(q1,q2|k) = − 8π

q1q2
∆−1/2{arctg[∆−1/2(2k2(1− t2) +

1

2
q1(q2 − q1))] +

+arctg[∆−1/2(2k2(1− t2) +
1

2
q2(q1 − q2))]}; (63)

при k < qR

R3(q1,q2|k) = − 4π

q1q2
(−∆)−1/2

{

ln

∣

∣

∣

∣

4(1− t2)k2 + q1(q2 − q1)− 2(−∆)−1/2

4(1− t2)k2 + q2(q1 − q2) + 2(−∆)−1/2

∣

∣

∣

∣

+

+ ln

∣

∣

∣

∣

4(1− t2)k2 + q2(q1 − q2)− 2(−∆)−1/2

4(1− t2)k2 + q1(q2 − q1) + 2(−∆)−1/2

∣

∣

∣

∣

}

. (64)
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Таким чином, розрахунок функцiї J3,1(q1,q2|k) зведено до одновимiрного iнтегра-
ла за змiнною k. Звичайно, що цю функцiю можна було б представити у виглядi
двовимiрного iнтеграла за змiнними k, α, використовуючи вираз (61)при малому,
але вiдмiнному вiд нуля параметрi δ. При чисельному розрахунку тодi не виникає
жодних труднощiв, адже Rδ

3(q1,q2|qR) = 0.

Наближений розрахунок доданкiв J3,2(q1,q2|x) можна виконати аналiтично.
Враховуючи, що такi доданки мають змiст поправок до J3,1(q1,q2|x), використа-
ємо теорему про середнє значення iнтеграла, замiнюючи множник [1+k2+ q2]−1/2 у
формулi (54) його значенням на верхнiй границi iнтегрування. У цьому наближеннi

J3,2(q1,q2|x) ≈ x2(1 + x2 + q22)
−1/2J2,0(q1|x). (65)

Переходячи до розрахунку динамiчної тричастинкової кореляцiйної функцiї, на-
ведемо насамперед вираз для неї у частковому випадку y2 = −y1 при T = 0K. Згiдно
з формулою (34)

µ̃0
3(y,−y, 0) =

∂

∂µ
µ̃0
2(y,−y) = (66)

=
3Ne

(m0c2x2)2
x(1 + x2)1/2q−1

∗ A(x|q∗, ν∗); µ̃0
3(0, 0, 0) = 3Ne(m0c

2x2)−1(1 + 2x2).

Як видно з формул (22)-(23), для розрахунку внескiв до термодинамiчного потен-
цiалу Ω1(µ) та Ω2(µ) потрiбнi динамiчнi кореляцiйнi функцiї третього i четвертого
порядку. Оскiльки цi внески є поправками до внеску хаотичних фаз, розрахуємо
кореляцiйну функцiю µ̃0

3(y1, y2,−y1 − y2) наближено, у такому ж наближеннi, як i
динамiчну функцiю µ̃0

2(y,−y). За аналогiєю з формулою (49) у змiнних (33)

γ3(y1, y2) =
3Ne

8π(m0c2)2
(q1q2)

−1x−3Re

x
∫

0

dk

∫

dΩe ×

×
∏

j=1,2

C(k|qj)

{

iνj
2m0c2qk

C(k|qj) + (e, ej) +
qj
2k

}−1

; (67)

C(k|qj) = (1 + k2 + q2j + 2kq(e, ej))
1/2 + (1 + k2)1/2,

e = k/k, ej = qj/qj .

Як i у випадку µ̃0
2(y,−y), замiною

C(k|qj) ⇒ C(x, t0|qj) = (1 + x2 + q2j + 2xqjt0)
1/2 + (1 + x2)1/2, (68)

k−1C(k|qj) ⇒ x−1C(x, t0|qj)

зводимо розрахунок функцiї γ3(y1, y2) до розрахунку нерелятивiстської функцiї з
перенормованими частотами

νjkF
2εF q

= uj ⇒ vj =
νj

2m0c2xqj
C(x, t0|qj). (69)
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У цьому наближеннi

γ3(y1, y2) ∼=
3Ne

4(m0c2)2
(q1q2)

−1x−3C(x, t0|q1) C(x, t0|q2) × (70)

× Re

x
∫

0

dk
1

2π

∫

dΩe

{iv1 + (e, e1) + q1/2k}{iv2 + (e, e2) + q2/2k}
.

Розрахунок iнтеграла за кутами одиничного вектора e виконаємо за допомогою то-
тожностi (57). Пiсля наступного iнтегрування за змiнною k знаходимо, що

γ3(y1, y2) ∼= − 3Ne

4(m0c2x2)2
(q1q2)

−1x2C(x, t0|q1) C(x, t0|q2) ×

×
1

∫

0

dα

ρ2α

{

2− ω2

ρ
arctg

ρ+ ω1/x

ω2
− (71)

−ω2

ρ
arctg

ρ− ω1/x

ω2
− ω1

2xρ
ln

(ρ+ ω1/x)
2 + ω2

2

(ρ− ω1/x)2 + ω2
2

}

,

де

ω1 =
1

2
{αq1 + (1− α) q2};

ω2 = αv1 + (1− α) v2; (72)

ρ = {1− 2α(1− t) + 2α2(1− t)}1/2; t = (e1, e2).

Зображення (71) справедливе для частот ν1, ν2 одного знаку – це необхiдна умова
для використання тотожностi Фейнмана у тому випадку, коли kρ−ω1 може оберта-
тися в нуль. Однак функцiя µ̃0

3(y1, y2,−y1−y2) є комбiнацiєю трьох функцiй γ3(xi, xj)
зi складнiшими аргументами. Виконуючи елементарнi перетворення, функцiї з ча-
стотами протилежних знакiв можна звести до виразiв з частотами одного знаку.
Представимо γ3(y1, y2) у виглядi

γ3(y1, y2) ≡ γ3(q1, ν1,q2, ν2) =
3Ne

(m0c2x2)2
γ̃3(q1, q2, t|v1, v2), (73)

де γ̃(...) – безрозмiрна функцiя п’яти аргументiв та параметра релятивiзму, vi ≡
νiC(x, t0|qi)(m0c

2xqi)
−1. Справедливi такi формули зведення, що випливають з озна-

чення γ3(y1, y2):

γ3(q1, ν1;q2,−ν2) =
3Ne

(m0c2x2)2
γ̃3(q1,−q2, t|v1, v2);

γ3(q1, ν1;q2,−ν2) =
3Ne

(m0c2x2)2
γ̃3(q1,−q2,−t|v1, v2); (74)

γ3(q1, ν1;−q2, ν2) =
3Ne

(m0c2x2)2
γ̃3(q1, q2,−t|v1, v2).

Представлення γ3(y1, y2) у виглядi (71) зручне для чисельних розрахункiв, хоча
iнтегрування за змiнною α виконується аналiтично до кiнця i результат зображає-
ться в елементарних функцiях.
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4 Поправка на локальне поле

Розрахунок кореляцiйної функцiї µ̃0
4(y1,−y1, y2,−y2) можна виконати цiлком так

само, як i функцiї µ̃0
3(y1, y2,−y1 − y2). Однак для наближеного розрахунку доданка

Ω1(µ) достатньо виконати обчислення iнтегрального виразу

V −1
∑

q1,ν1

Vq1 µ̃
0
4(q, ν,−q,−ν;q1, ν1,−q1,−ν1), (75)

пов’язаного з поправкою на локальне поле моделi електронної рiдини. З iншого бо-
ку, дослiдження поправки на локальне поле взаємодiючого релятивiстського еле-
ктронного газу представляє самостiйний iнтерес. Тому ми розглянемо поправку на
локальне поле у наближеннi (75), що вiдповiдає так званому наближенню Гелдарта-
Тейлора у нерелятивiстськiй теорiї [16]. Поправка на локальне поле є одним з варi-
антiв узагальнення наближення хаотичних фаз, у якому поляризацiйний оператор
i двочастинкова кореляцiйна функцiя взаємодiючої системи визначаються такими
спiввiдношеннями

M2(y,−y) = µ̃0
2(y,−y)

{

1− Vq

V
µ̃0
2(y,−y)G(y)

}−1

, (76)

µ2(y,−y) = µ̃0
2(y,−y)

{

1 +
Vq

V
µ̃0
2(y,−y)[1−G(y)]

}−1

.

Для дуже слабо неiдеальної системи цi спiввiдношення можна розглядати у лiнiй-
ному наближеннi за поправкою G(y). Тодi згiдно з формулами (28)

Gid(y) = V (Vq)
−1{µ̃0

2(y,−y)}−2M2,1(y,−y). (77)

Використовуючи при обчисленнi неекранований потенцiал, маємо наближення
Гелдарта-Тейлора

Gid(y) ≡ −(2β)−1V −1
q {µ̃0

2(y,−y)}−2
∑

q1,ν1

Vq1 µ̃
0
4(y,−y, y1,−y1). (78)

Згiдно з формулами (30)-(31)

Gid(y) = −(2Vq)
−1{µ̃0

2(y,−y)}−2Re
∑

s

∑

k1,k2

V (k1 − k2) ×

× {nk1,s − nk1+q,s} {nk2,s − nk2+q,s} × (79)

× {[iν + Ẽk1
− Ẽk1+q]

−1 − [iν + Ẽk2
− Ẽk2+q]

−1}2.

У цьому наближеннi поправка на локальне поле не залежить вiд константи взаємодiї
i є унiверсальною характеристикою базисної системи, хоча й зберiгає залежнiсть вiд
параметра релятивiзму. Розкладаючи nk+q,s в ряд Тейлора

nk+q,s = nk,s +
dnk,s

dẼk

(Ẽk+q − Ẽk) + ... , (80)
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а також використовуючи асимптотику µ̃0
2(q,−q|0, 0), знаходимо таку довгохвильову

асимптотику поправки на локальне поле:

Gid(q) = (2Vq)
−1

{

3Ne

m0c2x2

}−2

(1 + x2)−1
∑

s;k1,k2

V (k1 − k2)
dnk1

dẼk1

· dnk2

dẼk2

×

×
{

2− (k2,q)

(k1,q)

(

(1 + k21)

(1 + k22)

)1/2

− (k1,q)

(k2,q)

(

(1 + k22)

(1 + k12)

)1/2
}

. (81)

У випадку абсолютного нуля температури, коли dnk

dẼk
≈ −δ(Ẽk − ẼF ),

Gid =
(q∗
x

)2

(8π)−2

∫ ∫

dΩe1
dΩe2

(e1 − e2)2

{

2− (e1, e)

(e2e)
− (e2, e)

(e1e)

}

=

=
1

4

(q∗
x

)2

=
1

4

( |q|
kF

)2

. (82)

У формулi (82) e1 = k1/k1, e2 = k2/k2, e = q/q, а iнтегрування проводиться за
кутами векторiв e1 та e2. У границi великих частот i малих хвильових векторiв q

Gid(y) ≃ −(2Vq)
−1(1 + x2){Nem0c

2q2x2}−2k4F

×
∑

s

∑

k1,k2

V (k1 − k2)
dnk1,s

dẼk1

· dnk2,s

dẼk2

(Ẽk1+q − Ẽk1
) × (83)

× (Ẽk2+q − Ẽk2
){(Ẽk1+q − Ẽk1

)− (Ẽk2−q − Ẽk2
)}2.

У цiй формулi використано звичайнi розмiрнi змiннi k i q, а також асимптотику
µ̃0
2(y,−y) при великих частотах i малих хвильових векторах

µ̃0
2(y,−y) = Ne(m0c

2)−1

(

q∗
ν∗

)2

(1 + x)−1/2. (84)

У випадку абсолютного нуля температури у довгохвильовiй границi

Gid = − q2∗
x2

· 9

64π2

∫ ∫

dΩe1
dΩe2

(e1 − e2)2
(e1, e)(e2, e)(e1 − e2, e)

2 =

=
3

20

(q∗
x

)2

+ ... =
3

20

(

q

kF

)2

+ ... . (85)

Як бачимо, довгохвильова асимптотика поправки на локальне поле збiгається з ана-
логiчною асимптотикою нерелятивiстської теорiї. Щоб одержати короткохвильову
асимптотику, слiд провести розклади у ряди Тейлора за степенями (kj ,q). У гра-
ницi великих значень хвильових векторiв Gid(y) ⇒ 1

3 + ... незалежно вiд значення
частоти, так само, як i в нерелятивiстському випадку [16].

Для чисельного розрахунку Gid(y) використаємо цилiндричнi системи координат
для векторiв k1, k2 (kj = (zj, ρj , ϕj)), у яких (kj ,q) = zjq, (k1 − k2)

2 = ρ21 + ρ22 +
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(z1 − z2)
2 − 2ρ1ρ2 cos(ϕ1 − ϕ2). У змiнних (33), пiсля iнтегрування за кутами ϕ1 i ϕ2

маємо:

Gid(q, ν|x) =
q2

8x2
J−2
2 (q, ν|x)

∫

|z1|,|z2|≤x

∫

dz1dz2

R1
∫

0

ρ1dρ1

R2
∫

0

ρ2dρ2 ×

× {D(ρ21, ρ
2
2|z1 + q/2; z2 − q/2) F+

q∗,ν∗(ρ
2
1, ρ

2
2|z1, z2) − (86)

− D(ρ21, ρ
2
2|z1 + q/2; z2 + q/2) F−

q∗,ν∗(ρ
2
1, ρ

2
2|z1, z2)}.

Тут використано такi позначення:

R1 = (x2 − z21)
1/2; R2 = (x2 − z22)

1/2;

D(ρ21, ρ
2
2|z1, z2) = {(ρ21 − ρ22)

2 + (z1 − z2)
4 + 2(ρ21 + ρ22)(z1 − z2)

2}−1/2; (87)

F±
q∗,ν∗(ρ

2
1, ρ

2
2|z1, z2) =

{

η(ρ1; z1; z1 + q)

η2(ρ1; z1; z1 + q) + ν2
± η(ρ2; z2; z2 ∓ q)

η2(ρ2; z2; z2 ∓ q) + ν2

}2

−

− ν2{[η2(ρ1; z1; z1 + q) + ν2]−1 − [η2(ρ2; z2; z2 ∓ q) + ν2]−1}2;
η(ρi; zi; zi ± q) = {1 + ρ2i + (zi ± q)2}1/2 − {1 + ρ2i + z2i }1/2; i = 1, 2.

Вираз (86) є точним. Застосувавши наближення, що вище були використанi для
розрахунку динамiчних функцiй µ̃0

2(y,−y) i µ̃0
3(y1, y2,−y1,−y2), можна виконати ана-

лiтичне iнтегрування за змiнними ρ1 i ρ2, зводячиG(q, ν|x) до двократного iнтеграла,
яким є точний вираз для динамiчної поправки на локальне поле в нерелятивiстськiй
теорiї. Таке наближення вiдповiдає замiнi

η(ρ; z; z ± q){η2(ρ; z; z ± q) + ν2}−1 ⇒ (88)

⇒ C(q|x)
2q

(z ± q/2) {(z ± q/2)2 + u2}−1,

де

C(q|x) = [1 + x2 + q2]1/2 + [1 + x2]1/2; (89)

u = ν∗ (2q∗)
−1C (q|x).

Виконуючи iнтегрування за змiнними ρ1 i ρ2, а також замiну змiнних zi = tix,
одержуємо наближений вираз у виглядi двократного iнтеграла:

Gid(q, ν|x) ∼=
1

32
I−2
2 (q, ν|x)

+1
∫

−1

+1
∫

−1

dt1dt2 × (90)

× {T
(

(

t1 − t2 +
q

2

)2

; 1− t21; 1− t22

)

Fv(t1 + q/2x; t− q/2x) −

− T ((t1 − t2)
2; 1− t21; 1− t22) Fv(t1 + q/2x; t2 + q/2x)}.

Тут введено такi позначення:

I2(q, ν|x) =
2

C(q|x) J2(q, ν|x);
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Fv(t1; t2) =

(

t1
t21 + v2

− t2
t22 + v2

)2

− v2
(

1

t21 + v2
− 1

t22 + v2

)2

;

T (s2; a : b) =
1

2
{W (s2; a; b)− s2 − a− b} + (91)

+ a ln {(2s2)−1[W (s2; a; b) + s2 + b− a]} +

+ b ln {(2s2)−1[W (s2; a; b) + s2 + a− b]};
W (s2; a; b) = {s4 + 2s2(a+ b) + (a− b)2}1/2.

 0
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Gid(q,ν | x)

0.1

0.5
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x = 10.0

ν ≈ 0
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Рис. 4: Залежнiсть поправки на локальне поле, розрахованої за формулами (90) i (91),вiд
хвильового вектора поблизу статичної границi при заданих значеннях параметра реляти-
вiзму.

На рисунку 4 зображено залежнiсть поправки на локальне поле вiд хвильового

вектора поблизу статичної границi у змiнних
(

q
kF

; ν
2εF

| x
)

при фiксованих значен-

нях параметра релятивiзму (x = 0, 1; 0, 5; 1, 0; 3, 0; 5, 0; 10, 0). Як видно з рисунка,
поправка на локальне поле релятивiстської моделi в цiлому подiбна на поправку
нерелятивiстської моделi i має ту ж саму асимптотику як у довгохвильовiй, так i
в короткохвильовiй областях. Кiлькiсна вiдмiннiсть iснує лише в областi хвильових
векторiв поблизу максимуму, а максимум кривої зростає зi збiльшенням x.

Рисунки 5а, 5б iлюструють залежнiсть динамiчної поправки на локальне поле

вiд змiнних
(

q
kF

; u|x
)

, де u = ν kF

2εF q ; x = 0, 5; 1, 0; 1, 5; ν
2εF

= 0, 2.

5 Енергiя основного стану моделi

З метою побудови рiвняння стану перейдемо вiд термодинамiчного потенцiалу
Ω(µ) до вiльної енергiї

F = Ω(µ∗) + µ∗Ne, (92)
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Рис. 5: Динамiчна поправка на локальне поле у змiнних
(

q

kF
; u|x

)

: а) безрозмiрна частота
ν

2εF
= 0.2; параметр релятивiзму x = 0.1; 1; 1.5; б) параметр релятивiзму x = 1; ν

2εF
=

0.15; 0.5; 1; 2.

де µ∗ = µ0

(

N
V , T

)

– хiмiчний потенцiал, що є коренем рiвняння Ne = − ∂
∂µΩ(µ).

Як вiдомо з теорiї нерелятивiстської електронної рiдини, коректний перехiд вiд тер-
модинамiчного опису до квантовомеханiчного вимагає дотримання такої процеду-
ри: в ролi µ∗ використовується хiмiчний потенцiал iдеальної системи µ0 = EF (де
EF = E(kF ) – енергiя електрона на поверхнi Фермi у базиснiй системi), а в Ω(µ)
слiд враховувати лише так званi “нормальнi” складовi, тому що зсув хiмпотенцiалу
µ∗ − µ0 компенсується внеском так званих “аномальних” складових, якi виникають
у кореляцiйних функцiях вищого порядку µ̃0

n(y1, ..., yn) (при n ≥ 4). У пiдходi фун-
кцiй Грiна цей факт вперше встановлено у роботi [24], а в базисному пiдходi – в
роботi [25] у рамках теорiї збурень.

Згiдно з цiєю процедурою енергiя основного стану визначається спiввiдношенням

E = Ωn(µ0) + µ0Ne, (93)

де Ωn(µ0) – “нормальна” складова термодинамiчного потенцiалу. Як легко показати
прямим обчисленням,

Ω0(µ0) = −Neµ0 +
∑

k,s

nk,s(µ0)Ek, (94)

тому енергiю основного стану запишемо у такiй формi:

E = E0+EHF+Ec+Nnω+
1

2!

∑

j1 6=j2

V2(Rj1−Rj2)+
1

3!

∑

j1 6=j2 6=j3

V3(Rj1 ,Rj2 ,Rj3)+...+Eкомп.

(95)
Згiдно з формулою (94) при T = 0K

E0 = 3Nem0c
2x−3

x
∫

0

dt t2{(1 + t2)1/2 − 1} = (96)
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= Nem0c
2{(1 + x2)1/2 − 1− (8x3)−1F(x)},

F(x) = x(2x2 − 3)(1 + x2)1/2 + 3 ln[x+ (1 + x2)1/2].

Рiзниця Ωe(µ0) − Ω0(µ0) визначає внесок мiжелектронних взаємодiй (див. ф.(23)).
Видiляючи з нього енергiю Гартрi-Фока (внесок iдеальних кореляцiй)

EHF = (2βV )−1
∑

q,ν

Vqµ̃
0
2(y,−y) = (97)

= −(2V )−1
∑

q;k,s

Vqnk+q/2,snk−q/2,s = − 3

4π
Neα0m0c

2x,

знаходимо кореляцiйну енергiю моделi електронної рiдини

Ec = ERPA
c +Ω1(µ0) + Ω2(µ0) + ..., (98)

ERPA
c = (2β)−1

∑

q,ν

{

ln

[

1 +
Vq

V
µ̃0
2(y,−y)

]

− Vq

V
µ̃0
2(y,−y)

}

.

Доданок Ω1(µ0) можна представити через поправку на локальне поле у наближеннi
Gid(y)

Ω1(µ0) ≃ (4βV 2)−1
∑

q,ν

Vq Ṽ (y){µ̃0
2(y,−y)}2G(y), (99)

а Ω2(µ0) визначається динамiчною тричастинковою кореляцiйною функцiєю
µ̃0
3(y1, y2,−y1 − y2). Цих доданкiв достатньо для визначення кореляцiйної енергiї

слабо неiдеальної моделi, яку ми розглядаємо.
Звернiмо увагу, що у доданках формули (22), пропорцiйних до структурних фа-

кторiв Sq1
...Sqn

, вiдсутнi компоненти з нульовими значеннями хвильових векторiв,

як i в доданку V̂nn (див. ф. (5)). Розгляньмо внесок ефективних мiж’ядерних взає-
модiй у наближеннi двочастинкових кореляцiй

Vnn − z2

2V

∑

q 6=0

V 2
q µ2(q,−q|0, 0) SqS−q = (100)

= − z2

2V
Nn

∑

q 6=0

V 2
q µ2(q,−q|0, 0) + z2

2V

∑

q 6=0

Vq

{

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

}

×

× {Sq S−q −Nn}.

Тут перший доданок має змiст енергiї впровадження окремих (невзаємодiючих мiж
собою) ядер в однорiдну електронну рiдину.Другий доданок перепишемо у такому
виглядi:

z2

2V

∑

q

Vq

{

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

}

{Sq S−q −Nn} −

z2

2
lim
q→0

{

Vq

V

[

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

]

(Sq S−q −Nn)

}

≡ (101)
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≡ 1

2

∑

j1 6=j2

V2(Rj1 −Rj2) −

− z2

2
Nn(Nn − 1) lim

q→0

{

Vq

V

[

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

]}

.

Перший доданок формули (101) є сумою екранованих потенцiалiв мiж’ядерних взає-
модiй, а другий, пов’язаний з умовою електронейтральностi, можна назвати внеском
в енергiю комплексуючого заряду Eкомп.

Видiляючи у добутках структурних факторiв ядерної пiдсистеми Sq1
S−q2...Sqn

одночастинковi, двочастинковi, тричастинковi i т.д. доданки, визначимо енергiю
впровадження ядер в однорiдну електронну рiдину

ω = − z2

2!V 2

∑

q

V 2
q µ2(q,−q|0, 0)− z3

3!V 3

∑

q1,q2

µ3(q1,q2,−q1−q2|0, 0, 0)Vq1
Vq2

Vq1+q2
+...,

(102)
потенцiали iстинно двочaстинкових, тричастинкових i т.д. ефективних мiж’ядерних
взаємодiй

V2(R1 −R2) =
z2

V

∑

q

{

Vq

[

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

]

− (103)

− Vq

V2

∑

q1

Vq1
Vq1+qµ3(q,q1,−q− q1|0, 0, 0) + ...

}

exp[i(q,R1 −R2)];

V3(R1,R2,R3) = − z3

V 3

∑

q1,q2,q3

δq1+q2+q3,0µ3(q1,q2,q3|0, 0, 0)

×Vq1
Vq2

Vq3
exp{i[(q1,R1) + (q2,R2) + (q3,R3)]}; ... ,

а також енергiю компенсуючого фону

Eкомп = −z2

2
Nn(Nn − 1) lim

q→0

{

Vq

V

[

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

]

−

− Vq

V 3

∑

q1

Vq1Vq+q1µ3(q,q1,−q− q1|0, 0, 0) + ...} + (104)

+
z3

3!
Nn(Nn − 1)(Nn − 2) lim

q1,q2→0
{V −3Vq1Vq2V−q1−q2µ3(q1,q2,−q1 − q2|0, 0, 0)} + ... .

У формулах (104)-(106) фiгурують n−частинковi статичнi кореляцiйнi функцiї мо-
делi електронної рiдини

µ2(q,−q|0, 0) = µ̃0
2(q,−q|0, 0) ε−1(q);

µ3(q1,q2,q3|0, 0, 0) = µ̃0
3(q1,q2,q3|0, 0, 0)

3
∏

i=1

ε−1(qi); (105)

ε(q) = 1 +
Vq

V
µ̃0
2(q,−q|0, 0) [1−G(q)].
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У цьому наближеннi

Eкомп = −Ne

6
m0c

2 x2

(1 + x2)1/2

{

1− α0

π

(1 + x2)1/2

x
− 1

V 2

∑

q

V 2
q ε

−2(q) ×

× µ0
3(q,−q, 0|0, 0, 0) + ...

}

+
Ne

9 · 3! m0c
2x2 (1 + 2x2)

(1 + x2)3/2
+ ... . (106)

Одержанi вище загальнi спiввiдношення дозволяють виконати фактичнi розра-
хунки внескiв до енергiї моделi як функцiї параметра релятивiзму. Переходячи у
формулi (98) вiд суми за змiнними ν,q до iнтегралiв, вводячи безрозмiрнi змiннi
(33), а також переходячи вiд ν∗ до незалежної змiнної v = ν∗(2xq∗)

−1C(x, t0|q∗), зна-
ходимо такий наближений вираз для кореляцiйної енергiї в наближеннi хаотичних
фаз:

ERPA
c ≃ 3

2π
Nem0c

2x−2

∞
∫

0

dv

∞
∫

0

dq∗ q
3
∗ C

−1(x, t0|q∗) ×

×{ln[1 + f(q∗, v|x)] − f(q∗, v|x)}, (107)

f(q∗, v|x) = 4α0 x π−1q−2
∗ J2(q∗, v|x).

У тому ж наближеннi енергiя впровадження визначається виразом

Nnω2 = −Ne
z

π
α0m0c

2

∞
∫

0

dq∗ f2(q∗|x){1 + f2(q∗|x)}−1, (108)

f2(q∗|x) = 4α0xπ
−1q−2

∗ J2(q∗|x).

Для грубої оцiнки iнтеграла замiнимо J2(q∗|x), яка є повiльно спадною функцiєю q∗
на iнтервалi (0− 2x), ї ї значенням при q∗ = 0. Таким способом знаходимо, що

Nnω2 ≃ −Nezm0c
2α

3/2
0 π−1/2x1/2(1 + x2)1/4. (109)

Для аналiзу властивостей двочастинкового мiж’ядерного потенцiалу розрахуємо йо-
го також у наближеннi хаотичних фаз,

V RPA
2 (R) = α0m0c

2 z2

R∗
· 2
π

∞
∫

0

dq∗
q∗

sin(q∗R∗) {1 + f2(q∗|x)}−1, (110)

де R∗ ≡ Rm0c/~ – безрозмiрна вiдстань. Оскiльки у вироджених карликах характер-
нi вiдстанi мiж ядрами порядку n ·10−2a0, то ~/m0c = α0a0 є природним масштабом
для вимiрювання вiдстаней мiж частинками. У тому ж наближеннi, в якому одер-
жано оцiнку (109), знаходимо, що

V RPA
2 (R) ≃ α0m0c

2 z2

R∗
exp {−R∗/R

∗
0}, (111)
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де R∗
0 = 1

2 π
1/2(α0x)

−1/2(1+x2)−1/4 – безрозмiрний радiус екранування, що є досить
великою величиною (R∗

0 ∼ 10 при x = 1). Проте розмiрний радiус екранування
R0 = R∗

0
~

mc = R∗
0α0a0 має порядок 0, 1a0 (a0 – радiус Бора). Ми розглянемо модель,

у якiй ядерна пiдсистема утворює просту кубiчну гратку з перiодом d. Оскiльки
V = Nnd

3, то

d =

(

V

Nn

)1/3

=

(

zV

Ne

)1/3

=
z1/3

x
(3π2)1/3α0a0 (112)

i R∗
0 є спiвмiрним з перiодом гратки. У звичайних розмiрних змiнних

V RPA
2 (R) ≡ z2e2

R
{1− exp [−RkF a]}, (113)

де

a = 2α
1/2
0 (πx)−1/2(1 + x2)1/4. (114)

Формули (113), (114) вiдображають екранований потенцiал двоядерної взаємодiї на
близьких та середнiх вiдстанях. Як вiдомо з нерелятивiстської теорiї, екранування
точкового заряду виродженим електронним газом зумовлює осциляцiї його потенцi-
алу на великих вiдстанях вiд заряду. Такi осциляцiї спостерiгаються на результатах
чисельного розрахунку iнтеграла (110), але амплiтуда осциляцiй дуже мала

V RPA
2 (R) ≈ m0 c

2 α2
0

z2

(2xR∗)3
cos(2xR∗). (115)

Оскiльки поправка на локальне поле моделi електронної рiдини у границi слабкої
неiдеальностi не залежить вiд параметра неiдеальностi rs (або ж α0), то звiдси ви-
пливає, що наближення хаотичних фаз не є точним нi в якiй областi параметрiв.
Коректним наближенням є наближення локального поля. Для розрахунку коре-
ляцiйної енергiї у цьому наближеннi скористаємось вiдомим зображенням енергiї
основного стану моделi електронної рiдини

E = E0 + (2βV )−1
∑

q 6=0;ν

Vq

1
∫

0

dλ µ̃λ
2 (y,−y), (116)

де E0 – енергiя моделi без взаємодiї, µ̃λ
2 (x,−x) – двочастинкова кореляцiйна функцiя

модельної системи з потенцiалом мiжчастинкової взаємодiї Vλ(q)≡λ Vq
. Видiляючи кi-

нетичну енергiю та внесок наближення Гартрi-Фока, запишемо кореляцiйну енергiю
у виглядi

Ec = (2βV )−1
∑

q 6=0;ν

Vq

1
∫

0

dλ{µ̃λ
2 (y,−y)− µ̃0

2(y,−y)} =

= −(2βV )−1
∑

q 6=0;ν

Vq[µ̃
0
2(y,−y)]2

1
∫

0

dλ λ
Vq

V
(1−Gλ(y)) × (117)

×
{

1 + λ
Vq

V
µ̃0
2(y,−y)[1−Gλ(y)]

}−1

,
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де Gλ(y) – поправка на локальне поле моделi з потенцiалом λ Vq. У випадку дуже
слабкої неiдеальностi замiнимо Gλ(y) на Gid(y), одержуючи в результатi такий вираз
для кореляцiйної енергiї:

Ec = −Ne
m0c

2

2
· 3

2π
x2

∞
∫

0

dq q3
∞
∫

0

du[1−Gid(q, u|x)]−1 ×

×
{

4α0

πxq2
[1−Gid(q, u|x)] J2(q, u|x)− (118)

− ln

[

1 +
4α0

πxq2
(1 −Gid(q, u|x)) J2(q, u|x)

]}

.

У цiй формулi використано “нерелятивiстськi” змiннi q ≡ |q|/kF , u = ν(2εF )
−1q−1,

а згiдно з формулою (51)

J2(q, u|x) =
1

4
C̃(x, t0|q)

{

1− v

[

arctg
1 + q/2

v
+ arctg

1− q/2

v

]

+

+
1

2q

(

1− q2

4
+ v2

)

ln
v2 + (1 + q/2)2

v2 + (1 − q/2)2

}

; (119)

v =
u

2
C̃(x, t0|q); C̃(x, t0|q) = (1 + x2)1/2 + (1 + x2[1 + ρ2 + 2qt0])

1/2.

Враховуючи, що m0c
2x2 = 2εF (εF = ~

2k2F /2m0), а також беручи до уваги спiввiд-
ношення

α0

x
=

rs
η
, (120)

де rs – параметр Вiгнера-Бракнера, перейдемо до нерелятивiстської границi x → 0,
у якiй

lim
x→0

Ec =
e2

2a0
Ne ε̃(rs) =

1

2
Nem0c

2α2
0ε̃c(rs),

ε̃c(rs) = − 3

2π

(

η

rs

)2 ∞
∫

0

dq q3
∞
∫

0

du [1−Gid(q, u)] ×

×
{

4rs
πηq2

I2,0(q, u) [1−Gid(q, u)] − (121)

− ln

[

1 +
4rs
πηq2

I2,0(q, u) [1−Gid(q, u)]

]}

,

де Gid(q, u) ≡ Gid(q, u|x) при x = 0.

На рисунку 6 зображено кореляцiйну енергiю на один електрон як функцiю па-
раметра релятивiзму, обчислену за формулою (121) для нерелятивiстської моделi та
формулою (118), яка вiдповiдає релятивiстськiй моделi. В областi x ≤ 1 рiзниця цих
енергiй є малою. В роботi [27] апроксимовано кореляцiйну енергiю нерелятивiстської
моделi, яка була розрахована методом Монте-Карло у роботi [26]:
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Рис. 6: Кореляцiйна енергiя моделi електронної рiдини (на один електрон, у Ry) як функцiя
параметра релятивiзму. Крива 1 вiдповiдає розрахунку за ф.(121), хрестики – ф. (122).
Крива 2 розрахована в наближеннi локального поля (ф. (118)).

a =
(α0η

x

)1/2

; (122)

εMC
c (x) = −2b0

∞
∫

a

dz

(

b1 +
1

z

)

[1 + b1z + b2z
2 + b3z

3]−1;

b0 = 0, 0621814; b1 = 9, 81379; b2 = 2, 82214; b3 = 0, 69699.

Функцiя εMC
c (x) зображена хрестиками на рисунку 6. Мале вiдхилення функцiї

ε̃c(rs) вiд εMC
c (rs) при малих значеннях x свiдчить про те, що наближення Gid(q, u|x)

цiлком застосовне для розрахунку кореляцiйної енергiї також i релятивiстської мо-
делi.

Енергiя впровадження ядер в однорiдну електронну рiдину, розрахована у на-
ближеннi локального поля, представлена на рисунку 7.

У наближеннi локального поля фур’є-зображення ефективного двоядерного по-
тенцiалу визначається спiввiдношенням

V (q) = z2Vq

{

1− Vq

V
µ2(q,−q|0, 0)

}

= z2
{

1− Vq

V
µ̃0
2(q,−q|0, 0)Gid(q)

}

Vq ×
{

1 +
Vq

V
µ̃0
2(q,−q|0, 0)[1−Gid(q)]

}−1

. (123)

Розрахований чисельним iнтегруванням у цьому наближеннi потенцiал V2(R), а та-
кож потенцiал у наближеннi (113) зображено на рисунку 8.
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Рис. 7: Енергiя поляризацiї електронної рiдини, розрахована в наближеннi локального по-
ля, у вiдповiдностi до формули (129)

Сума енергiй ефективних мiж’ядерних взаємодiй у наближеннях (112) або (118)
розраховувалась шляхом чисельного пiдсумовування за координацiйними сферами

V (2)
nn ≡ 1

2

∑

j1 6=j2

V2(Rj1 −Rj2) =
Ne

2
α0m0c

2z
∑

j≥1

Nj(R
∗
j )

−1 exp

[

−
R∗

j

R∗
0

]

, (124)

де

R∗
j = d(n2

1 + b22 + n2
3)

1/2m0c

~
= (n2

1 + n2
2 + n2

3)
1/2 z

1/3

x
(3π2)1/3 − (125)

безрозмiрний радiус j-ої сфери, Nj – число вузлiв на цiй сферi; n1, n2, n3 – цiлi до-
датнi i вiд’ємнi числа. Використовувалось велике число координацiйних сфер, щоб

забезпечити насичення суми V
(2)
nn . Для покращення збiжностi i зменшення похибок

сума за координацiйними сферами з дуже великими радiусами замiнялась iнтегра-

лом. Тодi граткова енергiя EL = V
(2)
nn + Eкомп зображається у такому виглядi

EL = Nem0c
2α0

{

− 1

6α0
· x2

√
1 + x2

[1− (1 + l0) e
−l0 ] +

+
z

2
x

j0
∑

j=1

Nj

RjkF
exp [−RjkF a]







, (126)

де l0 ≡ Rj0kFa. Залежнiсть EL вiд числа координацiйних сфер зображена на рисун-
ку 9. На рисунку 10 зображено залежнiсть EL вiд заряду ядра z. Як показують
результати чисельних розрахункiв, EL можна представити таким наближеним ви-
разом (при x > 1):

EL ≈ −Nem0c
2α0 · 1, 04(

√
2− 1) x z0,58942. (127)
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Рис. 8: Ефективний потенцiал мiж’ядерної взаємодiї у наближеннi локального поля (Фур’є
зображення функцiї (123) – кiльця; суцiльна крива – апроксимацiя (113)).

Зауважимо, що кожен з доданкiв фiгурної дужки у формулi (126) є великою за
модулем величиною, а їх сума має порядок одиницi. У наближеннi Вiгнера-Зейтца
величиною EL нехтують.

Як видно з рисункiв, всi складовi енергiї, зумовленi взаємодiєю, є вiд’ємними, а
найбiльшою за модулем є енергiя впровадження.

Як видно з наведених формул, всi складовi енергiї системи є вiд’ємними, причому

EHF i EL пропорцiйнi до α0, енергiя впровадження пропорцiйна α
3/2
0 z, а кореляцiйна

енергiя дає найменший внесок, пропорцiйний до α2
0:

Eω = Ne m0 c
2z α

3/2
0 εω(x),

Ec = Ne m0 c
2 α2

0εc(x), (128)

EL = Ne m0 c
2z0,589417 α0εL(x|z).

Безрозмiрнi функцiї εω(x), εc(x), εL(x|z) апроксимованi такими виразами:

εc(x) = −b0

x
∫

0

dt
(b1a0 + t1/2)

t3/2 + b1a0t+ b2a20t
1/2 + b3a30

· 1 + a1t+ a2t
2

1 + d1t
,

a0 = (α0η)
1/2; a1 = 1, 21954; a2 = 1, 33205; d1 = 1, 18934; (129)

b0 = 0, 0621814; b1 = 9, 81379; b2 = 2, 82214; b3 = 0, 69699;

εω(x) = −
x
∫

0

dt
c0 + c1t+ c2t

2 + c3t
3

1 + d1t+ d2t2 + d3t3
,
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Рис. 9: Залежнiсть граткової енергiї вiд числа врахованих координацiйних сфер. Крива 1 –
50 сфер, крива 2 – 100 сфер, 3 – 300 сфер. Кружечки вiдповiдають врахуванню 500 сфер.

c04, 06151; c1 = 32, 6118; c2 = −43, 6587; c3 = 104, 13; (130)

d1 = 73, 8252; d2 = −67, 1028; d3189, 781;

εL(x|z) = −
x
∫

0

dt · t a0(z) + ta1(z) + t2a2(z)

1 + ta3(z) + t2a4(z) + t3a5(z)
; (131)

ai(z) =
ai0 + zai1 + z2ai2
ai3 + zai4 + z2ai5

,

де коефiцiєнти aij наведено у Таблицi 1.

Табл. 1: Коефiцiєнти у формулi (131).

aij

i
j

0 1 2 3 4 5

0 -128.112 -138.098 -3.30915 0 3.74936 0.882489
1 -633.899 297.304 -19.5138 1 -0.707632 1.01638
2 -1691 216.967 -8.71667 0 1.48694 0.12998
3 2.37539 1.74513 0.0417739 0 0.0212583 0.0056168
4 913.016 -452.217 30.3618 1 -0.750844 0.702212
5 5.68901 -0.704184 0.0277872 0 0.00203554 0.000234399
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Рис. 10: Залежнiсть граткової енергiї εL(x|z) вiд заряду ядра та параметра релятивiзму.

6 Рiвняння стану холодної “карликової” речовини

Одержана залежнiсть складових енергiї основного стану дозволяє розрахувати
рiвняння стану холодної електрон-ядерної моделi – залежнiсть внутрiшнього тиску
вiд параметра релятивiзму x i заряду ядра z:

P (x) = −dE(x)

dV
=

x4

Ne

(m0c

~

)3 1

9π2
· dE(x)

dx
. (132)

Згiдно з формулами (97), (129-132),

P (x) =
πm4

0c
5

3h3

{

F(x)− 2α0x
4

[

1

π
− 4

3

(

z0,589417
dεL
dx

+ z α
1/2
0

dεω
dx

+ α0
dεc
dx

)]}

,

(133)
де dεL

dx , dεω
dx , dεc

dx визначаються пiдiнтегральними функцiями формул (129) - (131),
взятими на верхнiй границi iнтегрування (при t = x). Вiдносне зменшення тиску за
рахунок взаємодiї мiж частинками,

{P0(x) − P (x)} P−1
0 (x) (134)

зображено на рисунку 11. У випадку слаборелятивiстської моделi (x ≪ 1) воно є
значною величиною. Для областi промiжних та великих значень параметра реляти-
вiзму (x ≥ 2) вiдношення (134) є сталою величиною, яка не залежить вiд x, а лише
вiд величини заряду ядер z i складає 1% при z = 2, 1, 5% при z = 6, 2.5% при z = 12.

7 Висновки

1. У данiй роботi у рамках єдиної моделi i єдиного пiдходу виконано послiдовний
квантовостатистичний опис холодної електрон-ядерної матерiї в широкiй областi
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Рис. 11: Вiдношення внеску мiжчастинкових взаємодiй до тиску iдеального виродженого
електронного газу як функцiя параметрiв x i z.

Табл. 2: Вiдношення повного тиску моделi до тиску iдеального електронного газу як фун-
кцiя параметра релятивiзму i заряду ядра.

x

z

2 6 12 26
[6] ∗ [6] ∗ [6] ∗ [6] ∗

0.05 0.7600 0.7636 0.5640 0.5708 0.3420 0.3466 −0.063 −0.0825

0.1 0.8802 0.8817 0.7819 0.7859 0.6705 0.6768 0.4671 0.47598

0.2 0.9404 0.9402 0.8906 0.8917 0.8341 0.8367 0.7308 0.73656

0.3 0.9604 0.9595 0.9266 0.9265 0.8882 0.8892 0.8178 0.82124

0.4 0.9705 0.9689 0.9445 0.9436 0.9150 0.9150 0.8607 0.86269

0.5 0.9765 0.9744 0.9551 0.9536 0.9308 0.9300 0.8860 0.88698

0.6 0.9805 0.9780 0.9620 0.9601 0.9410 0.9397 0.9024 0.90274

0.7 0.9833 0.9805 0.9669 0.9646 0.9482 0.9465 0.9138 0.91368

0.8 0.9853 0.9823 0.9705 0.9678 0.9535 0.9514 0.9221 0.92163

1.0 0.9881 0.9847 0.9752 0.9722 0.9605 0.9580 0.9332 0.93225

1.2 0.9898 0.9862 0.9782 0.9748 0.9684 0.9620 0.9401 0.93888

1.4 0.9909 0.9871 0.9801 0.9766 0.9677 0.9648 0.9447 0.94332

1.6 0.9917 0.9878 0.9814 0.9779 0.9697 0.9667 0.9479 0.94647

1.8 0.9922 0.9883 0.9824 0.9788 0.9711 0.9681 0.9511 0.94878

2.0 0.9926 0.9887 0.9831 0.9795 0.9721 0.9691 0.9519 0.95054

2.5 0.9932 0.9893 0.9842 0.9806 0.9738 0.9708 0.9546 0.95351

3.0 0.9935 0.9897 0.9848 0.9813 0.9748 0.9719 0.9562 0.95535

4.0 0.9938 0.9900 0.9853 0.9820 0.9757 0.9730 0.9577 0.95755

5.0 0.9939 0.9902 0.9856 0.9824 0.9761 0.9736 0.9585 0.95891

7.5 0.9939 0.9904 0.9858 0.9828 0.9765 0.9744 0.9592 0.96114

inf 0.9939 0.9905 0.9859 0.9830 0.9768 0.9749 0.9598 0.96285
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густин – вiд металiв у земних умовах до вироджених карликiв великих мас. Роз-
роблений авторами ранiше базисний пiдхiд у мiкроскопiчнiй теорiї металiв вперше
узагальнено на випадок багатоелектронних систем з довiльним значенням параме-
тра релятивiзму.

2. Одержане рiвняння стану при T = 0K близьке до результату роботи [6], у
якiй для врахування внескiв рiзного типу до енергiї використано результати iнших
авторiв, одержанi за допомогою рiзних наближених методiв, що видно з Таблицi 2.

3. Як випливає з одержаних результатiв, для опису маломасивних гарячих кар-
ликiв, що мають параметр релятивiзму x ≤ 0, 5, можна використовувати нереляти-
вiстську теорiю, що дозволило б значно пiдвищити точнiсть розрахунку рiвняння
стану моделi.
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THE ELECTRON-NUCLEAR MODEL AT THE “DWARFS”
DENSITIES. REFERENCE SYSTEM APPROACH

M. Vavrukh, N. Tyshko, S. Smerechynskyj

Ivan Franko National University of Lviv,

astrophysic department,

Kyrylo and Methodiy Str., 8, 79005 Lviv, Ukraine

e-mail: mvavrukh@gmail.com

The mathematical tool of reference system approach is considered for
macroscopically homogeneous electron-nuclear model at the densities typical
for degenerate dwarfs. This approach was developed by the authors in the
microscopic theory of metals earlier. As the reference system, the relativi-
stic degenerate ideal electron gas is adopted. For the first time the n-paticles
correlation functions were calculated in statical and dynamical cases. Similar
functions were obtained for relativistic homogeneous electron liquid model as
well as local field correction function. The energy of the ground state for electron-
nuclear model was calculated within this approach as function of relativistic
parameter. There was also obtained the equation of state of the model, which
is necessary for description of the white dwarf inner structure.

Key words: degenerate dwarf, reference system approach, n-paticles correlati-
on functions, energy of the ground state, equation of state.
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ЭЛЕКТРОН-ЯДЕРНАЯ МОДЕЛЬ ПРИ “KАРЛИКОВЫХ”
ПЛОТНОСТЯХ. БАЗИСНЫЙ ПОДХОД

М. Ваврух, Н. Тышко, С. Смеречинский

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

кафедра астрофизики,

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

e-mail: mvavrukh@gmail.com

Математический аппарат базисного подхода, разработанный авторами ра-
нее в микроскопической теории металлов, обобщен на случай макроскопиче-
ски однородной электрон-ядерной модели при плотностях, характерных для
вырожденных карликов. Впервые рассчитаны статические и динамические
n-частичные корреляционные функции базисной системы – релятивистско-
го вырожденного идеального электронного газа, аналогичные функции ре-
лятивистской однородной электронной жидкости, а также ее функция кор-
рекции локального поля. В рамках этого подхода рассчитана энергия ос-
новного состояния модели как функция параметра релятивизма. Получено
уравнение состояния модели, необходимое для расчета внутренней структу-
ры реальных вырожденных карликов.

Ключевые слова: вырожденные карлики, базисный подход, n-частичные
корреляционные функции, энергия основного состояния, уравнение состоя-
ния при высоких плотностях.


