
ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Випуск 48. С. 39-56

Visnyk of the Lviv University. Series Physics. 2014. Issue 48. P. 39-56

УДК 523.9-47, 524.3-6
PACS 95.30.-k, 95.30.Cq, 96.60.-j, 97.10.Ex

ПОПЕРЕЧНI ПЕРЕРIЗИ ФОТОЙОНIЗАЦIЇ
АТОМIВ ВОДНЮ У ФОТОСФЕРI СОНЦЯ
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Проаналiзовано особливостi процесу фотойонiзацiї атомiв водню у частково
йонiзованiй плазмi зоряних фотосфер. Запропоновано iнтерпретацiю спосте-
режуваної спектральної залежностi коефiцiєнта неперервного поглинання
Сонця в областi (7− 9)103Å.

Ключовi слова: фотойонiзацiя атомiв водню, рекомбiнацiя, поперечний
перерiз, ефективний поперечний перерiз фотойонiзацiї H−.

1 Вступ

Коефiцiєнт неперервного поглинання, що є однiєю з основних характеристик зо-
ряних фотосфер, дослiджений у значно меншiй мiрi, нiж коефiцiєнт поглинання
в лiнiях. Спектральна залежнiсть коефiцєнта неперервного поглинання для Сонця
вiдома зi спостережень Е.Мiлна (1922 р.) та Смiта i Барча (1959 р.) (див. [1,2]).
Як встановлено Е.Мiлном, коефiцiєнт неперервного поглинання є повiльно змiнною
функцiєю довжини хвилi, яка у видимiй областi спектру є монотонно зростаючою,
досягає максимуму в околi 9 · 103Å, при подальшому збiльшеннi довжини хвилi
монотонно спадає, досягаючи мiнiмуму в околi 16, 4 · 103Å, а далi знову зростає.
За допомогою прецизiйних спостережень С.Смiт i Д.Барч встановили, що макси-
мум кривої коефiцiєнта неперервного поглинання має двогорбий характер: в око-
лi 8200Å спостерiгається неглибокий мiнiмум. Оскiльки в той час загальновизна-
ною була iдея Р.Вiльдта [3,4] про те, що основним механiзмом формування кое-
фiцiєнта неперервного поглинання у видимiй та ближнiй iнфрачервонiй областях
(4 · 103Å . λ . 16, 4 · 103Å) є процес фотойонiзацiї негативних йонiв водню, то ав-
тори роботи [2] визначили спектральну залежнiсть вiдносного поперечного перерiзу
фотойонiзацiї йонiв H− зi спiввiдношення

æ(λ)

æ(λ1)
=

σ(λ)

σ(λ1)

1− exp[− 2πc~
kBTλ ]

1− exp[− 2πc~
kBTλ1

]
, (1)

де λ1 = 5280Å. Знайдену величину σ(λ)/σ(λ1) вони вважали вiдносним поперечним
перерiзом процесу фотойонiзацiї негативних йонiв водню. Спектральна залежнiсть
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σ(λ)/σ(λ1) вiдповiдає кривiй Е.Мiлна, але в околi максимуму спостерiгається не-
монотонний хiд кривої, яка має мiнiмум в околi 8200Å. Цю особливiсть поведiнки
σ(λ)/σ(λ1) iгнорували всi автори, що розраховували коефiцiєнт неперервного погли-
нання у рiзних наближеннях [ - ].

Однак фiзична причина немонотонної поведiнки σ(λ)/σ(λ1) очевидна. Як вiдо-
мо, Р.Вiльдт прийшов до iдеї про основний механiзм формування коефiцiєнта не-
перервного поглинання у фотосферi Сонця, звернувши увагу на мiнiмум в околi
16, 4 · 103Å. Так само очевидно, що мiнiмум в околi 8200Å пов’язаний з iншим низь-
коенергетичним процесом, у якому беруть участь фотони з енергiєю 1

9Ry. Це процес
фотойонiзацiї нейтральних атомiв водню, збуджених на рiвень з головним кванто-
вим числом n = 3. Невелика глибина цього мiнiмуму зумовлена тим, що у вiдносно
холоднiй фотосферi Сонця концентрацiя збуджених атомiв водню є малою.

Для пiдтвердження цього слiд розрахувати спектральну залежнiсть коефiцiєнта
неперервного поглинання у видимiй та ближнiй iнфрачервонiй областях, врахову-
ючи найбiльш суттєвi низькоенергетичнi процеси: фотойонiзацiю йонiв H−, фото-
йонiзацiю нейтральних атомiв водню, збуджених на рiвнi n = 3 та 4, поглинання
фотонiв

”
вiльними“ електронами. Зi спiввiдношення (1) можна визначити ефектив-

ний поперечний перерiз, який можна назвати ефективним поперечним перерiзом
фотойонiзацiї йонiв H−, оскiльки саме цей процес є визначальним у формуваннi
коефiцiєнта неперервного поглинання. Знайдений таким чином ефективний попере-
чний перерiз можна спiвставити зi спостережуваним, вимiряним у роботi [2].

2 Ефективний поперечний перерiз

Для зiр типу Сонця, що мають невисоку ефективну температуру фотосфери,
коефiцiєнт неперервного поглинання наближено можна зобразити виразом

æ(λ) = (1− exp[−(λ∗T∗)
−1])







NH−

V
σH− (λ) +

∑

n≥1

N
(n)
H

V
σn(λ) +

Ne

V
σff (λ) + ...







, (2)

де NH−/V – концентрацiя йонiв H−, N
(n)
H /V – концентрацiя нейтральних атомiв

водню у станi з головним квантовим числом n, Ne/V – концентрацiя
”
вiльних“ еле-

ктронiв; σH−(λ) – поперечний перерiз процесу фотойонiзацiї йонаH−, σn(λ) – анало-
гiчна величина для нейтрального атома водню, який знаходиться у станi з головним
квантовим числом n, а σff (λ) – поперечний перерiз поглинання фотона

”
вiльним“

електроном. Спiввiдношення (2) вiдповiдає термодинамiчнiй рiвновазi i враховує як
власне процеси знищення фотонiв при зiткненнях iз мiкрооб’єктами, так i породжен-
ння їх в результатi вимушеного випромiнювання, що вiдображається множником
{

1− exp[−(λ∗T∗)
−1]

}

, близьким до одиницi. Тут λ∗ ≡ λ/λ0, де λ0 = 4πa0~c e
−2, a0 –

радiус Бора, e – заряд електрона (λ0 ≈ 911, 27Å), T ∗ = kBT (e
2/2a0)

−1 – температура
в рiдбергах.

Оскiльки основним механiзмом формування неперервного поглинання у види-
мiй та ближнiй iнфрачервонiй дiлянках спектру є фотойонiзацiя негативних йонiв
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водню, то можна ввести ефективний поперечний перерiз спiввiдношенням

σeff (λ) = σH− (λ) +

{

NH−

V

}−1






∑

n≥1

N
(n)
H

V
σn(λ) +

Ne

V
σff (λ, T ) + ...







. (3)

Через те, що фотойонiзацiя нейтральних атомiв водню, поглинання
”
вiльними“ еле-

ктронами та iншi низькоенергетичнi процеси дають невеликi внески до σeff (λ), то
вираз (3) можна вважати ефективним поперечним перерiзом процесу фотойонiзацiї
негативного йона водню, тому

æ(λ) =
{

1− exp[−(λ∗T∗)
−1]

} NH−

V
σeff (λ), (4)

а спектральну залежнiсть σeff (λ)σ
−1
eff (λ1) можна порiвнювати зi спостережуваними

даними.
Враховуючи, що у наближеннi термодинамiчної рiвноваги безрозмiрнi концентра-

цiї нейтральних атомiв, “вiльних” електронiв та негативних йонiв водню пов’язанi
спiввiдношенням

n∗
H

n∗
H−

=
4

n∗
e

(

T∗
4π

)3/2

U(ξ, T∗) exp[−T−1
∗ I(ξ)], (5)

яке узагальнює вiдоме спiввiдношення Саха, де n∗
H = NH

V a30, n∗
e = Ne

V a30, n∗
H− =

N
H−

V a30, I1(ξ) – потенцiал йонiзацiї йона H− у рiдбергах при заданому значеннi
безрозмiрного параметра екранування ξ, а також приймаючи до уваги формулу (5),
виразу (3) можна надати такого вигляду:

σeff (λ) = σH− (λ) +
1

2

(

T∗
π

)3/2

U(ξ, T∗) exp(−T−1
∗ I(ξ)) × (6)

×







σe(λ) + (n∗
e)

−1
∑

n≥2

σ
(n)
H (λ) exp

[

−T−1
∗ (1 − n−2)

]







,

де I(ξ) ∼= 0, 0555, n∗
e – безрозмiрна концентрацiя електронiв,

U(ξ, T∗) = ZH(ξ, T∗) exp
[

−T−1
∗

]

, (7)

а ZH(ξ, T∗) –статистична сума атома водню при врахуваннi ефекту екранування
взаємодiй. При невисоких ефективних температурах фотосфер U(ξ, T∗) близька до
одиницi.

Розрахунок спектральної залежностi поперечного перерiзу фотойонiзацiї не-
гативного йона водню σH−(λ) був предметом дослiджень багатьох авторiв (див.
[1, 3–9]). Як правило, розрахунки базувались на використаннi варiацiйних дво-
електронних функцiй. Першi коректнi розрахунки були виконанi у серiї робiт
С.Чандрасекара. У роботi [7] виконано точнiшi розрахунки на основi багатопараме-
тричних функцiй з робiт [10, 11]. У нашiй роботi [9] використано варiацiйно-базисний
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Рис. 1: Залежнiсть вiдносного поперечного перерiзу σH−(λ)/σH−(λ1) при λ1 = 5280Å вiд

довжини хвилi λ
′

= λ · 10−3, де λ виражено в ангстремах.

пiдхiд, що грунтується на використаннi розкладiв хвильових функцiй двоелектрон-
ної задачi за ортогональними функцiями. Результати цiєї роботи близькi до резуль-
татiв роботи [7], що видно з рисунка 1, на якому зображено вiдносний поперечний
перерiз σH− (λ)/σH− (λ1). Пунктирна крива вiдповiдає найкращому варiанту розра-
хунку з роботи [7], суцiльна крива – роботi [9]. Мiтками зображено спостережуванi
данi з роботи [2]. З рисунка видно, що спостережуванi данi не можуть бути опи-
санi врахуванням лише одного процесу фотойонiзацiї йонiв H−, хоча в цiлому є
добра вiдповiднiсть мiж результатами розрахункiв двома незалежними методами i
спостережуваними даними.

3 Поперечний перерiз поглинання фотонiв "вiльни-
ми"електронами.

Хвильова функцiя незв’язаного електрона у станi iз заданими значеннями хви-
льового вектора k i енергiї εk = ~

2k2/2m0 визначається його взаємодiєю з нейтраль-
ними атомами, протонами, додатними i вiд’ємними йонами i т.д. Врахуємо, що у
фотосферах зiр з невисокими ефективними температурами концентрацiя нейтраль-
них незбуджених атомiв водню на декiлька порядкiв перевищує концентрацiю всiх
iнших частинок. У зв’язку з цим обмежимось взаємодiєю електрона з атомами во-
дню, що перебувають в 1s-станi,

Ve(r) =

NH
∑

j=1

v1s(|r−Rj |), (8)

v1s(r) = −e
2

r

(

1 +
r

a0

)

exp(−2r/a0),
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де Rj –радiус-вектор протона j-го атома. Враховуючи, що хартрiвський потенцi-
ал атома є слабким, обмежимось борнiвським наближенням, записуючи хвильову
функцiю електрона у виглядi

ψk(r) = ϕ
(0)
k − 1

V

∑

q

(εq − εk)
−1ϕ(0)

q (r)ν1s(k− q)Sk−q, (9)

де ν1s(k) – зображення Фур’є функцiї v1s(r), а

Sq ≡
NH
∑

j=1

exp[i(q,Rj)]− (10)

структурний фактор атомної пiдсистеми.
Поперечний перерiз процесу поглинання фотона з енергiєю ~ω, що супроводжу-

ється переходом електрона мiж станами неперервного спектру, визначається
виразом [14]

σff (ω) =
2π2e2~

mc

V

Ne

∑

k1,k2

ρk1fk1,k2δ(~ωk1,k2 − ~ω), (11)

де
ρk = V −1(2π~2/m0kBT )

3/2 exp[−εk/kBT ]− (12)

ймовiрнiсть початкового стану електрона, fk1,k2 – сила осцилятора для цього пере-
ходу,

fk1,k2 =
2

3
[m~ωk1,k2 ]

−1 |Pk1,k2 |2 , ~ωk1,k2 = εk2 − εk1 ,

Pk1,k2 =

∫

ψ∗
k2
(r)P̂ψk1(r)dr. (13)

У наближеннi хаотичного просторового розподiлу атомiв, коли SqS−q ≃ NH ,

σff (λ, T ) =
NH

V
a30σe(λ, T ), (14)

де σe(λ, T ) – поперечний перерiз у розрахунку на один атом водню,

σe(λ, T ) = α0πa
2
0

256

3
Ie(ω∗, T∗),

Ie(λ∗, T∗) = π1/2T
−3/2
∗ λ3∗

∞
∫

0

dx x2 x0 exp(−x2/T∗)N(x, x0), (15)

N(x, x0) =
1

2xx0

{

ln
4 + z+
4 + z−

− 4

(4 + z+)3

(

8

3
+ 6z+ + z2+

)

+
4

(4 + z−)3

(

8

3
+ 6z− + z2−

)}

,

де z+ = (x+ x0)
2, z− = (x − x0)

2; x0 ≡ (x2 + ω∗)
1/2, T∗ ≡ kBT (

e2

2a0
)−1.

Поперечний перерiз σff (λ, T ) є плавною монотонно зростаючою функцiєю дов-
жини хвилi (σff (λ, T ) ≃ λ3∗), вiн приймає малi значення у видимiй та ближнiй iн-
фрачервонiй областях спектру, а тому його вплив на поведiнку σeff (λ) є слабким.
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4 Поперечнi перерiзи фотойонiзацiї атомiв водню

Розрахунок поперечних перерiзiв йотойонiзацiї атомiв водню чи воднеподiбних
атомiв у частково йонiзованiй плазмi також є складною задачею, яка допускає
розв’язки лише у рамках певних моделей. Добре вiдомi результати квазiкласичного
наближення перерiзiв з роботи [12]. У роботi [13], присвяченої обчисленню так зва-
них факторiв Гаунта, якi використовуються для корекцiї формули Крамерса, вико-
нано розрахунки поперечних перерiзiв фотойонiзацiї атома водню на основi точних
хвильових функцiй електрона в дискретному та неперервному спектрi. Зауважимо,
що розглядається процес взаємодiї з фотоном одного iзольованого атома у стандар-
тному дипольному наближеннi. Поперечнi перерiзи представлено як функцiї енергiї
фотоелектрона. Трансформувавши їх до шкали довжин хвиль, одержуємо вирази
для сумарного поперечного перерiзу процесу взаємодiї фотона з атомом, який до
зiткнення знаходився у станi з квантовими числами n, l:

σn,l(λ) ≡
l

∑

m=−l

σn,l,m(λ) = πα0a
2
0

{

σ̃+
n,l(λ) + σ̃−

n,l(λ)
}

. (16)

Нижче наведено явнi вирази для функцiї σ̃n,l(λ):

σ̃+
3,0(λ) = 3f3(λ∗) (xn)

4 28 34

3
(1 + 8xn)

−1

{

1 +
28

3
xn +

32

3
(xn)

2

}2

;

σ̃+
3,1(λ) = 3f3(λ∗) (xn)

4 214 {1 + 8xn} (xn)5
{

1 +
5

4
xn

}

; (17)

σ̃−
3,1(λ) = 3f3(λ∗) (xn)

5
211 {1 + 2xn}2 ;

σ̃+
3,2(λ) = 3f3(λ∗) (xn)

6 215 32

25
{1 + 8xn}

(

1 +
5

4
xn

)

;

σ̃−
3,2(λ) = 3f3(λ∗) (xn)

6 212 3

25
(1 + 8xn) ;

σ̃+
4,0(λ) = 4f4(λ∗) (xn)

4 28 44

3
(1 + 15xn)

−1

{

1 +
114

6
xn +

376

6
(xn)

2 + 40 (xn)
3

}2

;

σ̃+
4,1(λ) = 4f4(λ∗) (xn)

5 219

33
5(1 + 15xn)(1 + 3xn)

−1

{

1 +
19

5
xn +

12

5
(xn)

2

}2

;

σ̃−
4,1(λ) = 4f4(λ∗) (xn)

5 216 5

33

(

1 +
28

5
xn +

24

5
(xn)

2

)2

;

σ̃+
4,2(λ) = 4f4(λ∗) (xn)

6 218 32

25
{1 + 3xn} (1 + 15xn)

(

1 +
7

9
xn

)2

;

σ̃−
4,2(λ) = 4f4(λ∗) (xn)

6 219

3 · 25 (1 + 15xn)

(

1 +
4

3
xn

)2

;

σ̃+
4,3(λ) = 4f4(λ∗) (xn)

7 225

3 · 5 · 49 {1 + 3xn} (1 + 15xn)

(

1 +
7

9
xn

)(

1 +
2

3
xn

)2

;
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σ̃−
4,3(λ) = 4f4λ∗ (xn)

7 222

32 · 5 · 49 (1 + 3xn) (1 + 15xn) ,

де xn = λ∗/n
2, а функцiї fn(λ∗) визначенi наступними спiввiдношеннями:
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Рис. 2: Залежнiсть поперечних перерiзiв
фотойонiзацiї атомiв водню для станiв з n =
3 вiд довжини хвилi (l = 0, 1, 2).
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Рис. 3: Залежнiсть поперечних перерiзiв
фотойонiзацiї атомiв водню для станiв з n =
4 вiд довжини хвилi (l = 0, 1, 2, 3).

fn(λ∗) =
2π

1− e−rn(λ∗)
exp[−sn(λ∗)],

sn(λ∗) =
2

π
rn(λ∗) arctan

(

2πn

rn(λ∗)

)

, (18)

rn(λ∗) =
2πn(λ∗/n

2)1/2

(1− λ∗/n2)1/2
.

При цьому для заданого n довжина хвилi змiнюється вiд 0 до n2.
Спектральну залежнiсть необхiдних нам для наступних розрахункiв σ̃3,l(λ) i

σ̃4,l(λ) iлюструють рисунки 2, 3. Цi функцiї мають стрибкоподiбну поведiнку в
околi червоних границь (σn,l ∼ λ3 при 0 ≤ λ∗ ≤ λmax

∗ = n2 ; σn,l(λ) = 0 при
λ > λmax = n2λ0, де n – головне квантове число).

На рис. 4 наведено спектральну залежнiсть вiдносного ефективного попере-
чного перерiзу σeff (λ)σ

−1
eff (λ1) у видимiй та iнфрачервонiй областi при врахуван-

нi поглинання
”
вiльними“ електронами та процесiв фотойонiзацiї атомiв водню,

збуджених на рiвнi з n =3 i 4 (пунктирна крива). Тонка крива вiдповiдає парцi-
альному внеску фотойонiзацiї йонiв H−. Пунктирна крива вiдповiдає значенням
ефективної температури T = 6000K, а також безрозмiрнiй концентрацiї барiонiв
n∗ = ρa30/mH = 10−10, що є характерними параметрами для сонячної фотосфери.
Мiтками позначено данi роботи [2]. Концентрацiя атомiв водню, збуджених на рiвень
n, визначалась спiввiдношенням

N
(n)
H

V
≃ NH

V
exp{−(1− n−2)T−1

∗ }, (19)
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Рис. 4: Спектральна залежнiсть вiдносного ефективного поперечного перерiзу для моделi
з термодинамiчними параметрами Сонця (T = 6000K, n∗ = ρ

mH
a3

0 = 10−10 ) у рiзних

наближеннях. Мiтки – спостережуванi данi для Сонця з роботи [5].

що вiдповiдає локальнiй термодинамiчнiй рiвновазi ( NH

V – загальна концентрацiя
нейтральних атомiв водню). Як видно з рисунка, пунктирна крива добре описує
данi роботи [2] в областi (4000 − 14000)Å, крiм iнтервалу (7000 − 8200)Å. Вiдхиле-
ння пунктирної кривої вiд спостережуваних даних можна пояснити незадовiльною
пороговою поведiнкою поперечних перерiзiв σ̃3,l(λ).

Iз загальних фiзичних мiркувань очевидно, що процес зiткнення фотона з ато-
мом водню, який знаходиться в середовищi частково йонiзованої плазми фотосфе-
ри, проходить не так, як у випадку єдиного атома у вакуумi. В останньому випадку
маємо одноелектронну задачу i розрахунок поперечного перерiзу фотойонiзацiї на
кулонiвських функцiях є єдино правильним при будь-яких енергiях фотоелектрона,
чи довжинах хвиль.

У частково йонiзованiй плазмi, де наявнi
”
вiльнi“ електрони, процес фотойонiза-

цiї коректнiше розглядати як такий, що складається з двох стадiй. На першiй стадiї
в результатi зiткнення утворюється фотоелектрон, що знаходиться у полi протона.
Час, протягом якого фотоелектрон покидає сферу дiї протона, залежить вiд енергiї
електрона, або його швидкостi v1:

τ1 ≈ Rp

v1
, v1 ≈

(

4π~c

m

)1/2 (
1

λ
− 1

λmax

)1/2

, (20)

де Rp – радiус дiї протона (середня вiдстань мiж протонами, або дебаївський радi-
ус екранування). Для фотоелектрона з малою енергiєю λ близьке до λmax = n2λ0
i такий електрон проводить багато часу у кулонiвському полi протона. На другiй
стадiї процесу може вiдбутися рекомбiнацiя – захоплення

”
вiльного“ електрона, що

має теплову швидкiсть ve ≈
(

3kBT
m

)1/2
, протоном, в результатi чого утворюється

нейтральний атом, найiмовiрнiше у збудженому станi, з випромiнюванням фотона
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деякої частоти. Рекомбiнацiя – швидкий процес, а час, протягом якого вона вiдбу-
вається, можна оцiнити за формулою τ2 ≈ Rp/ve. Вiдношення

τ1
τ2

≈
{

3kBT

4πc~
· λλmax

λmax − λ

}1/2

= n

(

3

2
T∗

)1/2 (
λ

λmax − λ

)1/2

(21)

є малою величиною в околi λ → 0, а в околi порогу ( λ → λmax) – великою. Це
означає, що фотоелектрон з малою енергiєю основну частину часу проведе не в
кулонiвському полi протона, а в слабкому полi нейтрального атома. Якщо ж енергiя
фотоелектрона велика, то вiн практично весь час перебуватиме у полi протона. Це
означає, що поперечний перерiз фотойонiзацiї при малих λ слiд розраховувати на
кулонiвських функцiях, а бiля порогу – на функцiях, близьких до плоскої хвилi.
Для T∗ ≈ 6/161 (безрозмiрна ефективна температура фотосфери Сонця) τ1 = τ2

при λ ≈ λmax

(

1 + 1
18n

2
)−1

.

Iз цих оцiнок випливає, що коректний опис процесу фотойонiзацiї атомiв у фото-
сферi повинен проводитись у двоелектронному наближеннi. Але у данiй роботi ми
сконструювали модельнi поперечнi перерiзи фотойонiзацiї збуджених атомiв водню,
зшиваючи поперечнi перерiзи (17) iз перерiзами, розрахованими на плоских хвилях.
У цьому наближеннi розрахунок сил осциляторiв зв’язано-вiльних переходiв

fk|nlm = 2
{

3m0~ωk|n

}−1 ∣
∣Pk|nlm

∣

∣

2
, (22)

Pk|nlm =

∫

drψnlm(r)p̂ ψk(r),

~ωk|n =
e2

2a0

[

n−2 + (ka0)
2
]

зводиться до розрахунку фур’є-зображення функцiї ψnlm(r), адже

Pk|nlm = V −1/2
~kψnlm(k). (23)

Поперечний перерiз процесу фотойонiзацiї збудженого атома, що знаходився у станi
з квантовими числами n, l, дорiвнює

σn(ω) =
∑

0≤l≤n−1

σn,l(ω), (24)

σn,l(ω) = 2π2e2(m0c)
−1

∑

m

∑

k

fk|nlmδ(ωk|n − ω).

Всi парцiальнi поперечнi перерiзи при l ≥ 0 у шкалi частот чи довжин хвиль зобра-
жаються простими аналiтичними формулами. Зокрема для s-станiв (n ≥ 1 )

σ̃n,0(λ) =
28

3
n4(xn)

7/2(1 − xn)
3/2Mn,0(xn); (25)

Mn,0(xn) =

{

n−1
∑

s=0

(−1)s
(2n− 1)!

(2s+ 1)!(2n− 2s− 1)!
xn−s−1
n (1− xn)

s

}2

; xn = λ∗/n
2;
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для p-станiв (n ≥ 2 )

σPW
n,1 (λ) = α0πa

2
0

210

32
n4(n2 − 1)

(

λ∗
n2

)9/2 (

1− λ∗
n2

)5/2

Mn,1

(

λ∗
n2

)

; (26)

M2,1(x) = 1; M3,1(x) = [1− 2x]2; M4,1(x) =

{

1− 24

5
x+

24

5
x2

}2

; ...;

для d-станiв (n ≥ 3)

σPW
n,2 (λ) = α0πa

2
0

212

3 · 5 n2(n2 − 1)(n2 − 4)

(

λ∗
n2

)11/2 (

1− λ∗
n2

)7/2

Mn,2

(

λ∗
n2

)

;(27)

M3,2(x) = 1; M4,2(x) = [1− 2x]2; ...;

для f-станiв (n ≥ 4)

σPW
n,3 (λ) = α0πa

2
0

214

3 · 7 · (3 · 5)2 n
2(n2 − 1)(n2 − 4)(n2 − 9)

(

λ∗
n2

)13/2

×
(

1− λ∗
n2

)9/2

Mn,3

(

λ∗
n2

)

; (28)

M4,3(x) = 1; M5,3(x) = [1− 2x]2; ... i т.д..

При цьому виконуються рiвностi Mn,l(0) =Mn,l(1) = 1.
Ми спiвставили розрахованi за формулами (24)–(28) парцiальнi поперечнi пере-

рiзи фотойонiзацiї атома водню для станiв n, l, де n змiнюється вiд 1 до 5 (при всiх
допустимих значеннях l), з вiдповiдними перерiзами, розрахованими за формулами
роботи [13]. У границi малих довжин хвиль (λ∗ << n2) результати обох наближень
збiгаються. Розрахованi за формулами (24)–(28), поперечнi перерiзи є неперервними
функцiями довжини хвилi, якi занулюються в околах вiдповiдних червоних границь
(λ∗ → n2).

Вiдзначимо, що функцiї σ̃PW
n,l (λ) при 0 ≤ l ≤ n − 2 є осцилюючими функцiями

довжини хвилi, але
∑n−1

l=0 σ̃n,l(λ) осциляцiй не має. Це добре видно з рисунка 5,
на якому наведено функцiї σ̃PW

3,l (λ) (пунктирнi кривi) та їх суму (суцiльна крива з

одним максимумом, розташованим поблизу λ = 6000Å). Таку ж властивiсть мають
функцiї σPW

n,l (λ) при довiльних значеннях n.
Поперечнi перерiзи, розрахованi на кулонiвських функцiях неперервного спе-

ктру, коректнi в областi довжин хвиль, далеких вiд порогових значень, а σPW
n,l (λ) –

в областях поблизу порогiв.
Щоб отримати наближенi вирази, придатнi для всiх допустимих довжин хвиль,

ми скористалися методом зшивання, що iлюструє рис. 6. Тут пунктирними кривими
зображено функцiї

∑2
l=0 σ̃3,l(λ) та

∑2
l=0 σ̃

PW
3,l (λ), а суцiльною кривою – функцiю

σ̃mod
3 (λ)

σ̃mod
3 (λ) =







∑2
l=0 σ̃3,l(x) при 0 ≤ x ≤ x1;

y3(x) при x1 < x ≤ x2;
∑2

l=0 σ̃
PW
3,l (x) при x2 < x ≤ 1.

(29)
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Рис. 5: Спектральна залежнiсть поперечних перерiзiв фотойонiзацiї атомiв водню, розра-
хованих у плоскохвильовому наближеннi, для стану з головним квантовим числом n = 3.
Суцiльна крива зображає суму

∑
2

l=0
σPW
n,l (λ).

При цьому x = λ∗/9, а зшивання проводиться у точках x1 = 0.75, x2 = 0.91;

y3(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3, (30)

де b0 = 7428, 7, b1 = −29061, 4, b2 = 37917, 9, b3 = −16378, 4.

Аналогiчним способом сконструйовано модельний поперечний перерiз фотойонi-
зацiї атомiв водню, збуджених на рiвень n = 4.

Оскiльки заселенiсть рiвнiв зменшується при збiльшеннi головного квантового
числа, а ефекти екранування приводять до того, що стани з великими значення-
ми n не можуть реалiзуватися, то при наближеному розрахунку ми враховували
лише квантовi стани атомiв водню з n = 3 i 4. Сконструйованi нами модельнi по-
перечнi перерiзи з нульовою пороговою асимптотикою дозволяють якiсно описати
немонотонну поведiнку коефiцiєнта неперервного поглинання в околi його максиму-
му, вiдому зi спостережуваних даних [4], що iлюструє жирна крива рисунка 4.

Спектральна залежнiсть нормованого ефективного поперечного перерiзу, роз-
рахованого за формулою (3) з використанням модельних поперечних перерiзiв
σ̃mod
3 (x3) и σ̃mod

4 (x4), представлена жирною кривою рисунка 4. Вiдзначимо, що всi
кривi рисунка 4 нормованi одним i тим же значенням σeff (λ1) при λ1 = 5280Å. Як
бачимо, вiдповiднiсть мiж розрахованими i спостережуваними даними можна досяг-
ти тiльки при використаннi поперечних перерiзiв фотойонiзацiї збуджених атомiв з
нульовою пороговою поведiнкою.

Для того, щоб
”
автоматизувати“ розрахунок модельних поперечних перерiзiв,

змоделюємо потенцiал, який формує стани фотоелектрона, у виглядi

Vef (r) = −e
2

r
Q(ε), (31)
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Рис. 6: Зшивання кулонiвського i плоскохвильового поперечних перерiзiв фотойонiзацiї

атомiв водню у випадку n = 3. Суцiльна крива - σ̃mod
3 (x).

де безрозмiрна функцiя Q(ε), що визначається безрозмiрною енергiєю ε, має таку
асимптотику:

Q(ε) =

{

bεx + ... при ε≪ 1,
1 + ... при ε≫ 1.

(32)

Розглянемо рiвняння Шредингера для фотоелектрона у полi (31),

{

−~
2∆r

2m
− e2

r
Q(ε)

}

ψk(r) =
~
2k2

2m
ψk(r). (33)

Якщо
”
параметр включення“ взаємодiї Q(ε) прямує до нуля, то розв’язки рiвняння

(33) описують рух вiльного електрона. Для зручностi наступних розрахункiв вико-
наємо масштабне перетворення r = r

′

Q−1(ε), що дозволяє звести рiвняння (33) до
рiвняння Шредингера з чисто кулонiвським потенцiалом, але ефективною енергiєю
частинки,

{

−~
2∆r′

2m
− e2

r′

}

ψk̃(r
′

) =
~
2k̃2

2m
ψk̃(r

′

), (34)

де k̃ = kQ−1(ε). В околi порогових значень частоти фотона, коли енергiя фотоеле-
ктрона є малою, рiвняння (33) описує рух частинки малої енергiї у слабкому полi,
а рiвняння (34) описує стани електрона у чисто кулонiвському полi, але з великою
кiнетичною енергiєю. У границi великих енергiй фотоелектрона (коли Q(ε) → 1), цi
два зображення збiгаються.

Розв’язки рiвняння (34) добре вiдомi [15]: у сферичнiй системi координат ψ
k̃
(r

′

) =
Yl,m(θ, ϕ)Rk̃,l(ρ̃),

Rk̃∗,l
(ρ̃) = C

(l)

k̃∗

1

(2l+ 1)!
(2k̃∗ρ̃)

le−ik̃∗ρ̃F

{

i

k̃∗
+ l + 1, 2l+ 2, 2ik̃∗ρ̃

}

, (35)
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де ρ̃ = |r′ |a−1
0 , k̃∗ = ka0(Q(ε))−1 , F (α, γ, x) – вироджена гiпергеометрична функцiя,

C
(l)

k̃∗

= 2(k̃∗)
1/2(1− e−2π/k̃∗)−1/2

l
∏

s=1

(

s2 +
1

k̃2∗

)1/2

. (36)

Функцiї Rk̃∗,l
(ρ̃) нормованi

”
за шкалою“ k̃∗:

∞
∫

0

R∗

k̃
(1)
∗,l

(ρ̃)R
k̃
(2)
∗,l

(ρ̃)ρ̃2dρ̃ = δ(k̃
(1)
∗ − k̃

(2)
∗ ). (37)

Для зручностi розрахункiв введемо функцiї

R̃k∗,l
(ρ̃) = (Q(ε))−1/2(2k∗)

−1/2Rk̃∗,l
(ρ̃), (38)

якi нормованi
”
за шкалою“ безрозмiрної енергiї електрона εk = (ka0)

2 = k2∗:

∞
∫

0

R̃∗

k
(1)
∗,l

(ρ̃)R̃
k
(2)
∗,l

(ρ̃)ρ̃2dρ̃ = δ((k
(1)
∗ )2 − (k

(2)
∗ )2). (39)

У дипольному наближеннi поперечний перерiз переходу зi зв’язаного стану (n, l)
у стан неперервного спектру (E, l) визначається матричним елементом модуля
радiус-вектора електрона

τn,l→E,l±1 =
a0
Q

∞
∫

0

dρ̃ ρ̃3Rn,l(ρ̃)R̃k∗,l(ρ̃), (40)

де

Rn,l(ρ̃) = Q−3/22n−2−l[(2l + 1)!]−1

{

(n+ l)!

(n− l − 1)!

}1/2

× (41)

× (2ρ̃/Q)l exp {−ρ̃[nQ]−1}F (−n+ l + 1, 2l+ 2, 2ρ̃[nQ]−1)

– нормована радiальна функцiя зв’язаного стану електрона у чисто кулонiвсько-
му полi з квантовими числами (n, l), записана у змiнних ρ̃. Матричний елемент
τn,l→E,l±1 зводиться до лiнiйної комбiнацiї iнтегралiв типу

Jν
αγ =

∞
∫

0

dx xνe−λxF (α, γ, sx) = (42)

= Γ(ν + 1)λ−1−ν
(

1− s

λ

)−α

F

(

α, γ − ν − 1, γ,
s

s− λ

)

,

де

α ≡ i/k̃∗ + 2 при l = 0, (43)

α ≡ i/k̃∗ + l+ 1± 1 при l 6= 0,
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F (α, β, γ, z) – гiпергеометрична функцiя [15].

Як приклад наведемо матричний елемент для переходу (1, 0) → (E, 1), розрахо-
ваний за формулою (40):

τE,1
1,0 (k∗) = a0 · 24

(

1− Q

2

)

(1 + k2∗)
−3

(

1 +
Q2

k2∗

)1/2

× (44)

× k∗Q
1/2(1− e−2πQ/k∗)−1/2 exp

(

−2Q

k∗
arctg(k∗)

)

.

В околi порогу, коли k∗ → 0, асимптотика τE,1
1,0 визначається вiдношенням Q(ε)/k∗:

τE,1
1,0 (k∗) →

{

23 e−2 a0 при Q(ε) = 1,

27/2(π)−1/2(k∗)
3/2a0 при Q(ε) ≪ k∗.

(45)

Випадок Q(ε) = 1 вiдповiдає чисто кулонiвському потенцiалу, а Q(ε) ∼ k2x∗ при
x ≥ 1 – вiльному руховi електрона. Зауважимо, що у формулi (45) при Q(ε) ≪
k∗ у матричному елементi немає залежностi вiд Q(ε). Використовуючи радiальну
хвильову функцiю вiльного руху електрона, нормовану

”
за шкалою енергiї“ [15]

R̃k∗,1(ρ) =

√

k∗
π

{

sin(k∗ρ)

(k∗ρ)2
− cos(k∗ρ)

k∗ρ

}

, (46)

знаходимо, що

τE,1
1,0 =

27/2√
π
k
3/2
∗

a0
(1 + k2∗)

3
, (47)

що вiдповiдає виразу (44) при Q(ε) ≪ k∗. Отже, функцiї Rk̃∗,l
(ρ̃) чи R̃k∗,l(ρ̃) є таки-

ми, якi при великих значеннях енергiї фотоелектрона збiгаються з кулонiвськими
функцiями неперервного спектру, а при малих значеннях енергiї вони близькi до
хвильових функцiй вiльного електрона. Вiдповiдно i поперечний перерiз

σ1,0(λ∗) =
4π2

3
ω∗α0τ

2
1,0(k∗) при k2∗ = λ−1

∗ − 1, (48)

або

σ1,0(λ∗) = πα0a
2
0f1(λ∗)

29

3

(

1− 1

2
Q(λ∗)

)2

Q(λ∗)λ
4
∗[1 + λ∗(Q

2(λ∗)− 1)], (49)

де

f1(λ∗) = 2π

{

1− exp

[

−2πQ(λ∗)

(

1− λ∗
λ∗

)−1/2
]}−1

× (50)

× exp

{

−4

(

1− λ∗
λ∗

)−1/2

Q(x) arctan

(

1− λ∗
λ∗

)1/2
}

,
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має кулонiвську асимптотику при λ∗ ≪ 1 i плоскохвильову при λ∗ → 1, якщо
Q(λ∗) → 1 при λ∗ ≪ 1 i Q(λ∗) → 0 при λ∗ → 1. Нижче наведено вирази для
поперечних перерiзiв фотойонiзацiї атома водню, збудженого на рiвень n = 3:

σ̃m
3,0(λ∗) = (πα0a

2
0)

−1σm
3,0(λ∗) = f3(λ∗)

(

λ∗
9

)4

Q(λ∗)2
1034 ×

×
[

1 + λ∗

(

Q2(λ∗)−
1

9

)]

Φ2
3,0(λ∗); (51)

Φ3,0(λ∗) =

(

1− Q

2

)

− 2

3

(

λ∗
9

)

[12− 22Q+ 9Q2] +

+
2

3

(

λ∗
9

)2

[16− 52Q+ 54Q2 − 18Q3];

σ̃m
3,1(λ∗) = σ̃+

3,1(λ∗) + σ̃−
3,1(λ∗);

σ̃+
3,1(λ∗) = f3(λ∗)

(

λ∗
9

)5

Q(λ∗)2
143

[

1 + λ

(

Q2

4
− 1

9

)]

×

×
[

1 + λ

(

Q2 − 1

9

)]{

2−Q− λ

9
[8− 14Q+ 6Q2]

}2

; (52)

σ̃−
3,1(λ∗) = f3(λ∗)

(

λ∗
9

)5

Q(λ∗)2
1132(Φ−

3,1(λ∗))
2;

Φ−
3,1(λ∗)) = [−3 + 4Q] + 2

λ

9
[−31Q+ 8 + 33Q2 − 9Q3]

+2

(

λ

9

)2

[50Q− 8− 105Q+ 90Q3 − 27Q4].

σ̃m
3,2(λ∗) = σ̃+

3,2(λ∗) + σ̃−
3,2(λ∗);

σ̃+
3,2(λ∗) = f3(λ∗)

(

λ∗
9

)6

Q(λ∗)
21732

5

(

1− 3

4
Q

)2

×

×
[

1 +
λ

9

(

Q2 − 1
)

] [

1− λ

9

(

1− 9

4
Q2

)]

; (53)

σ̃−
3,2(λ∗) = f3(λ∗)

(

λ∗
9

)6

Q(λ∗)
21132

5

[

1 +
λ

9

(

9Q2 − 1
)

]

(Φ−
3,2(λ∗))

2;

Φ−
3,2(λ∗)) = [7Q− 6]− λ∗

9
[16− 52Q+ 54Q2 − 18Q3],

де

f3(λ∗) = 2π

{

1− exp

[

−6πQ(λ∗)

(

9− λ∗
λ∗

)−1/2
]}−1

× (54)

× exp

{

−12Q(λ∗)

(

9− λ∗
λ∗

)−1/2

arctan

(

9− λ∗
λ∗

)1/2
}

.



54

О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 48

У формальнiй границi Q(λ∗) → 0 вирази (49), (51)–(53) не залежать вiд Q(λ∗) i
збiгаються з перерiзами, одержаними у плоскохвильовому наближеннi. Цi перерiзи
занадто великi в околi вiдповiдних порогiв фотойонiзацiї (λ∗ → n2). Покладаючи
Q(λ∗) = 1, одержуємо поперечнi перерiзи з роботи [12] (див. ф. (17)), що вiдпо-
вiдають йонiзацiї атома водню у вакуумi. Вiдповiдним вибором функцiї Q(λ∗) з
формул (49), (51)–(53) можна одержати поперечнi перерiзи, подiбнi до модельних
перерiзiв, зображених на рисунку 6. Очевидно, що у границi малих довжин хвиль
Q(λ∗) → 1, що вiдповiдає потенцiалу Кулона. В околi порогiв йонiзацiї Q(λ∗) може
мати нульову асимптотику, або ж прямувати до деякого значення, вiдмiнного вiд
нуля (Q(λ∗ = n2) < 1).
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Рис. 7: Залежнiсть поперечного перерiзу фотойонiзацiї атомiв водню вiд довжини хвилi.
Жирна пунктирна крива зображає перерiз при Q(λ∗) = 1, що вiдповiдає потенцiалу Куло-
на.

На рисунку 7 зображено поперечний перерiз σ̃1,0(λ∗), розрахований з використа-
нням функцiї з нульовою асимптотикою при λ∗ = 1, а саме

Q1(λ∗) = (6− a)(1− λ∗)
2 − 2(4− a)(1− λ∗)

3 + (3− a)(1− λ∗)
4, (55)

у якiй є один вiльний параметр a. Як видно з рисунка, результат слабо чутливий
до значення цього параметра (кривим цього рисунка вiдповiдають a = 1; 2; 3). Для
порiвняння наведено перерiз при Q(λ∗) = 1, що вiдповiдає потенцiалу Кулона.

На рисунках 8 та 9 наведено результати розрахунку поперечних перерiзiв σ̃+
3,0(λ∗)

та σ̃+
3,1(λ∗) з використанням функцiї

Q(λ∗) = 1− α

(

λ∗
9

)6

, (56)

яка має ненульову границю при λ∗ = 9, що вiдповiдає
”
ослабленому“ потенцiалу

Кулона (звичайно α < 1). Кривим рисунка 8, 9 вiдповiдає α = 0.30.



О. Стельмах

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 48 55

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 35

 40

 6  6.5  7  7.5  8  8.5

σ ~+
3,0(λ

*
)

λ
*

Рис. 8: Спектральна залежнiсть поперечно-
го перерiзу фотойонiзацiї атома водню зi
збудженого стану n = 3 за формулами (52),
(57) при α = 0.30.
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Рис. 9: Спектральна залежнiсть поперечно-
го перерiзу фотойонiзацiї атомiв водню, що
вiдповiдає

”
ослабленому“ потенцiалу Куло-

на (пунктирна крива) i потенцiалу Кулона
(суцiльна крива) при α = 0.30.

Зауважимо, що модельнi поперечнi перерiзи, зображенi на рисунках 8 i 9, в обла-
стi невеликих довжин хвиль бiльшi за кулонiвськi перерiзи i прямують до останнiх
при λ∗ → 0. Така поведiнка цiлком зрозумiла, адже поперечний перерiз тим бiльший,
чим слабший ефективний притягуючий потенцiал.

Висновки

Виконанi нами розрахунки свiдчать про те, що особливостi коефiцiєнта неперерв-
ного поглинання у фотосферi Сонця в околi (7 − 8)103Å зумовленi фотойонiзацiєю
атомiв водню, збуджених на рiвень n = 3.

Збiжностi розрахованого ефективного поперечного перерiзу i спостережуваного
можна досягти при умовi, що поперечнi перерiзи фотойонiзацiї збуджених атомiв
водню мають нульову порогову асимптотику, що вимагає врахування процесiв ре-
комбiнацiї при розрахунку вказаних поперечних перерiзiв.
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PHOTOIONIZATION CROSS SECTION OF THE ATOMS

HYDROGEN IN THE SUN PHOTOSPHERE

O. Stelmakh

Ivan Franko National University of Lviv

Kyrylo and Mefodiy St., 8, 79005 Lviv, Ukraine

The features of the photoionization processes of the hydrogen ions in parti-
ally ionized plasma in stars photospheres are analysed. The intepretation of an
observed spectral dependence of the continuum absorption coefficient into the
solar photosphere in wavelength region (7− 9)103Å is proposed.

Key words: photoionization atoms hydrogen, recombination, cross section,
effectively cross section photoionization H−.

ПОПЕРЕЧНОЕ СЕЧЕНИЕ ФОТОИОНИЗАЦИИ АТОМОВ

ВОДОРОДА В ФОТОСФЕРЕ СОЛНЦА

О. Стельмах

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

Проанализированы особенности процесса фотоионизации возбужденных
атомов водорода в частично ионизированной плазме звездных фотосфер.
Предложена интерпретация наблюдаемой спектральной зависимости коэф-
фициента непрерывного поглощения Солнца в области (7− 9)103Å.

Ключевые слова: фотоионизация атомов водорода, рекомбинация, попе-
речное сечение, эффективное поперечное сечение фотоионизации H−.


