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У рамках мiкроскопiчного базисного пiдходу без використання будь-яких
феноменологiчних параметрiв розвинуто один з варiантiв врахування ба-
гаточастинкових кореляцiй при розрахунку енергетичних характеристик
електрон-йонних моделей металiв. Роль n-частинкових електронних коре-
ляцiй проаналiзовано на прикладi розрахунку ефективних двойонних по-
тенцiалiв взаємодiї в Al, Mg та Na.

Ключовi слова: електрон-йонна модель металу, йонна модель металу,
n-частинковi кореляцiйнi функцiї, поправка на локальне поле, ефективнi
багатойоннi потенцiали взаємодiї

1 Вступ

Врахування кореляцiйних ефектiв у багатоелектронних системах було однiєю з
найважливiших проблем двадцятого столiття. Теорiя слабо неiдеальних вироджених
фермi-систем побудована у 50-х-70-х роках в роботах Бома, Пайнса, Гелл-Манна,
Бракнера, Савади, Воско та iн. [1-8]. В теорiї фермi-системi слабкої та промiжної
неiдеальностi було розвинуто наближенi методи в рамках дiелектричного формалi-
зму, функцiй Грiна, функцiонала густини [8-16]. Цi роботи виконано в серединi дру-
гої половини минулого столiття. В цей же перiод виникла iдея багаточастинкового
опису електрон-йонних моделей металiв (див.[17-19]). Хоча в цих роботах модель
однорiдної електронної рiдини описувалась у рамках наближення хаотичних фаз,
врахування локальних електрон-йонних взаємодiй виконувалось фактично на бази-
сному рiвнi - на основi наближених статичних n-електронних корекцiйних функцiй
моделi однорiдної електронної рiдини. Це надихнуло одного з авторiв даної роботи
на розробку базисного пiдходу в теорiї електронної рiдини [20-24] як одного з варiан-
тiв перенормованої теорiї збурень, сформульованої не в термiнах одночастинкових
характеристик (одночастинковий спектр, середнi значення чисел заповнення), а в
термiнах n-частинкових динамiчних кореляцiйних функцiй базисної системи - моде-
лi iдеального виродженого електронного газу, - якi були дослiдженi i розрахованi в
роботах [24-26].
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Необхiднiсть коректного розрахунку статичних многохвосток моделi електронної
рiдини для врахування електрон-йонних взаємодiй призвела до концепцiї локально-
го поля, яка з часом зайняла одне з центральних мiсць у багатоелектроннiй теорiї
металiв. Поправка на локальне поле як засiб врахування вищих кореляцiйних ефе-
ктiв (вихiд за рамки наближення хаотичних фаз) є унiверсальною характеристикою
моделi електронної рiдини, як i будь-яких iнших багаточастинкових систем. Вона
може визначати i характеристики моделi електронної рiдини, але для строгих роз-
рахункiв необхiдна динамiчна поправка. Традицiйно ж використовують статичний
варiант поправки на локальне поле [19]. Теорiю динамiчної поправки на локальне
поле вперше розроблено в роботах [27,28] на основi базисного пiдходу. Це дозво-
лило виконати коректнi розрахунки енергетичних та структурних характеристик
моделi електронної рiдини не тiльки в областi слабкої неiдеальностi, але й промi-
жної i сильної (rs ≤ 10, де rs - параметр Вiгнера-Бракнера),що включає область
металiв (1, 6 ≤ rs ≤ 5, 5). Дослiджено особливостi поведiнки поправки на локальне
поле як функцiї параметра неiдеальностi rs, поправку на локальне поле при вiдмiн-
них вiд нуля температурах, вплив форми потенцiалу мiжчастинкових взаємодiй на
iмпульсно-частотну залежнiсть поправки на локальне поле та iн.

Врахування багатойонних ефективних взаємодiй є необхiдним моментом у суча-
снiй багатоелектроннiй теорiї металiчних систем (метали, сплави, металiчнi плiвки,
наносистеми) при розрахунках їхнiх енергетичних, структурних та дiелектричних
характеристик. У зв’язку з цим розрахунок n-частинкових потенцiалiв ефективних
мiжйонних взаємодiй на основi коректних наближень для поправки на локальне
поле є актуальною задачею, якiй присвячена дана робота.

2 Основнi спiввiдношення

Як i в роботi [29], розглянемо модель електронейтральної системи, що скла-
дається з пiдсистеми Ne колективiзованих електронiв, якi знаходяться у полi
Ni = z−1Ne адiабатичних йонiв заряду z, в об’ємi V у термодинамiчнiй границi
Ne, V → ∞, Ne/V = const. Для запису гамiльтонiана моделi використаємо зображе-
ння вторинного квантування на базисi плоских хвиль для електронiв та координатне
зображення для йонiв. У цьому зображеннi гамiльтонiан має стандартний вигляд,

Ĥ = Ĥ0 + V̂ee + V̂ei + V̂ii + C0, (1)

де

Ĥ0 =
∑

k,s

εka
+
k,sak,s, V̂ee = (2V )−1

∑

q 6=0

V (q)Î2(q,−q),

Î2(q,−q) =
∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+k1+q,s1
a+k2−q,s1

ak2,s2ak1,s1 , (2)

V̂ei = V −1
∑

q 6=0

Vei(q)Sq

∑

k,s

a+k+q,sak,s,

V̂ii = (2V )−1
∑

q 6=0

Vii(q){SqS−q −Ni}.
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Оператор Ĥ0 є гамiльтонiаном моделi iдеального електронного газу, V̂ee опи-
сує мiжелектроннi взаємодiї, V̂ei - локальнi електрон-йоннi взаємодiї; V̂ii -енергiю
мiжйонних взаємодiй; при цьому εk = ~

2k2/2m; Vq = 4πe2/q2; Vei(q) та Vii(q) -
зображення Фур’є потенцiалiв електрон-йонних та мiжйонних взаємодiй, якi вважа-
ються заданими; Sq =

∑Ni

j=1 exp[i(q,Rj)] - структурний фактор йонної пiдсистеми. У
зв’язку з електронейтральнiстю системи у сумах за вектором q вiдсутнi компоненти
з q = 0, проте стала

C0 = N2
i (2V )−1 lim

q→0
{z2V (q) + Vii(q) + 2Vei(q)}, (3)

що визначається вiдхиленням потенцiалiв Vii(q) та Vei(q) вiд потенцiалу Кулона,
може бути вiдмiнною вiд нуля.

Розраховуючи статистичну суму моделi (1) за електронними змiнними у велико-
му канонiчному ансамблi, одержуємо традицiйне представлення для термодинамi-
чного потенцiалу (див. роботу [30] у цьому номерi журналу)

Ωei(µ) = Ωe(µ) + V̂ii + C0 +
∑

m≥2

Ωm(µ), (4)

у якому Ωe(µ) - термодинамiчний потенцiал моделi однорiдної рiдини, що виражає-
ться через її двочастинкову кореляцiйну функцiю,

Ωe(µ) ≡ Ωe(µ, T, V ) = Ω0(µ) + Ωint(µ),

Ω0(µ) = −β−1
∑

k,s

ln{1 + exp[β(µ − εk)]}, (5)

Ωint(µ) = (2βV )
−1

∑

q,ν

1
∫

0

dλVqµ
λ
2 (x,−x),

де β - обернена температура, x ≡ (q, ν), νn = 2nπβ−1 - частоти Бозе-Мацубари,
µλ
2 (x,−x) - спектральне зображення двочастинкової кореляцiйної функцiї модельної

системи електронiв з потенцiалом взаємодiї мiж частинками λV (q), де 0 ≤ λ ≤ 1.
Внески

Ωm(µ) ≡ Ωm(µ, T, V ) = (−1)n−1(n!)−1V −n ×

×
∑

q1,··· ,qn 6=0

Vei(q1)Vei(q2) · · ·Vei(qn)Sq1
· · ·Sqn

(6)

×µ̃n(q1, · · · ,qn|0, · · · , 0)δq1+q2+···+qn,0

визначаються статичними границями n - частинкових кореляцiйних функцiй моделi
електронної рiдини.

Для переходу до змiнних канонiчного ансамблю (N, T, V ) i вiльної енергiї

Fei(N, T, V ) = Ωei(µ, T, V ) +Neµei (7)

необхiдно розрахувати хiмiчний потенцiал електрон-йонної моделi µei, що є коренем
рiвняння

−
∂

∂µ
Ωei(µ) = Ne. (8)
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З цiєю метою розкладемо Ωe(µ) та Ωm(µ) у ряди Тейлора в околi точки µe, де µe -
хiмiчний потенцiал моделi електронної рiдини (корiнь рiвняння − ∂

∂µΩe(µ) = Ne):

Ωe(µ) = Ωe(µe) +
∑

n≥1

(µ− µe)
n

n!
Ω(n)

e (µe),

Ωm(µ) = Ωm(µe) +
∑

n≥1

(µ− µe)
n

n!
Ω(n)

m (µe), (9)

де f (n)(µ) ≡ ∂n

∂µn f(µ). Пiдставляючи цi розклади у формулу (8), одержуємо рiвняння
для зсуву хiмiчного потенцiалу µei − µe у явному виглядi:

∑

n≥2

[(n− 1)!]
−1

(µei − µe)
n−1{Ω(n)

e (µe) +
∑

m≥2

Ω(n)
m (µe)} +

∑

m≥2

Ω(1)
m (µe) = 0. (10)

Для вiльної енергiї одержуємо такий ряд Тейлора:

F = Fe + V̂ii +
∑

m≥2

Ωm(µe)−
∑

n≥2

n− 1

n!
(µei − µe)

n{Ω(n)
e (µe) +

∑

m≥2

Ω(n)
m (µe)}. (11)

Необхiднi для розрахунку хiмпотенцiалу та вiльної енергiї похiднi Ω
(n)
e (µe) та

Ω
(n)
m (µe) знаходяться за допомогою спiввiдношень

∂s

∂µs
µ̃λ
n(x1, · · · , xn) = µλ

n+s(x1, · · · , xn; 0, · · · , 0). (12)

Наведемо тут вирази для найважливiших похiдних:

Ω
(n)
0 (µe) = µ̃0

n(0, · · ·, 0) = limx1···xn→0µ̃
0
n(0, · · ·, 0|µ0);

Ω
(n)
int(µe) = (2βV )−1

∑

q,ν

1
∫

0

dλVqµ
λ
2+n(x,−x, 0, · · · , 0|µ0); (13)

Ω
(n)
2 (µe) = −(2!V 2)−1

∑

q

V 2
q SqS−qµ̃2+n(q,−q, 0 · · · , 0|0, · · · , 0|µ0);

Ω
(n)
3 (µe) = (3!V 3)−1

∑

q1,q2

Vq1
Vq2

Vq1+q2
Sq1

Sq
2
S−q

1
−q2

×

×µ̃3+n(q1,q2,−q1 − q2, 0 · · · , 0|0, · · · , 0|µ0)

i т.д. Як вiдомо, Ω(2)
e (µe) = −µ̃2(0, 0|µe) = −M2(0, 0) є довгохвильовою статичною

границею поляризацiйного оператора моделi електронної рiдини, що пов’язаний
з її стисливiстю æ = −V −1 ∂V

∂P спiввiдношенням M2(0, 0) = æN2
eV

−1, µ̃0
2(0, 0) =

æ0N
2
eV

−1.
З точки зору практичних розрахункiв важливим є питання про збiжнiсть ряду (4)

за степенями електрон-йонного потенцiалу взаємодiї. Як показано в роботах [...], n-
частинковi кореляцiйнi функцiї, що фiгурують у формулi (6), мають таку структуру:

µ̃n(q1, · · · ,qn|0, · · · , 0) = Mn(q1, · · · ,qn)

n
∏

i=1

ε−1(qi), (14)
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де Mn(q1, · · · ,qn) - n-частинковий поляризацiйний (статичний) оператор моделi еле-
ктронної рiдини,

ε(q) = 1 +
Vq

V
M2(q,−q) (15)

- функцiя дiелектричної проникностi цiєї моделi. При цьому M2(q,−q) та
Mn(q1, · · · ,qn) є функцiоналами, побудованими на кореляцiйних функцiях моде-
лi iдеального газу
µ̃0
k(x1, · · · , xk), де k ≥ 2. Для оцiнки збiжностi ряду у формулi (4) скористує-

мось найпростiшим наближенням - наближенням хаотичних фаз; у якому замiсть
Mn(q1, · · · ,qn) фiгурує µ̃0(q1, · · · ,qn) (n ≥ 2). Врахуємо також, що

µ̃0
n(q1, · · · ,qn) = 3Ne(2εF )

1−nfn(q
∗
1, · · · ,q

∗
n), (16)

де fn(q
∗
1, · · · ,q

∗
n) - безрозмiрна функцiя безрозмiрних змiнних q∗

i = qi/kF , εF =
~
2k2F /2m, а основною областю iнтегрування за змiнними q є область (0 ÷ 2kF ). В

результатi знаходимо, що завдяки екрануванню взаємодiй
∑

m≥2

Ωm(µ) є розкладом

за степенями безрозмiрного параметра

rs

{

1 +
4

πη
rs

}−1

, (17)

який в областi металiв має порядок одиницi (η = (9π/4)1/3), а не за степенями па-
раметра rs, як здається на перший погляд. Крiм того, кореляцiйнi функцiї iдеаль-
ного електронного газу складають iз збiльшенням n, що вiдповiдає принципу Паулi.
Адже в системi n електронiв є тим бiльше число електронiв з паралельними спiнами,
чим бiльше значення числа n.Таким чином, ряд (4) можна наближено трактувати
як розклад за n-частинковими кореляцiйними функцiями iдеального електронного
газу, чим i обгрунтовується його збiжнiсть.

Тому рiвняння (10) можна розв’язувати методом послiдовних наближень, вважа-
ючи (µei − µe) малою величиною. Обмежуючись врахуванням доданкiв з m = 2, 3, 4
у рядi (4), одержуємо такий вираз для вiльної енергiї моделi:

F = C0 + Fe + (2!V )−1
∑

q 6=0

Vii(q)[SqS−q −Ni]−

−(2!V 2)−1
∑

q 6=0

V 2
ei(q)SqS−qµ̃2(q,−q) + (18)

+(3!V 3)−1
∑

q1,q2 6=0

Vei(q1)Vei(q2)Vei(q1 + q2)Sq1
Sq2

S−q1−q2
µ̃3(q1,q2,−q1 − q2)−

−(8V 4)−1
∑

q1,q2 6=0

V 2
ei(q1)V

2
ei(q2)Sq1

S−q1
Sq2

S−q2
R4(q1,q2) + ... ,

−(4!V 4)−1
∑

q1,q2,q3 6=0

Vei(q1)Vei(q2)Vei(q3)Vei(−q1 − q2 − q3) ×

×µ̃4(q1,q2,q3,−q1 − q2 − q3)Sq1
Sq2

Sq3
S−q1−q2−q3

+ ... ,

де

R4(q1,q2) ≡ µ̃4(q1,−q1,q2,−q2)−M−1
2 (0, 0)µ̃3(q1,−q1, 0)µ̃3(q2,−q2, 0). (19)
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Для спрощення запису статичнi кореляцiйнi функцiї моделi електронної рiдини тут
i далi позначатимемо як µ̃n(q1, ...,qn).

Добутки структурних факторiв Sq1
· · ·Sqn

можна представити як суму n-
частинкових

Sn(q1, ...,qn) ≡

Ni
∑

j1 6=j2 6=... 6=jn=1

exp {i[(q1,Rj1) + (q2,Rj2) + · · · (qn,Rjn)]} (20)

структурних факторiв n-го та нижчого порядку згiдно з такими спiввiдношеннями

SqS−q = Ni + S2(q,−q);

Sq1
Sq2

S−q1−q2
= Ni + S2(q1,−q1) + S2(q2,−q2) + S2(q1 + q2,−q1 − q2) +

+ S3(q1,q2,−q1 − q2); (21)

Sq1
S−q1

Sq2
S−q2

= Ni(Ni + 1) +Ni{S2(q1,−q1) + S2(q2,−q2)} +

+ 2S3(q1,q2,−q1 − q2) + S3(q1,−q2,q2 − q1) + S3(−q1,q2,q1 − q2) +

+ S4(q1,−q1,q2,−q2),

i т.д. У термiнах n-частинкових структурних факторiв вiльна енергiя електрон-
йонної моделi записується у такому виглядi:

F = C0 + Fe +Niω +
∑

n≥2

(n!)V 1−n
∑

q1,...,qn 6=0

Φn(q1, ...,qn) ×

× Sn(q1, ...,qn) δq1+q2+...+qn,0. (22)

Тут Fe – вiльна енергiя моделi однорiдної електронної рiдини;

ω = −(2!V 2)−1
∑

q 6=0

V 2
ei(q) µ̃2(q,−q) + (23)

+ (3!V 3)−1
∑

q1,q2 6=0

Vei(q1)Vei(q2)Vei(q1 + q2) µ̃3(q1,q2,−q1 − q2)−

− (4!V 4)−1
∑

q1,q2,q3 6=0

Vei(q1)Vei(q2)Vei(q3)µ̃4(q1,q2,q3,−q1 − q2 − q3)−

− Ni(8V
4)−1

∑

q1,q2 6=0

V 2
ei(q1)V

2
ei(q2)R4(q1,q2) + ...

є енергiя впровадження – змiна енергiї однорiдної електронної рiдини при внесеннi
у неї одного йона (енергiя поляризацiї електронної рiдини). Iншi доданки у фор-
мулi (22) описують енергiю ефективних взаємодiй n-частинкових йонних кластерiв,
що знаходяться у середовищi електронної рiдини – суму двочастинкових взаємодiй;
тричастинкових, якi не зводяться до двочастинкових; чотиричастинкових, якi не
зводяться до тричастинкових i т.д. Функцiї Φn(q1, ...,qn), якi фiгурують у формулi
(22), є зображенням Фур’є n-частинкових потенцiалiв:

Φ2(q,q) = Vii(q) −
1

V
V 2
ei(q) µ̃2(q,−q) +
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+V −2Vei(q)
∑

q1 6=0

Vei(q1)Vei(q + q1)µ̃3(q,q1,−q− q1)−

−V −3Vei(q)
∑

q1,q2

Vei(q)Vei(q2)Vei(q+ q1 + q2)µ̃4(q,q1,q2,−q− q1 − q2)−

−(2V 3)−1Ni V
2
ei(q)

∑

q1 6=0

V 2
ei(q1)R4(q,q1) + ... ; (24)

Φ3(q1,q2,−q1 − q2) = V −1Vei(q1)Vei(q2)Vei(q1 + q2) µ̃3(q1,q2,−q1 − q2)−

−V 2Vei(q1)Vei(q2)
∑

q3 6=0

Vei(q3)Vei(−q1 − q2 − q3) µ̃4(q1,q2,q3,−q1 − q2 − q3)

+ ... ;

Φ4(q1,q2,q3,−q1 − q2 − q3) = V −1Vei(q1)Vei(q2)Vei(q3) ×

× Vei(−q1 − q2 − q3)µ̃4(q1,q2,q3,−q1 − q2 − q3) + ... .

У формулах (24) збережено доданки, якi дають внески до вiльної енергiї, пропор-
цiйнi до Ni.

Необхiдно уточнити поняття n-частинкових потенцiалiв ефективних мiжйонних
взаємодiй, оскiльки завдяки умовi електронейтральностi у всiх сумах за вектора-
ми q1, ...,qn вiдсутнi компоненти з qi = 0. Для прикладу розгляньмо двойонний
доданок у формулi (2),

1

2!V

∑

q 6=0

Φ2(q,−q)S2(q,−q) =
1

2!V

∑

q 6=0

Φ2(q,−q)

Ni
∑

j1 6=j2=1

exp[i(q,Rj1 −Rj2)] =

=
1

2!V

∑

q

Φ2(q,−q)

Ni
∑

j1 6=j2=1

exp[i(q,Rj1 −Rj2)]−
Ni(Ni − 1

2V
Φ2(0, 0) = (25)

=
1

2!V

Ni
∑

j1 6=j2=1

Φ2(Rj1 −Rj2)−
Ni

2V
(Ni − 1)Φ2(0, 0),

де

Φ2(R) =
1

V

∑

q

Φ2(q,−q) exp [i(q,R)], (26)

Φ2(0, 0) = lim
q→0

Φ2(q,−q).

У формулi (26) сума за вектором q включає компоненту q = 0, а Φ2(R) є стандар-
тним перетворенням Фур’є функцiї Φ2(q,−q) i має змiст iстинного двочастинкового
потенцiалу.

Доданки останнього рядка формули (25) у значнiй мiрi компенсуються. Щоб
показати це, скористаємось наближенням

1

2!

Ni
∑

j1 6=j2=1

Φ2(Rj1 −Rj2) ≃
Ni

2!

∫

dR
Ni

V
Φ2(R) =

N2
i

2V
Φ2(0, 0). (27)
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Хоч таке наближення застосовне лише для великих вiдстаней мiж йонами, воно
свiдчить про те, що вираз (25) є малою величиною i фактично описує не суму ефе-
ктивних (екранованих) двочастинкових взаємодiй, а той внесок, який зумовлений
вiдхиленням розподiлу позитивного заряду йонiв вiд однорiдного позитивного фону,
що фiгурує в моделi електронної рiдини, тобто ефект точковостi йонiв.

Аналогiчно тричастинкова сума у формулi (22) може бути записана у такому
виглядi:

1

3!V 2

∑

q1,q2 6=0

Φ3(q1,q2,−q1 − q2)S3(q1,q2,−q1 − q2) =

=
1

3!

Ni
∑

j1 6=j2 6=j3=1

Φ3(Rj1 −Rj3 ,Rj2 −Rj3) − (28)

−
Ni − 2

3V

Ni
∑

j1 6=j2=1

Φ
(1)
3 (Rj1 −Rj2) +

Ni

3!V 3
(Ni − 1)(Ni − 2) Φ3(0, 0, 0),

де

Φ3(Rj1 −Rj3 ,Rj2 −Rj3) = V −3
∑

q1,q2

Φ3(q1,q2,−q1 − q2)×

× exp{i[q1(Rj1 −Rj3)] + [q2(Rj2 −Rj3)]},

Φ
(1)
3 (Rj1 −Rj2) = V −2

∑

q

Φ3(q,−q, 0) exp {i[q(Rj1 −Rj2)]}, (29)

Φ3(0, 0, 0) = lim
qi→0

Φ3(q1,q2,−q1 − q2).

Доданки у формулi (28) також частково взаємно компенсуються, а в наближеннi
(27) вираз (28) дорiвнює нулевi.

Розрахунок внескiв до вiльної енергiї окремих доданкiв ряду (22) вимагає обчи-
слення потенцiалiв екранованих n-частинкових взаємодiй в координатному зобра-
женнi, що має також важливе самостiйне значення, а також застосування у рядi
задач теорiї металiв.

3 Модельний потенцiал електрон-йонних взаємодiй

У багатьох процесах, що вiдбуваються в металах пiд впливом зовнiшнiх факторiв,
електрони внутрiшнiх оболонок йонiв вiдiграють пасивну роль. Ця обставина зумо-
вила розвиток наближених методiв врахування взаємодiї двох пiдсистем електронiв
у металах – локалiзованих i колективiзованих, що грунтуються на використаннi
псевдопотенцiалiв i модельних потенцiалiв [19]. Один з найбiльш послiдовних пiдхо-
дiв до врахування внутрiшньої структури йонiв у металах є базисний пiдхiд, розви-
нутий у роботах [31-34]. Стартовою моделлю у цьому пiдходi є електрон-ядерна мо-
дель з рiвноправним описом електронiв обох пiдсистем у рамках базису, що включає
пiдпростiр локалiзованих одноелектронних хвильових функцiй заповнених кванто-
вих станiв в йонах даного металу. Статистичним засередненням за станами пасивної
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пiдсистеми одержується ефективний статистичний оператор (при низьких темпера-
турах – ефективний гамiльтонiан) для пiдсистеми колективiзованих електронiв з
багаточастинковими нелокальними електрон-йонними взаємодiями типу електрон-
йон, йон-електрон-йон, електрон-йон-електрон i т.д. Наступний розрахунок термо-
динамiчного потенцiалу такої моделi здiйснюється так само, як i в попередньому
роздiлi цiєї роботи, з тiєю рiзницею, що розклади (18) базуються на k-компонентах
багаточастинкових кореляцiйних функцiй µ̃n(q1, ...,qn|k) таких, що

µ̃n(q1, ...,qn) =
∑

k

µ̃n(q1, ...,qn|k). (30)

Це значно ускладнює практичнi розрахунки ефективних мiжйонних потенцiалiв
[32,34]. Було запропоновано способи

”
локалiзацiї“ електрон-йонних потенцiалiв, що

спрощує розрахунки i, крiм того, дає можливiсть спiвставляти їх з вiдомими набли-
женими аналiтичними модельними потенцiалами. У випадку металiв з багатоеле-
ктронними йонами одержанi таким способом електрон-йоннi потенцiали в областi
кора мають немонотонну поведiнку, що вiдображає оболонкову електронну стру-
ктуру йонiв [32].

Для iлюстрацiї розвинутого у данiй роботi варiанту базисного пiдходу ми вико-
ристали чисельно розрахованi

”
локалiзованi“ шляхом засереднення за сферою Фер-

мi потенцiали електрон-йонних взаємодiй з роботи [32] доозначивши їх на малих
вiдстанях вiд ядра таким чином: V (r) = εF при V (r) ≥ εF . Одержанi потенцiали
нагадують модельнi потенцiали Ашкрофта [35] або Краско-Гурського [36], але вони
не мають пiдгоночних параметрiв. Таким чином, ми використовуємо у цiй роботi
потенцiали у виглядi

Vei(r) =
e2

2a0

{ (

η
rs

)2

при ρ ≤ ρ0,

− 2z
ρ {1− e−αρ(1 + aρ)} при ρ > ρ0,

(31)

де ρ ≡ |r|a−1
0 , z – валентнiсть йона, rs – параметр Вiгнера-Бракнера, значення ρ0

визначається як корiнь рiвняння

ρ0

(

η

rs

)2

= 2z {e−αρ0(1 + aρ0)− 1}, (32)

а коефiцiєнти a та α – з умови найкращої апроксимацiї чисельних результатiв роботи
[32] виразом (31) при ρ ≥ ρ0. Параметри потенцiалу (31) для йонiв Na+, Mg2+ та
Al3+ наведено у Таблицi 1.

Таблиця 1. Параметри потенцiалiв електрон-йонних взаємодiй.

Йон z ρ0 rs a α
Na+ 1 1,23303 4,06 110,0 3,0
Mg2+ 2 1,39918 2,64 85,0 3,3
Al3+ 3 1,68506 2,07 80,0 3,6
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Рис. 1: Потенцiал електрон-йонної взаємодiї (у рiдбергах) для Na+, Mg2+, Al3+ за резуль-
татами роботи [32].

На рисунку 1 наведено потенцiали Vei(r) у рiдбергах. Це “слабкi” електрон-йоннi
потенцiали, якi можна враховувати у рамках теорiї збурень, бо ймовiрнiсть зна-
ходження електрона в областi кора є малою. Потенцiал (31) має таке зображення
Фур’є:

Vei(q) = z
4πe2

q2
v(q̃); q̃ = qa0 = qη/kF rs;

v(q̃) = ϕ1(q̃) sin (q̃ρ0) + ϕ2(q̃) cos (q̃ρ0); (33)

ϕ1(q̃) = q̃−1

{

(2z)−1

(

η

rs

)2

+
q̃2

α2 + q̃2
e−αρ0

[

α− a+ αa

(

ρ0 +
2α

α2 + q̃2

)]

}

;

ϕ2(q̃) = −1−

(

η

rs

)2

(2z)−1ρ0 +
q̃2e−αρ0

α2 + q̃2

{

1 + a

(

ρ0 +
2α

α2 + q̃2

)}

.

Потенцiал Vei(q) має кулонiвську довгохвильову асимптотику,

Vei(q) ⇒ −
z · 4πe2

q2
+ const + ... . (34)

Згiдно зi спiввiдношенням (32) асимптотика в областi великих хвильових векторiв
є осцилюючою функцiєю (див. рис. 2):

Vei(q) ⇒ 4πe2 z a20 q̃
−3 sin (q̃ρ0)

{

(2z)−1

(

η

rs

)2

+ e−αρ0 [α+ a (αρ0 − 1)]

}

+ ... . (35)
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Рис. 2: Фур’є-зображення потенцiалу електрон-йонної взаємодiї (в одиницях 4πa2
0e

2) для
Na+, Mg2+, Al3+.

4 Кореляцiйнi функцiї, поправка на локальне поле
та iнше

Явний розрахунок потенцiалiв ефективних багатойонних взаємодiй в iмпульсно-
му чи координатному зображеннi вимагає аналiтичного зображення статичних три-
та чотиричастинкових кореляцiйних функцiй, поправки на локальне поле та поляри-
зацiйного оператора у статичнiй довгохвильовiй границi M2(0, 0) моделi електронної
рiдини. У зв’язку з тим, що статичнi кореляцiйнi функцiї µ̃0

n(q1, ...,qn) при n ≥ 3
мають особливостi в околi |qi| = 2kF , у чисельних розрахунках зручно використо-
вувати замiсть них динамiчнi кореляцiйнi функцiї при дуже малих, але вiдмiнних
вiд нуля, частотах:

µ̃0
3(q1,q2,−q1 − q2) ⇒ µ̃0

3(x1, x2,−x1 − x2) =

= γ3(x1,−x2) + γ3(x2, x2 + x1) + γ3(x1, x1 + x2);

µ̃0
4(q1,−q1,q2,−q2) ⇒ µ̃0

4(x1,−x1, x2,−x2) = (36)

=
∑

σ=±1

{γ4(x1, x1.σx2) + γ4(x2, x2.σx1)− γ4(x1, x1, x1 + σx2)− γ4(x2, x2, x2 + σx1)}

−2m~
−2(q1,q2)

−1
∑

σ=±1

σ{γ3(x1, x1 + σx2) + γ3(x2, x2 + σx1)− γ3(x1, σx2)},

де xi ≡ (qi, νi); а також

µ̃0
2(q,−q) =

3Ne

2εF
I2,0(q); I2,0(q) =

1

2

{

1 +
1

q

(

1−
q2

4

)

ln

∣

∣

∣

∣

1 + q/2

1− q/2

∣

∣

∣

∣

}

;
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µ̃0
3(q,−q, 0) ⇒ µ̃0

3(x,−x, 0) =
3Ne

(2εF )2
1

2q
ln

u2 + (1 + q/2)2

u2 + (1− q/2)2
, (37)

де u = ν(2εF )
−1(q/kF )

−1. Функцiї γ3(x1, x2) та γ4(x1, x1, x2) зручно зображати у
такiй параметричнiй формi []:

γ3(x1, x2) = −
3Ne

(2εF )2
(q1q2)

−1

1
∫

0

dα

ρ2α

{

2−
Ω1

2ρα
ln

(ρα +Ω1)
2 +Ω2

2

(ρα − Ω1)2 +Ω2
2

−

−
Ω2

ρα

∑

σ=±1

arctg
ρ+ σΩ1

Ω2

}

; (38)

γ4(x1, x1, x2) =
3Ne

(2εF )3
(q21q2)

−1

1
∫

0

dα α

ρ2α

{

1

2ρα
ln

(ρα +Ω1)
2 +Ω2

2

(ρα − Ω1)2 +Ω2
2

−

−
∑

σ=±1

σ
ρ+ σΩ1

(ρ+ σΩ1)2 +Ω2
2

}

.

Тут використано такi позначення:

Ω1 ≡ Ω1(α) =
1

2
{αq1 + (1 − α)q2} ;

Ω2 ≡ Ω2(α) = αu1 + (1− α)u2; (39)

ρα = {1− 2α(1− t) + 2α2(1− t)}1/2;

t = cos( ˆq1,q2); qi = |qi|/kF ; ui = νi(2εF )
−1(qi/kF )

−1.

Iнтегральнi зображення (38) вимагають, щоб Ω2(α) було додатньо визначеним, що
реалiзується при частотах одного знаку (u1, u2 > 0;u1, u2 < 0).

У наближеннi локального поля n-частинковi поляризацiйнi оператори зобража-
ються у виглядi:

M2(x,−x) = µ̃0
2(x,−x){1 − L(x)G(x)}−1, (40)

M3(x1, x2, x3) ∼= µ̃0
3(x1, x2, x3)

3
∏

i=1

{1− L(xi)G(xi)}
−1,

i т.д., де L(x) = VqV
−1µ̃0

2(x,−x), а G(x) – поправка на локальне поле моделi еле-
ктронної рiдини. У звичайному наближеннi хаотичних фаз G(x) = 0, у так зва-
ному подвiйному наближеннi хаотичних фаз, де враховуються кореляцiйнi функцiї
µ̃0
2(x,−x), µ̃0

3(x1, x2, x3), µ̃0
4(x1,−x1, x2,−x2), поправка на локальне поле дорiвнює

GRPA(x) = V V −1
q [µ̃0

2(x,−x)]−2{M2,1(x,−x) +M2,2(x,−x)},

M2,1(x,−x) = −(2βV )−1
∑

x1

µ̃0
4(x,−x, x1,−x1)vRPA(x1), (41)

M2,2(x,−x) = (2βV 2)−1
∑

x1

vRPA(x1)vRPA(x+ x1){µ̃
0
3(x, x1,−x− x1)}

2;
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vRPA(x) = Vq{1 + L(x)}−1.

Вводячи безрозмiрнi функцiї

I2,s(q, u|rs) =

(

3Ne

2εF

)−1 (
rs
πη

)−s

M2,s(x,−x); s = 1, 2, (42)

де q ≡ |q|/kF , u = ν(2εF q)
−1, представимо поправку у такому виглядi [27]:

GRPA(q, u) =
q2

4

{

I2,1(q, u|rs) +
rs
πη

I2,2(q, u|rs)

}

I−2
2,0 (q, u). (43)

Необхiднi для наших обчислень статичнi функцiї I2,s(q, 0|rs) табульованi за змiнними
q та rs (∆rs = 0, 25). Функцiя (43) має коректну довгохвильову асимптотику, а її
асимптотика у статичному випадку

GRPA(q, 0) = γ(rs)(q/kF )
2 + ..., (44)

γ(rs) =
1

4

{

I2,1(0, 0|rs) +
rs
πη

I2,2(0, 0|rs)

}

добре узгоджується зi стисливiстю моделi електронної рiдини æ, обчисленою з тер-
модинамiчних спiввiдношень (з енергiї основного стану у наближеннi звичайного
RPA)

æ0

æ
= 1−

rs
πη

[

I2,1(0, 0|rs) +
rs
πη

I2,2(0, 0|rs)

]

, (45)

що дуже близьке до значень, одержаних методом Монте-Карло [37]. Дiйсно, зi спiв-
вiдношення M2(0, 0) = æN2/V одержуємо, що

æ0

æ
= 1−

4rs
πη

γ(rs); M−1
2 (0, 0) =

2εF
3Ne

æ0

æ
. (46)

Оскiльки I2,0(0, 0) = I2,1(0, 0|0) = 1, то γ(rs) є монотонно зростаючою функцiєю
параметра неiдеальностi, яка в областi металiчних густин змiнюється в iнтервалi
1
4 < γ(rs) < 1

3 . Короткохвильова асимптотика функцiї GRPA(x) не залежить вiд
хвильового вектора та частоти i є функцiєю rs, яка при досить значних rs (rs ≥ 3, 0)
перевищує одиницю, однак ця некоректнiсть у данiй задачi суттєвого значення не
має, бо потенцiали Vei(q) в областi великих хвильових векторiв швидко загасають,
L(x) ∼ q−4. Щоб забезпечити коректну поведiнку поправки на локальне поле у
всiй областi змiни хвильового вектора, доцiльно зшити функцiю GRPA(q, 0) з набли-
женими розв’язками iнтегрального рiвняння для G(x), що є коректними в областi
великих хвильових векторiв [38]. Така поправка на локальне поле GM (q) зображена
на рисунку 3.

Ми використали також статичний варiант розв’язку iнтегральних рiвнянь для
поправки на локальне поле, одержаний чисельним методом iтерацiй у роботi [38],
апроксимувавши цi розв’язки виразом

G(q|rs) = q2{a0 + a1q
2 + a2q

4} {b0 + b1q
2 + b2q

4 + b3q
6}−1, (47)
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Рис. 3: Статична поправка на локальне поле (модельна).

де коефiцiєнти a0, a1, a2 та b0, ..., b3 є функцiями параметра rs (див. Таблицю 2).

Таблиця 2. Коефiцiєнти функцiї G(q|rs).

rs a0 a1 a2 b0 b1 b2 b3
2, 0 1, 84853 · 107 −2, 10927 · 106 226736 5, 12072 · 107 9, 22569 · 106 −1, 8119 · 106 270379
2, 5 509783 −96211, 2 10096, 1 1, 41645 · 106 276918 −98587, 4 11878
4, 0 1, 23412 −0, 337474 0, 0414356 3, 80616 0, 696944 −0, 355099 0, 0456626

На рисунку 4 зображена поправка (47) для значень rs, що вiдповiдають натрiю,
магнiю та алюмiнiю.

5 Потенцiали двочастинкових ефективних взаємо-
дiй

Згiдно з формулами (24) потенцiал двойонної взаємодiї в координатному зобра-
женнi запишемо у виглядi розкладу

Φ2(R) =
∑

n≥2

Φ
(n)
2 (R), (48)

де n-тий доданок визначається n-частинковою кореляцiйною функцiєю моделi еле-
ктронної рiдини. Перший доданок ряду (48) зводиться до обчислення одновимiрного
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Рис. 4: Статична поправка на локальне поле, апроксимована за чисельними розрахунками
роботи [38].

iнтеграла,

Φ
(2)
2 (R) =

z2e2

2a0

2

R̃







1−
8

π

rs
πη

∞
∫

0

dq

q3
sin

(

R̃
η

rs
q

)

ε−1(q)I2,0(q)v
2

(

q
η

rs

)







,

ε(q) = 1 +
4rs
πη

q−2I2,0(q)[1 −G(q)], (49)

де R̃ = R/a0. У цьому наближеннi потенцiал зображено на рисунку 5, де для по-
рiвняння наведено також результат розрахунку у звичайному RPA (при G(q) = 0;
пунктирнi кривi).
Представляючи безрозмiрний множник тричастинкової кореляцiйної функцiї бази-
сної системи

I3,0(q1, q2, t) = (2εF )
2(3Ne)

−1µ̃0
3(q1,q2,q1 − q2) (50)

параметричним iнтегралом

I3,0(q1, q2, t) =

1
∫

0

dαf3(q1, q2, t|α) (51)

у вiдповiдностi до формул (38) (t ≡ cos ˆ(q1,q2)), доданок Φ
(3)
2 (R) зведемо до 4-

вимiрного iнтеграла:
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Рис. 5: Ефективний потенцiал мiжйонних взаємодiй у рiдбергах для Na+, Mg2+, Al3+ у
наближеннi парних кореляцiй: пунктирнi кривi вiдповiдають наближенню хаотичних фаз,
суцiльнi – поправцi на локальне поле з рисунка 4.
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Φ
(3)
2 (R) = z3

e2

2a0

2

R

8

π

(

rs
πη

)2
∞
∫

0

dq

q
ε−1(q)v

(

q
η

rs

)

sin

(

R̃ q
η

rs

)

× (52)

×

∞
∫

0

dq1v

(

q1
η

rs

)

ε−1(q1)

1
∫

−1

dt v

(

|q+ q1|
η

rs

)

|q+ q1|
−2ε−1(|q+ q1|)

1
∫

0

dαf3(q, q1, t|α).

На рисунку 6 наведено потенцiал ефективної взаємодiї у наближеннi Φ
(2)
2 (R) +

Φ
(3)
2 (R). Як видно з рисунка, вплив тричастинкових кореляцiй є суттєвим: появ-

ляються новi мiнiмуми та збiльшується амплiтуда осциляцiй.

Рис. 6: Ефективний потенцiал мiжйонних взаємодiй в рiдбергах для Na+, Mg2+, Al3+ при
врахуваннi парних та тричастинкових електронних кореляцiй з поправкою на локальне
поле з рисунка 4.

Чотиричастинковi кореляцiї дають такий внесок до потенцiалу взаємодiї:

Φ
(4)
2 (R) = −z3

e2

2a0

2

R̃

16

3π

(

rs
πη

)3
∞
∫

0

dq

q3
sin

(

qR̃
η

rs

)

v2
(

q
η

rs

)

ε−2(q)×

×

∞
∫

0

dq1
q21

ε−2(q1)v
2

(

q1
η

rs

)

{

f4,0(q, q1)− 2
æ0

æ
I3,0(q)I3,0(q1)

}

. (53)
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Рис. 7: Ефективнi потенцiали мiжйонних взаємодiй у рiдбергах для Na, Mg, Al при вра-
хуваннi парних, тричастинкових i чотиричастинкових електронних кореляцiй, розрахованi
у наближеннi локального поля (ф. 48).

При цьому I3,0(q) = (2εF )
2(3Ne)

−1µ̃0
3(q,−q, 0), æ0/æ визначено формулою (46), а

f4,0(q1, q2) =
(2εF )

3

3Ne

1
∫

−1

dtµ̃0
4(q1,−q1,q2,−q2) − (54)

безрозмiрний множник чотиричастинкової кореляцiйної функцiї базисної моделi,
проiнтегрований за косинусом кута мiж векторами q1 i q2.

На рисунку 7 зображено ефективнi двойоннi потенцiали з врахуванням внескiв
вiд двочастинкових, тричастинкових та чотиричастинкових кореляцiй, розрахованi з
використанням поправки (48). Як видно з порiвняння рисункiв 6 та 7, внески чотири-
частинкових кореляцiй є меншими вiд тричастинкових, внески чотиричастинкових
кореляцiй проявляються переважно на середнiх та великих вiдстаннях i зводяться
до зростання амплiтуди осциляцiй. Тричастинковi внески мало змiнюють амплiтуду
осциляцiй порiвняно з двочастинковими.

Рисунки 8 iлюструють точнiсть рiзних наближень при розрахунках ефектив-
них потенцiалiв: крива 1 вiдповiдає поправцi (48), крива 2 – модельнiй поправцi на
локальне поле (див. рис. 3), а крива 3 розрахована у наближеннi хаотичних фаз
(Gq = 0). Як розв’язок iнтегрального рiвняння, поправка на локальне поле у формi
(48) є найточнiшою. З рисункiв видно, що замiна G(q|rs) на GM (q) значно погiршує
результат, особливо в районi перших двох мiнiмумiв потенцiалу.

Слiд вiдзначити суттєвий вплив на форму потенцiалiв концентрацiї колективi-
зованих електронiв, що вiдображає параметр неiдеальностi rs. У рядi Al–Mg–Na
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чiтко проявляється змiна форми ефективного потенцiалу, що добре видно з рисун-
кiв 8: розширення першого мiнiмуму i зменшення амплiтуди осциляцiй на середнiх
та великих вiдстанях.

Рис. 8: Порiвняння ефективних потенцiалiв мiжйонних взаємодiй в рiдбергах, розрахованих
у рiзних наближеннях: крива 1 – розрахунок з поправкою на локальне поле (ф. 48), крива
2 – з поправкою Gm(q), крива 3 – наближення хаотичних фаз.

6 Висновки

1. Зображення енергiї йонної моделi металу у формi (22)–(26) придатна для опису
як макроскопiчних, так i мiкроскопiчних металiчних об’єктiв у кристалiчнiй,
аморфнiй чи рiдкiй фазi.
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2. Тричастинковi та чотиричастинковi електроннi кореляцiї дають суттєвi вне-
ски до ефективних потенцiалiв мiжйонних взаємодiй та енергiї впровадження
йонiв в однорiдну електронну рiдину. Ряди за n-частинковими кореляцiйни-
ми функцiями мають добру збiжнiсть при довiльних значеннях параметра rs,
характерних для металiв.

3. Форма потенцiалiв мiжйонних двочастинкових взаємодiй у металах є чуттєвою
до значення параметра неiдеальностi, про що свiдчать рисунки 8.
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One of the possible methods to take into account multiparticle correlations for
energy characteristics calculations of electron-ion metal model was developed
in the frame of reference system approach without any phenomenological
parameter. Al, Mg, Na were considered to analyze the role of n-particle electron
correlations in effective two-ion interaction potentials calculation.
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УЧЕТ КОРРЕЛЯЦИОННЫХ ЭФФЕКТОВ В
МИКРОСКОПИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ МЕТАЛЛОВ

М. Ваврух, П. Якибчук, С. Смеречинский, Н. Тышко

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

e-mail: mvavrukh@gmail.com

В рамках микроскопического базисного подхода без использования каких-
либо феноменологических параметров развит один из вариантов учета мно-
гочастичных электронных корреляций при расчете энергетических характе-
ристик электрон-ионных моделей металлов. Роль n-частичных электронных
корреляций проанализирована на примере расчета эффективных потенци-
алов взаимодействия в Al, Mg и Na.
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