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Розглянуто методи розрахунку маси вироджених карликiв як на основi рiв-
няння механiчної рiвноваги, так i варiацiйного пiдходу. Для конкретних роз-
рахункiв використано моделi з iдеальною електронною пiдсистемою та мо-
дель з кулонiвськими взаємодiями. Дослiджено область стiйкостi масивних
вироджених карликiв. Вперше при врахуваннi мiжчастинкових взаємодiй
визначено критичне значення маси зорi i значення параметра релятивiзму
у її центрi, при якому порушується стiйкiсть за рахунок ефектiв загальної
теорiї вiдносностi.

Ключовi слова: виродженi карлики, мiжчастинковi взаємодiї, ефекти за-
гальної теорiї вiдносностi, стiйкiсть карликiв, максимальна маса, критичне
значення параметра релятивiзму у центрi зорi

1 Вступ

Вiдкриття вироджених карликiв на початку 20-го столiття породило проблему
iснування та стiйкостi цих зiр як об’єктiв, що не мають джерел енергiї. Iз спо-
стережуваних даних вiдомо, що маса типових холодних карликiв ∼ 0,6M�, радiус
∼ 10−2R�, тому середнi вiдстанi мiж частинками мають порядок 0,1 Å, звiдки випли-
ває, що речовина у них знаходиться у металiчному станi, причому локалiзованi стани
електронiв на ядрах вiдсутнi. Це метал з найпростiшою електронною структурою.
Вперше в астрофiзицi використавши квантову статистику, Р.Фаулер [1] обгрунтував
гiпотезу про те, що iснування бiлих карликiв забезпечується виродженням нереля-
тивiстського електронного газу високої густини. Так задовго до виникнення теорiй
надплинностi та надпровiдностi було встановлено зв’язок мiж квантовими власти-
востями мiкрочастинок i характеристиками макроскопiчних (в даному випадку не-
бесних) тiл.

При вказаних густинах iмпульс електронiв на поверхнi Фермi спiвмiрний з
m0c (де m0 – маса електрона, c – швидкiсть свiтла). Враховуючи цю обставину,
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С.Чандрасекар [2–4] побудував двокомпонентну модель холодного карлика, що скла-
дається з iдеального виродженого релятивiстського електронного газу i ядерної пiд-
системи, яка розглядається як неперервне класичне середовище. Рiвновага мiж ти-
ском електронного газу i гравiтацiйним стиском, що створюється ядерною пiдсисте-
мою, забезпечує iснування вироджених карликiв, а рiвняння рiвноваги дає можли-
вiсть розрахувати енергетичнi i структурнi характеристики. Модель Чандрасекара
– хiмiчно однорiдна. Крiм того, вона не враховує багатьох чинникiв, що впливають
на формування внутрiшньої будови зорi – мiжчастинкових кулонiвських взаємодiй,
неповного виродження електронної пiдсистеми, осьового обертання зорi, наявностi
магнiтних полiв, ефектiв загальної теорiї вiдносностi (ЗТВ).
Модель Чандрасекара – двопараметрична, у нiй фiгурують центральна густина

речовини ρc i параметр хiмiчного складу µe =

�

A

z

�

, де A – число барiонiв, а z –

число протонiв у ядрi. Замiсть ρc зручно використовувати безрозмiрний параметр
релятивiзму

x0 = PF (0)(m0c)
−1 = �(3π2n0)

1/3(m0c)
−1, (1)

де PF (0) – iмпульс Фермi у центрi зорi. З моделi Чандрасекара випливають два
важливi результати: специфiчне спiввiдношення

”
маса – радiус“, що служить тестом

для спостережуваних даних, та обмеження на максимальну масу карлика (границя
Чандрасекара),

M ≤ Mch = 2, 01824...M0µ
−2
e , (2)

M0 =

�

3

2

�1/2

(4π)−1

�

hc

G

�3/2

m−2
u ≈ 2, 89...M�.

У цiй моделi всi карлики з масами, меншими за Mch, є стiйкими. Оскiльки Mch

вiдповiдає границi x0 → ∞, то насправдi Mch є математичною iдеалiзацiєю, яка не-
досяжна, бо iснування карликiв дуже малого радiуса не пiдтверджено спостережен-
нями. У рамках моделi Чандрасекара неможливо одержати коректнiше обмеження
на масу карлика, як i пояснення спостережуваного розподiлу карликiв за радiусами.
Крива

”
маса – радiус“ iлюструє розподiл на площинiM−R лише холодних карликiв

з ефективною температурою фотосфери Teff ≤ 104K. Зараз вiдомо багато гарячих
маломасивних карликiв, для яких Teff сягає 10

5K. Так що на площинiM−R маємо
не одну криву, а неперервну послiдовнiсть кривих

”
маса – радiус“, кожна з яких

вiдповiдає карликам з фiксованим значенням Teff (див. рис. 5 роботи [5]).
Необхiднiсть узагальнення теорiї Чандрасекара стала очевидною ще в серединi

20-го столiття. Ми зупинимось на роботах, у яких дослiджувалось питання про кри-
тичну масу та свiтнiсть вироджених карликiв. Першою була робота С.Каплана [6], у
якiй розглянуто рiвняння рiвноваги карлика не у полi Ньютона, а в полi Айнштайна.
При цьому ефекти ЗТВ враховувались у першому порядку теорiї збурень, а нульо-
вим наближенням служило рiвняння Емдена для полiтропи з iндексом n = 3 [7],
що вiдповiдає виродженому релятивiстському iдеальному електронному газу при
T = 0K i високих концентрацiях. У цiй роботi вперше показано, що критичне зна-
чення маси досягається при густинi, що вiдповiдає x∗

0 ≈ 23,34
Варiацiйний метод оцiнки впливу факторiв ЗТВ на стiйкiсть вироджених кар-

ликiв був розроблений Зельдовичем i Новiковим [8]. При цьому мiжчастинковi вза-
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ємодiї не брались до уваги.
У минулому столiттi проблема стiйкостi вироджених карликiв зводилась до то-

го, щоб обгрунтувати вiдсутнiсть карликiв великих мас (M < Mch). У зв’язку з
вiдкриттям у подвiйних системах карликiв з масами, дуже близькими до Mch, або
ж такими, що навiть дещо перевищують цю величину, актуальними стали двi задачi
– коректний розрахунок критичної маси при врахуваннi всiх суттєвих факторiв фор-
мування цих об’єктiв у рамках вже вiдомих моделей; пошук механiзмiв, що можуть
забезпечити стiйкiсть карликiв з масами, якi знаходяться в околi границi Чандрасе-
кара (зокрема iM > Mch). У цiй роботi ми розраховуємо критичну масу карлика як
у рамках моделi Чандрасекара, так i моделi, що враховує мiжчастинковi взаємодiї.

2 Розрахунок маси на основi рiвняння рiвноваги

Традицiйний метод розрахунку характеристик зорi полягає у розв’язуваннi си-
стеми рiвнянь зоряної структури. Основна область виродженого карлика (особли-
во масивного) перебуває у металiчному станi iз виродженою релятивiстською еле-
ктронною пiдсистемою. Електронний механiзм теплопровiдностi забезпечує малий
градiєнт температури у внутрiшнiх областях, у зв’язку з чим задача спрощується i у
наближеннi сферичної симетрiї зводиться до системи лiнiйних одновимiрних рiвнянь
механiчної рiвноваги у гравiтацiйному полi Айнштайна,

dP

dr
= −Gρ(r)

M(r)

r2

�

1 +
P (r)

ρ(r)c2

��

1 +
4πP (r)r3

M(r)c2

��

1−
2GM(r)

rc2

�−1

,

d

dr
M(r) = 4πr2ρ(r), (3)

яка визначає розподiл густини ρ(r) вздовж радiуса зорi. Використовуючи рiвнян-
ня стану iдеального виродженого релятивiстського електронного газу при T = 0K
та нехтуючи релятивiстськими поправками, одержуємо теорiю холодних карликiв,
розроблену Чандрасекаром. У цiй теорiї вважається, що електронна пiдсистема зна-
ходиться у парамагнiтному станi, а хiмiчний склад не залежить вiд координати. Мо-
дель зi змiнним вздовж радiуса хiмiчним складом (µe ≡ µe(r)) без врахування мiж-
частинкових взаємодiй розглянуто у роботi [9]. В роботах [10,11] розглянуто дво- та
трифазнi моделi з неповним виродженням iдеального електронного газу (T �= 0K),
в яких ядро, перехiдна область та периферiя описуються у рiзних наближеннях,
що вiдповiдає гарячим маломасивним карликам. Як показано у цих роботах, тем-
пературнi поправки у рiвняннi стану виродженого релятивiстського електронного
газу мають суттєвий вплив на характеристики карлика при малих та промiжних
значеннях параметра x0, але при x0 ≥ 10 цей вплив є мiзерним. Тому у задачi про
визначення критичної маси карлика ми будемо використовувати рiвняння стану при
T = 0K.
У цiй роботi ми розглянемо випадок холодного карлика, нехтуючи температур-

ними поправками до рiвняння стану електронного газу, але враховуючи внески мiж-
частинкових взаємодiй. Ефекти ЗТВ у рiвняннях (3) врахуємо у лiнiйному набли-
женнi, як i в роботi [6]. Як показано у роботi [12], рiвняння стану парамагнiтного
релятивiстського електронного газу у полi простої кубiчної гратки нерухомих ядер
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при T = 0K у наближеннi двочастинкових електронних кореляцiй i локального поля
можна зобразити у виглядi:

P (r) =
πm4

0c
5

3h3
{F (x)− 2α0x

4 × (4)

×

�

π−1 −
4

3

�

z0,589417
dεL
dx

+ zα
1/2
0

dεω
dx

+ α0
dεc
dx

��

+ ...

�

,

де x ≡ x(r) – локальне значення параметра релятивiзму, α0 – стала тонкої структу-
ри. При цьому α2

0εc(x) представляє внесок кореляцiйної енергiї однорiдної електрон-

ної рiдини, zα
1/2
0 εω(x) – внесок поляризацiї цiєї рiдини ядрами, а z0,589417εL(x|z) –

внесок енергiї двочастинкових екранованих мiж’ядерних взаємодiй. У роботi [12] по-
хiднi зображено у виглядi апроксимант Паде. Всi вони вiд’ємнi, тому мiжчастинковi
взаємодiї зменшують тиск порiвняно з тиском iдеальної електронної пiдсистеми, що
зображається безрозмiрною функцiєю

F(x) = 8

x
�

0

dt t4(1 + t2)−1/2 = (5)

= x(2x2 − 3)(1 + x2)1/2 + 3 ln [x+ (1 + x2)1/2].

Для зручностi наступного викладу зобразимо формулу (4) в еквiвалентнiй формi,
а саме

P (r) =
πm4

0c
5

3h3
F(x(r)){1 − ϕ(x(r)|z)}. (6)

Залежнiсть функцiї ϕ(x|z) вiд параметра релятивiзму iлюструє рисунок 1. При x �
1 ця функцiя слабо залежить вiд x, а її асимптотику визначає заряд ядра z.
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Рис. 1: Залежнiсть функцiї ϕ(x|z) вiд параметра релятивiзму при фiксованих значеннях
заряду ядра.
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Пiдставимо вираз (6) у лiву сторону рiвняння (3), праву сторону цього рiвняння
розкладемо за степенями c−2, зберiгаючи лише лiнiйнi члени, а замiсть P (r) у них
використаємо (6) при ϕ(x|z) = 0. Тодi у безрозмiрних змiнних

ξ = r/λ, y(ξ) = ε−1
0

�

(1 + x2(r)−1/2 − 1
�

(7)

рiвняння (3) набуває такого вигляду:

1

ξ2
d

dξ

�

[1− ϕ(ξ|z)]ξ2
dy

dξ
−F(x)(8ε0x

3(ξ))−1 dϕ(ξ|z)

dx

�

∼= (8)

∼=

�

y2(ξ) +
2

ε0

�3/2 �

1 + ε0
m0

muµe
f(ξ)

�

.

Тут використано такi позначення:

ε0 ≡ ε0(x0) = (1 + x2
0)

1/2 − 1;

F(ξ) ≡ F(x(ξ)); x(ξ) = ε0

�

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

�1/2

;

ϕ(ξ|z) ≡ ϕ(x(ξ)|z); (9)

f(ξ) ≡ 2M(ξ)ξ−1 +
1

8
M(ξ)

�

x−3(x) + ξ3ε−3
0 M−1(ξ)

�

ε0;

M(ξ) ≡ M(r)µ2
eM

−1
0 =

ξ
�

0

dξ1 ξ
2
1

�

y2(ξ1) +
2

ε0
y(ξ1)

�3/2

.

Масштаб λ визначається спiввiдношенням

32π2G

3(hc)3
�

λm0c
2muµeε0

�2
= 1. (10)

Рiвняння (8) трипараметричне (у ньому фiгурують безрозмiрнi параметри
x0, µe, z) i нелiнiйне. Проте найбiльш нелiнiйними є доданки, пропорцiйнi функцiям

ϕ(ξ|z),
dϕ(ξ|z)

dx
та f(ξ), що є малими. Тому їх можна враховувати за теорiєю збурень,

вибираючи за нульове наближення розв’язки рiвняння

1

ξ2
d

dξ

�

ξ2
dy

dξ

�

= −

�

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

�3/2

, (11)

яке є однопараметричним i нагадує рiвняння Лена-Емдена (ЛЕ). Зокрема при x0 � 1
рiвняння (11) збiгається з рiвнянням ЛЕ для iндекса n = 3, а при x0 � 1 – за
допомогою масштабування зводиться до рiвняння ЛЕ для n = 3/2. Рiвняння (11)
– це рiвняння моделi Чандрасекара. Воно задовольняє граничнi умови y(0) = 1,
y�(0) = 0; а умова y(ξ1(x0)) = 0 визначає безрозмiрний радiус зорi у цiй моделi, так
що

R(x0, µe) = λξ1(x0) =
R0

ε0µe
ξ1(x0), (12)

R0 =

�

3

2

�1/2

(4π)−1

�

h3

cG

�1/2

(m0mH)−1.
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У роботi [9] розв’язки рiвняння (11) представленi у виглядi розкладiв за степенями
ε0(x0). Зокрема при x0 � 1

y(ξ) =
�

m≥0

ε−m0 (x0)tm(ξ), (13)

де tm(ξ) – унiверсальнi функцiї змiнної ξ, апроксимованi полiномами.
У наближеннi (11) маса карлика дорiвнює

M(x0, µe) =
M0

µ2
e

M(x0), (14)

M(x0) =

ξ1(x0)
�

0

dξ ξ2
�

y2(ξ) +
2

ε0
y(ξ)

�3/2

.

В областi x0 � 1 маса добре апроксимується розкладом [9]

M(x0) = b1 − b2ε
−2
0 (x0) + b3ε

−3
0 (x0)− b4ε

−4
0 (x0)− b5ε

−4
0 (x0) ln ε0(x0) + ...,

b0 = 2,01824...; b2 = 11,4669...; b3 = 55,0261...; (15)

b4 = 65,9691...; b5 = 29,8172... .

Асимптотика M(x0) при x0 → ∞ добре вiдома з теорiї ЛЕ для iндекса полiтропи
n = 3. У роботi [8] вперше було розрахованоM(x0) з точнiстю до x−2

0 , а саме:

M(x0) = b0 − b̃2x
−2
0 + ..., b̃∗2 � 20. (16)

Це наближення досить грубе, а вiдхилення вiд
”
точного“ чисельного результату

апроксимацiї (16), а також функцiї

M(x0) = b0 − b2ε
−2
0 (17)

є суттєвими. Для наближеної, якiсної оцiнки внескiв у повну масу зорi збурюючих
членiв замiнимо ε(ξ|z) та f(ξ) їхнiми усередненими значеннями,

ε(ξ|z) ⇒ ϕ̄(x0|z) =











ξ1(x0)
�

0

dξ ξ2x3(ξ)











−1
ξ1(x0)
�

0

dξ ξ2x3(ξ)ϕ(ξ|z);

f(ξ) ⇒ f̄(x0) =











ξ1(x0)
�

0

dξ ξ2x3(ξ)











−1
ξ1(x0)
�

0

dξ ξ2x3(ξ)f(ξ), (18)

а також знехтуємо похiдною
d

dx
ϕ(ξ|z). При цьому x(ξ), ϕ(ξ|z) та f(ξ) визначаються

формулами (9), у яких y(ξ) – розв’язки рiвняння (11). Переходячи вiд ξ, y(ξ) до
нових змiнних

η = ξ/k, t(η) ≡ y(kη) (19)
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у прийнятому наближеннi зводимо рiвняння (8) до рiвняння (16),

1

η2
d

dη

�

η2
dt

dη

�

= −

�

t2(η) +
2

ε0
t(η)

�3/2

, (20)

вибираючи масштаб k у виглядi

k = (1− ϕ̄(x0|z))
1/2

�

1 + ε0
m0

muµe
f̄(x0)

�−1/2

. (21)

У цьому наближеннi повна безрозмiрна маса карлика дорiвнює

M(1)(x0|z) = M(x0)k
3 = b∗0 − b1ε0 − b2ε

−2
0 + ... ,

b∗0(x0|z) = b0

�

1−
3

2
ϕ̄(x0|z)

�

; b2 = 11,4669... , (22)

b1(x0) =
3

2
b0f̄(x0)

m0

muµe
,

Функцiя M(1)(x0|z) є параболою, яка має максимум у деякiй точцi ε∗0 ≡ ≡ [1 +
(x∗

0)
2]1/2 − 1. В околi точки x∗

0 функцiю M(1)(x0|z) представимо у такому виглядi:

M(1)(x0|z) = b0

�

1−
3

2
ϕ̄(x∗

0|z)

�

−
3

22/3
(b21(x

∗
0)b2)

1/3 −

−
3

24/3

�

b21(x
∗
0)

b2

�1/3

{ε0(x0)− ε0(x
∗
0)}

2 + ... , (23)

ε(x∗
0) ≡ ε∗0 =

�

2
b2

b1(x∗
0)

�1/3

.

В залежностi вiд значення заряду ядра x∗
0 змiнюється вiд 28,6 при z = 2 до 28,8 при

z = 26. При цьому максимальне значення M(1)(x0|z) карлика змiнюється вiд 1,953
до 1,837.
З виконаних оцiнок видно, що критична маса залежить вiд хiмiчного складу кар-

лика, а внесок кулонiвських взаємодiй у величину вiдхилення критичної маси вiд
границi Чандрасекара може перевищувати внесок ефектiв ЗТВ. Фактично кулонiв-
ськi взаємодiї понижують границю Чандрасекара, а причиною нестiйкостi є ефекти
ЗТВ. Дiйсно, у вираз для критичного значення ε∗0 ≈ x∗

0 не входить функцiя ϕ̄(x∗
0|z),

тобто нестiйкiсть наступає при деякiй критичнiй густинi у центрi зорi, яка слабо
залежить вiд мiжчастинкових взаємодiй.
Розрахованi чисельним методом розв’язки рiвнянь (8) та (11) зображено на

рис. 2. Як видно з рисунка, врахування взаємодiй призводить до невеликого зменше-
ння радiуса, що випливає зi спiввiдношень (17), (19). Результати чисельного розра-
хунку залежностi маси карлика вiд параметра x0 зображено на рисунку 3. Критична
точка на цих кривих має такi координати:
при z = 6: x∗

0
∼= 28,7; M(x∗

0|z) = 1,930;

при z = 26: x∗
0
∼= 28,8; M(x∗

0|z) = 1,837.
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Рис. 2: Розв’язки рiвнянь (8) (суцiльнi кривi) та (11) (пунктирнi кривi) для рiзних значень
параметра x0 при z = 6.

У роботi [6], де було використано наближення Шатцмана (16) i рiвняння стану iде-
ального виродженого електронного газу, знайдено значення центральної густини
ρc = 2,5 · 1010г/см3, чому вiдповiдає

x∗
0
∼=

�

m0

�π

3

�2/3

104/3
�

2,5

µe · 1,67

�1/3

≈ 23,34 ... .

Однак значення критичної маси виявилось дуже заниженим:

M(x∗
0) � 0,96 · b0 � 1,9375... ,

що на 3% вiдрiзняється вiд границi Чандрасекара.

3 Варiацiйний метод розрахунку характеристик ви-
роджених карликiв

При розрахунках характеристик вироджених карликiв доцiльно використовува-
ти рiзнi варiанти варiацiйного пiдходу. Вiдомо, що у ньютонiвськiй теорiї умова екс-
тремуму повної енергiї зорi при незмiнному хiмiчному складi i збереженнi ентропiї
в кожному елементi є умовою гiдростатичної рiвноваги [8]. У випадку сферично-
симетричної моделi холодного карлика (при T = 0K) з мiжчастинковими кулонiв-
ськими взаємодiями повну енергiю можна записати у виглядi

E = Ee −G

M
�

0

dM M(r)

r
(24)



М. Ваврух, Н. Тишко, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 49 89

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 2

 0  5  10  15  20  25  30  35  40  45  50

�e
2M/M0

x0

1

4

Рис. 3: Залежнiсть маси карлика вiд параметра x0 при z = 2 (крива 1); 6; 12; 26 (кри-
ва 4). Пунктирна крива вiдповiдає моделi Чандрасекара. Вертикальнi лiнiї вказують на
положення максимуму вiдповiдних кривих.

де

Ee = 4π

R
�

0

dr r2εe(r) − (25)

негравiтацiйна енергiя (кiнетична енергiя та енергiя кулонiвських взаємодiй), а εe(r)
– її об’ємна густина,

M(r) = 4π

r
�

0

dr r2ρ(r) − (26)

маса у сферi радiуса r, ρ(r) – густина маси.
В однорiднiй моделi тиск P i Ee є функцiями параметра релятивiзму, а зв’язок

мiж ними дається спiввiдношенням

P (x) = −
dE(x)

dV
=

x4

Ne

�m0c

�

�3

(9π2)−1 dE(x)

dx
. (27)

Iнтегруючи, знаходимо, що в однорiднiй моделi

εe(x) =
Ne

V
9π2

�

�

m0c

�3
x
�

0

dx

x4
P (x) = 3x3

x
�

0

dx

x4
P (x). (28)

Тому у локальному наближеннi

ε(r) ≡ ε(x(r)) = 3x3(r)

x(r)
�

0

dx

x4
P (x), (29)
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а згiдно з формулами (6), (7)

Ee =
3

8

E0

µ3
e

ξ1(x0)
�

0

dξ ξ2
�

x(ξ)

ε0

�3






x
�

0

dx

x4
F1(x)







, (30)

де

F1(x) = P (x) 3h3(πm4
0c

5)−1 ≡ F(x)[1 − ϕ(x, z)],

E0 = GM2
0R

−1
0 . (31)

З формули (30) одержуємо варiацiю Ee у виглядi:

δEe = −
1

8

E0

µ3
e

M(x0)
�

0

dM
δx

x4(ξ)
F1(x(ξ)), (32)

де

M(ξ) =

ξ
�

0

dξ ξ2

ε30
x3(ξ) − (33)

безрозмiрна маса у сферi радiуса ξ. Використовуючи рiвнiсть dM = ξ2x3(ξ)dξε−3
0 ,

представимо формулу (32) в еквiвалентнiй формi, а саме

δEe = −
E0

8(µeε0)3

M(x0)
�

0

dMF1(x(ξ)) δ(x
−3(ξ)) =

= −
E0

8(µeε0)3

M(x0)
�

0

dMF1(x(ξ)) δ

�

ξ2
dξ

dM

�

= (34)

= −
E0

8(µeε0)3







2

M
�

0

dMF1(x)ξδξ
dξ

dM
−

M
�

0

dM δξ
d

dM
(ξ2F1(x))







=

=
E0

8(µe)3

M
�

0

dM δξ x−3(ξ)
d

dξ
F1(ξ).

Варiацiя повної енергiї набуває вигляду

δE =
E0

µ3
e

M
�

0

dM δξ

�

x−3(ξ)
d

dξ
F1(x(ξ)) +

M(ξ)ε0
ξ2

�

. (35)

З умови δE = 0 одержуємо рiвняння

x−3(ξ)

�

[1− ϕ(x|z)]
d

dξ
F(x) −

1

8
F(x)

dϕ

dξ

�

= −
M(ξ)ε0

ξ2
, (36)
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яке разом з означенням (33) дає рiвняння рiвноваги (8) без релятивiстської поправки
(f(r) = 0).

З викладеного вище випливає, що розподiл концентрацiї електронiв (або густини
речовини) вздовж радiуса зорi можна знайти шляхом прямої мiнiмiзацiї виразу (24),
пiдбираючи рiзнi пробнi функцiї x(r). У моделi, яку ми розглядаємо,

Ee =
E0

µ3
e

�

Ẽкiн(x0) + Ẽкул(x0, z)
�

;

Ẽ0(x0) = ε−3
0

ξ1(x0|z)
�

0

dξ ξ2
�

x3(ξ)[1 + x2(ξ)1/2 − 1]−
1

8
F(x(ξ))

�

; (37)

Ẽcoul(x0, z) = α0ε
−3
0

ξ1(x0|z)
�

0

dξ ξ2x3(ξ)

�

−
3

4π
x(ξ) +

+ z0,6εc(x(ξ)) + zα
1/2
0 εω(x(ξ)) + α0εc(x(ξ))

�

.

Гравiтацiйна енергiя зображається у виглядi

−G

M
�

0

dmm(r)

r
=

E0

µ3
e

Ẽgrav(x0), (38)

Ẽgrav(x0) = −ε−5
0

ξ1(x0|z)
�

0

dξ ξx3(ξ)

ξ
�

0

dξ2 ξ
2
2x

3(ξ2).

Мiнiмальне значення суми

Ẽ(x0|z) ≡ Ẽ0(x0) + Ẽcoul(x0|z) + Ẽgrav(x0) (39)

при заданих значеннях параметрiв (x0|z) визначає найкращу пробну функцiю x(ξ),
а вираз

ε−3
0

ξ1(x0|z)
�

0

dξ ξ2x3(ξ) = M(x0|z) − (40)

масу зорi. У зв’язку з тим, що границею iнтегрування у виразах (39) є невiдоме
ξ1(x0|z), Ẽ(x0|z) доцiльно представити в еквiвалентному виглядi:

Ẽ(x0|z) = M(x0|z)[Φ1(x0|z)− 1− α0Φ2(x0|z)]−M5/3(x0|z)Φ3(x0|z), (41)
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де

Φ1(x0|z) =







ξ1
�

0

dξ ξ2x3(ξ)







−1 ξ1
�

0

dξ ξ2
�

x3(ξ)(1 + x2(ξ))1/2 −
1

8
F(x(ξ))

�

;

Φ2(x0|z) =







ξ1
�

0

dξ ξ2x3(ξ)







−1 ξ1
�

0

dξ ξ2x3(ξ) ×

×

�

3

4π
x(ξ)− z0,6εL(x(ξ)) − zα

1/2
0 εω(x(ξ)) − α

1/2
0 εc(x(ξ))

�

; (42)

Φ3(x0|z) =







ξ1
�

0

dξ ξ2x3(ξ)







−5/3 ξ1
�

0

dξ ξx3(ξ)

ξ
�

0

dξ2 ξ
2
2 x3(ξ2).

Спiввiдношення (41), (42) можна використати для мiнiмiзацiї повної енергiї мето-
дом послiдовних наближень. Справдi, у нульовому наближеннi функцiї Φi(x0|z)(i =
1, 2, 3) можна розрахувати наближено, використовуючи пробну функцiю

x0(ξ) = ε0

�

y20(ξ) +
2

ε0
y0(ξ)

�1/2

, де y0(ξ) – розв’язки рiвняння (11). Границя iнте-

грування за змiнною ξ у цьому наближеннi вiдома – ξ1(x0) визначається умовою
y0(ξ1(x0)) = 0. В такому наближеннi вираз (41) можна розглядати як зображення
енергiї моделi в термiнах

”
маса зорi“,

”
параметр релятивiзму в її центрi“. В умовах

рiвноваги зв’язок мiж цими величинами визначається рiвнянням
d

dx0
Ẽ(x0|z) = 0.

У явному виглядi ця умова є таким диференцiальним рiвнянням:
�

d

dx0
M

��

Φ1 − 1− α0Φ2 −
5

3
M2/3Φ3

�

+M

�

d

dx0
(Φ1 − α0Φ2)−M2/3 d

dx0
Φ3

�

= 0,

(43)
де Φi ≡ Φi(x0|z). При великих значеннях x0 розв’язок цього рiвняння є розкладом
за оберненими степенями x0,

M(x0|z) = M0(z)−
a2
x2
0

+
a3
x3
0

+ ... , (44)

де M0(z) вiдiграє роль границi Чандрасекара:

M0(z) = lim
x0→∞

�

�

d

dx0
(Φ1 − α0Φ2)

��

d

dx0
Φ3

�−1
�3/2

= (45)

= lim
x0→∞

�

(Φ1 − α0Φ3)Φ
−1
3

�3/2
,

оскiльки Φi ∼ x0 при x0 � 1.
При довiльних значеннях параметра x0 рiвняння (43) можна розв’язувати чи-

сельно. Знайшовши M(x0|z) у нульовому наближеннi, можна уточнити ξ1(x0|z) за
формулою (40) i розрахувати чисельно мiнiмальне значення суми (39), вибираючи
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найкращу пробну функцiю. За вiдомою величиною Ẽ(x0|z) з рiвняння (41) можна
знайти уточнену величину маси i т.д.
З усього викладеного випливає, що мiнiмiзацiя виразу (41) на основi наближених

Φi(x0|z)(i = 1, 2, 3) вiдповiдає першому порядку самоузгодженої теорiї збурень.
Альтернативний варiант розрахунку грунтується на прямiй наближенiй мiнiмi-

зацiї виразу (39) на основi y0(ξ) iз наступним визначенням маси з алгебраїчного
рiвняння (41). За вiдомою масою радiус карлика визначається з рiвняння (40).

4 Вплив ефектiв ЗТВ та кулонiвських взаємодiй на
величину критичної маси карлика

Модель попереднього роздiлу розгляньмо у рамках ЗТВ. У цьому випадку повна
енергiя зорi визначається спiввiдношенням

E = (M −muN) c2, (46)

де M – повна маса, N – повне число барiонiв. Повна маса сферичного розподiлу
матерiї в зорi

M = 4π

R
�

0

ρ(r) ρ2dr (47)

визначається її локальною густиною

ρ(r) = ρ0(r) +
εe(r)

c2
, (48)

де ρ0(r) = n(r)mu – густина маси барiонiв, а εe(r) – об’ємна густина негравiтацiйної
енергiї, що включає густину кiнетичної енергiї електронiв та кулонiвських взаємодiй.
Повне число барiонiв у зорi дорiвнює

N =

R
�

0

n(r) dv, (49)

де

dv =

�

1−
2Gm(r)

rc2

�−1/2

4πr2dr − (50)

елемент власного об’єму в геометрiї Шварцшильда, а m(r) – маса у сферi радiуса r.
Згiдно з формулами (46) - (50)

E = c2
R
�

0

dv

�

�

1−
2Gm(r)

rc2

�1/2 �

ρ0(r) +
εe(r)

c2

�

− ρ0(r)

�

. (51)

Вважаючи, що 2Gm(r)/rc2 � 1, з точнiстю до членiв другого порядку

E =

R
�

0

dv

�

εe(r) − ρ0(r)

�

M(r)G

r
−

1

2
·
M2(r)G2

r2c2
−

εe(r)M(r)G

ρ0rc2
+ ...

��

. (52)
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У роботi [8] розглянуто модель, яка не враховує мiжчастинковi кулонiвськi взає-
модiї, тому у цiй роботi εe(r) є об’ємною густиною кiнетичної енергiї електронної
пiдсистеми карлика. Видiляючи енергiю ньютонiвського наближення та переходя-
чи до ньютонiвського простору, за анлогiєю з роботою [8], наближено представимо
повну енергiю моделi у виглядi

E = ENewt + EGTR,

ENewt = 4π

R
�

0

dr r2 εe(r) −G

M
�

0

dmm(r)

r
; (53)

EGTR = −
G

c2

M
�

0

dm

r











εe(r)m(r)

ρ0(r)
+

m(r)
�

0

dm

ρ0(r)
εe(r)











−

−
G2

c2

M
�

0

dm

r







1

2

m2(r)

r
−

m
�

0

dmm(r)

r
+

m(r)

r3

r
�

0

dr r m(r)







+ ... .

При цьому складовi EGTR можна обчислювати у ньютонiвському наближеннi:

m(r) = 4π

r
�

0

ρ0(r) r
2dr; dm = 4πr2ρ0(r) dr.

Щоб представити вираз для повної енергiї (53) у термiнах
”
маса зорi“,

”
параметр

релятивiзму у її центрi“, перейдемо до безрозмiрних змiнних, дещо вiдмiнних вiд
змiнних попереднього параграфа. Нехай

r = λ
�

η, (54)

де λ
�

визначимо з рiвностi (47):

M = 4π(λ
�

)3 muµe

�m0c

�

�3

(3π2)−1

η1(x0)
�

0

dη η2x3(η). (55)

Вводячи безрозмiрну масу зорi M̃ = M M−1
0 µ2

e i використовуючи рiвняння (55),
одержуємо спiввiдношення

λ
�

= λM̃1/3











ε−3
0

η1(x0)
�

0

dη η2x3(η)











−1/3

, (56)

де η1(x0) – безрозмiрний радiус зорi у змiнних η, а x3(η) є безрозмiрною густиною
зорi, яка вiдiграє роль пробної функцiї. Тому λ

�

є функцiєю безрозмiрної маси i
параметра x0.
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Складовi величини ENewt у цих змiнних мають таке зображення: кiнетична енер-
гiя електронної пiдсистеми

Ekin =
E0

µ3
e

�

λ
�

λ

�3 η1(x0)
�

0

dη η2
�

x3(η)[(1 + x2(η))1/2 − 1]−
1

8
F(x(η))

�

; (57)

енергiя кулонiвських взаємодiй

Ecoul = −
E0

µ3
e

�

λ
�

λ

�3

α0

η1(x0)
�

0

dη η2 x3(η) × (58)

×

�

3

4π
x(η) − z0,6εL(x(η)) − zα

1/2
0 εω(x(η)) − α0εc(x(η))

�

;

гравiтацiйна енергiя

Egrav = −
E0

µ3
e

�

λ
�

λ

�5 η1(x0)
�

0

dη η x3(η)

η
�

0

dη2 η
2
2 x3(η2). (59)

В аналогiчному виглядi зображаються i складовi виразу EGTR. Використовую-
чи спiввiдношення (56), одержуємо таке зображення повної енергiї зорi в термiнах
(M̃, x0):

E(M̃, x0) =
E0

µ3
e

ε(M̃, x0),

ε(M̃, x0) = M̃{S1(M̃, x0)− 1− α0S2(M̃, x0)} − M̃5/3S3(M̃, x0)− (60)

−
m0

µemu
{M̃5/3P (M̃, x0) + M̃7/3D(M̃, x0)} + ... .

Тут використано такi позначення:

S1(M̃, x0) = C−1(M̃, x0)

η1(x0)
�

0

dη η2 a(η);

S2(M̃, x0) = C−1(M̃, x0)

η1(x0)
�

0

dη η2x3(η) × (61)

×

�

3

4π
x(η) − z0,6εL(x(η)) − zα

1/2
0 εω(x(η)) − α0εc(x(η))

�

;



96

М. Ваврух, Н. Тишко, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 49

S3(M̃, x0) = C−5/3(M̃, x0)

η1(x0)
�

0

dη ηx3(η)

η
�

0

dη2 η
2
2x

3(η2);

a(η) = x3(η)(1 + x2(η))1/2 −
1

8
F(x(η));

C(M̃, x0) =

η1(x0)
�

0

dη η2x3(η);

P (M̃, x0) = C−5/3(M̃, x0)











η1(x0)
�

0

dη η [a(η)− x3(η)]

η
�

0

dη2 η
2
2 x3(η) +

+

η1(x0)
�

0

dη η x3(η)

η
�

0

dη2 η
2
2 [a(η2)− x3(η2)]











;

D(M̃, x0) = C−7/3(M̃, x0)











1

2

η1(x0)
�

0

dη x3(η)





η
�

0

dη2 η
2
2 x3(η2)





2

− (62)

−

η1(x0)
�

0

dη η x3(η)

η
�

0

dη2 η2 x
3(η2)

η2
�

0

dη3 η
2
3 x

3(η3) +

+

η1(x0)
�

0

dη

η2
x3(η)

η
�

0

dη2 η
2
2 x3(η2)





η
�

0

dη3 η3

η3
�

0

dη4 η
2
4 x3(η4)















.

Спiввiдношення (60) - (62) визначають функцiонал повної енергiї у змiнних (M̃, x0),
у яких x(η) є пробною функцiєю. Мiнiмум функцiонала (60) може забезпечити така
функцiя x(η), яка близька до розв’язку рiвняння рiвноваги. Пiдстановкою

x(η) = ε0

�

f2(η) +
2

ε0
f(η)

�1/2

(63)

введiмо функцiю f(η), яка є розв’язком рiвняння рiвноваги,

1

η2
d

dη

�

η2
df

dη

�

= −

�

λ
�

λ

�2
�

f2(η) +
2

ε0
f(η)

�3/2

, (64)

що задовольняє граничнi умови f(0) = 1; f
�

(0) = 0, а η1(x0) визначається умо-
вою f(η1(x0)) = 0. Розв’язок рiвняння (64) залежить вiд λ

�

/λ як вiд параметра,
тобто f(η) ≡ f(η|λ

�

/λ). Оскiльки релятивiстськi поправки до енергiї є малими
m0

muµe
∼ 10−3, то λ

�

/λ близьке до одиницi, тому в цих умовах f(r|λ
�

/λ) близьке



М. Ваврух, Н. Тишко, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2014. Вип. 49 97

до y(η) ≡ f(η|1), що iлюструє рисунок 4. Тому замiна f(η) → y(η), η1(x0) → ξ1(x0)
вносить несуттєвi похибки при мiнiмiзацiї функцiоналу (60), але значно спрощує об-
числення. У цьому наближеннi функцiї Si(M̃, x0), P (M̃, x0), D(M̃, x0) залежать ли-
ше вiд параметра x0(Si(M̃, x0) → Si0(x0); P (M̃, x0) → P0(x0); D(M̃, x0) → D0(x0),
тому ε(M̃, x0) має просту полiномiальну залежнiсть вiд M̃ . Використання y(η) за-
мiсть f(η|λ

�

/λ) значно спрощує також обчислення функцiй Si0(x0), P0(x0), D0(x0),
а пiдстановка (63) дозволяє зменшити кратнiсть iнтегралiв. Залежнiсть розрахо-
ваних у цьому наближеннi функцiй Si0(x0), P0(x0), D0(x0) вiд параметра реля-
тивiзму iлюструють рисунки 5, 6 При великих значеннях x0 всi Si0(x0) ∼ x0, a
P0(x0), D0(x0) ∼ x2

0.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  1  2  3  4  5  6

f(�)

�
x0=1.5 2.5 5.0 15

Рис. 4: Залежнiсть розв’язкiв рiвняння (64) вiд значення k =
�

λ
�

/λ
�2

: точкова крива –

k = 1, суцiльна крива – k = 0,95, пунктирна крива – k = 0,9.

З умови рiвноваги
d

dx0
ε(M̃, x0) = 0 знаходимо рiвняння, що визначає залежнiсть

M̃ вiд параметра релятивiзму:

M̃−1 dM̃

dx0

�

S10(x0)− 1− α0S20(x0)−
5

3
M̃2/3

�

S30(x0) +
m0

µemu
P0(x0)

�

−

−
m0

µemu

7

3
M̃4/3

�

+ (65)

+
dS10

dx0
− α0

dS20

dx0
− M̃2/3

�

ds30
dx0

+
m0

µemu

dP0

dx0

�

−
m0

µemu

dD0

dx0
M̃4/3 = 0.

З умов
d

dx0
ε(M̃, x0) = 0,

d2

dx2
0

ε(M̃, x0) (66)

одержуємо систему двох квадратних вiдносно M̃2/3 рiвнянь для знаходження коор-
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Рис. 5: Залежнiсть функцiй Si0 вiд параметра релятивiзму x0 при z = 6.

динат критичної точки (x∗
0, M̃(x∗

0)), у якiй
d

dx∗
0

M̃(x∗
0) = 0:

d

dx0
S10 − α0

dS20

dx0
− M̃2/3

�

dS30

dx0
+

m0

µemu

dP0

dx0

�

−
m0

µemu
M̃4/3 dD0

dx0
= 0; (67)

d2

dx2
0

S10 − α0
d2S20

d2x0
− M̃2/3

�

d2S30

dx2
0

+
m0

µemu

d2P0

dx2
0

�

−
m0

µemu
M̃4/3 d

2D0

dx2
0

= 0.

При z = 2 знаходимо, що x∗
0 = 23,035, M̃(x∗

0) = 1,936492, а при z = 6 – x∗
0 = 23,096,

M̃(x∗
0) = 1,13637, а при z = 26 – x∗

0 = 23,688, M̃(x∗
0) = 1,823887, так що вiдхилення

M̃(x∗
0) вiд границi Чандрасекара M̃ch = 2,01824 складає 4,1% при z = 2; 5,2% при

z = 6 i 9,6% при z = 26.

5 Висновки

У цiй роботi розглянуто питання про вплив кулонiвських мiжчастинкових взає-
модiй на максимальну масу виродженого карлика i значення параметра релятивiзму
у центрi зорi, при якому порушується стiйкiсть карликiв щодо ефектiв ЗТВ. Вико-
ристано модель зi сталим хiмiчним складом при T = 0K. За допомогою двох рiзних
методiв – рiвняння рiвноваги i варiацiйного методу – показано, що критичне зна-
чення параметра релятивiзму x0 майже не залежить вiд мiжчастинкових взаємодiй
при будь-якому хiмiчному складi; максимальна маса карлика, що вiдповiдає цьому
значенню x0, пiд впливом кулонiвських взаємодiй вiдхиляється вiд границi Чандра-
секара бiльше, нiж за рахунок ефектiв ЗТВ. Сумарне зменшення критичної маси
за рахунок взаємодiй та ефектiв ЗТВ складає суттєву величину: вiд 4% при z = 2
до 9% при z = 26, де z – валентнiсть ядер. Така поведiнка критичних параметрiв
пояснюється тим, що внесок кулонiвських взаємодiй до рiвняння стану при великих
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Рис. 6: Залежнiсть функцiй P0(x0) · 10
−2 та D0(x0) вiд параметра релятивiзму x0

густинах має таку ж залежнiсть вiд параметра релятивiзму, як i внесок iдеального
релятивiстського електронного газу.
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CRITICAL MASS AND STABILITY OF WHITE DWARFS
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Different methods of calculation of white dwarf mass were considered using
hydrostatic equilibrium equation as well as variational principle. We used for our
computations two models – with ideal electron subsytem and one with Coulomb
interaction. Also, in this work it was investigated the issue of stability for massive
white dwarfs. For the first time in the frame of model with Coulomb interaction,
we have obtained the critical values of stellar mass and relativistic parameter in
the stellar centre, when the instability due to general relativity effects occured.

Key words: degenerate dwarf, Coulomb interaction, instability, maximum
mass, critical value of relativistic parameter in the stellar centre

КРИТИЧЕСКАЯ МАССА И УСТОЙЧИВОСТЬ
ВЫРОЖДЕННЫХ КАРЛИКОВ

М. Ваврух, Н. Тышко, С. Смеречинский

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

e-mail: mvavrukh@gmail.com

Рассмотрены методы расчета массы вырожденных карликов как при помо-
щи уравнения механического равновесия, так и вариационного подхода. При
конкретных расчетах использована модель с идеальной электронной подси-
стемой и модель с кулоновскими взаимодействиями. Исследована область
устойчивости массивных вырожденных карликов. Впервые с учетом межча-
стичных взаимодействий определена критическая масса звезды и значение
параметра релятивизма в ее центре, при котором нарушается устойчивость
за счет эффектов общей теории относительности.

Ключевые слова: вырожденные карлики, межчастичные взаимодей-
ствия, эффекты общей теории относительности, устойчивость карликов,
максимальная масса, критическое значение параметра релятивизма в цен-
тре звезды


