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Розраховано енергiю основного стану i бiнарну функцiю розподiлу моделi
електронної рiдини в широкiй областi параметра неiдеальностi (1 ≤ rs ≤ 50)
за допомогою методу циклiчного перетворення статистичної суми, запро-
понованого авторами ранiше. Розроблено новий варiант цього методу з ме-
тою пiдвищення точностi розрахунку. Виконано порiвняння з результатами,
одержаними iншими методами, зокрема методом Монте-Карло.

Ключовi слова: модель електронної рiдини, перенормована теорiя збу-
рень, кореляцiйна енергiя, бiнарна функцiя розподiлу, поправка на локальне
поле, параметр неiдеальностi.

В роботах [1, 2] запропоновано метод циклiчного перетворення статистичної су-
ми для моделi електронної рiдини як засiб покращення збiжностi базисного пiдходу,
що є перенормованою теорiєю збурень, сформульованою в термiнах n-частинкових
кореляцiйних функцiй базисної системи – моделi вироджених електронiв без взає-
модiї [3, 4]. Хоча переваги базисного пiдходу перед традицiйною теорiєю збурень є
очевидними, в областi сильної неiдеальностi виникає необхiднiсть врахування коре-
ляцiй високого порядку i пiдсумовування рядiв (нерозбiжних) дiаграм, що ускла-
днює застосування базисного пiдходу. Оскiльки n-частинковi короткосяжнi кореля-
цiї вiдiграють тим бiльшу роль, чим бiльше значення параметра неiдеальностi, то
оптимальним був би такий варiант базисного пiдходу, дiаграми якого будувались
би не на потенцiалi Кулона, а на ефективному потенцiалi типу потенцiалу кван-
тового пакета. Саме такий пiдхiд – циклiчне перетворення статистичної суми, був
запропонований у роботах [1, 2] як спосiб попередньої пiдготовки до наступного за-
стосування базисного пiдходу. Це дає можливiсть використати методи, розробленi в
теорiї слабко неiдеальних систем, до опису сильно неiдеальних моделей.

У цiй роботi розраховано енергiю основного стану та бiнарну функцiю розподiлу
моделi електронної рiдини в широкiй областi параметра неiдеальностi rs (параме-
тра Вiґнера-Бракнера). Одержана залежнiсть кореляцiйної енергiї вiд параметра
неiдеальностi виявилась близькою до результату методу Монте-Карло [5, 6].

c© Ваврух М., Куштай Я., Смеречинський С., 2015



М. Ваврух, Я. Куштай, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2015. Вип. 50 85

Крiм цього, нами запропоновано новий варiант методу циклiчного перетворення
з метою пiдвищення точностi розрахункiв i спрощення практичного застосування
базисного пiдходу. Вiдхилення розрахованої у цьому варiантi кореляцiйної енергiї
вiд результатiв розрахунку методом Монте-Карло [5] в областi великих значень rs
складає долi вiдсотка.

1 Основнi спiввiдношення

Нашим завданням є розрахунок статистичної суми моделi електронної рiдини у
великому канонiчному ансамблi

Z(µ) = Sp{exp[−β(Ĥ − µN̂)]}, (1)

де N̂ =
∑

k,s a
+
k,sak,s – оператор числа частинок, Ĥ – гамiльтонiан моделi,

Ĥ = Ĥ0 + V̂ , Ĥ0 =
∑

k,s

εka
+
k,sak,s,

V̂ =
1

2V

∑

q 6=0

Vq Î2(q,−q), (2)

Î2(q,−q) =
∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+
k1+q,s1

a+
k2−q,s2

ak2,s2ak1,s1 .

Тут a+k,s, ak,s – оператори вторинного квантування на базисi плоских хвиль, µ –

змiнна хiмiчного потенцiалу, β = (kBT )
−1 – обернена температура, Vq = 4πe2/q2 –

зображення Фур’є потенцiалу Кулона, V – об’єм моделi (N, V → ∞, N/V = const),
εk = ~

2k2/2m.

Використовуючи ермiтiв оператор Ŵ , що комутує з оператором числа частинок
N̂ i оператором мiжелектронних взаємодiй V̂ , виконаємо циклiчне перетворення ста-
тистичної суми,

Z(µ) = Sp{exp[−Ŵ ]} exp[−β(Ĥ − µN̂)] exp[Ŵ ]]} = (3)

= Sp{exp[−β(Ĥ0 − µN̂ + V̂ + K̂ + L̂)]},

де

K̂ = [Ĥ0, Ŵ ]−, L̂ =
1

2
[[Ĥ0, Ŵ ]−, Ŵ ]− (4)

вiдмiннi вiд нуля, а комутатор

[[[Ĥ0, Ŵ ]−, Ŵ ]−, Ŵ ]−

та комутатори вищих порядкiв дорiвнюють нулевi. У роботi [2] оператор Ŵ виби-
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рався у виглядi суми ефективних локальних багаточастинкових взаємодiй

Ŵ =
∑

n≥2

Ŵn, (5)

Ŵn = (n!)−1V 1−n
∑

q1,...,qn 6=0

νn(q1, ...,qn)δq1+q2+...+qn,0În(q1, ...,qn),

În(q1, ...,qn) =
∑

k1,...,kn

∑

s1,..sn

a+k1+q1,s1
...a+kn+qn,sn

akn,sn ...ak1,s1 .

При такому виборi Ŵ

K̂ =
∑

n≥2

K̂n, (6)

K̂n =
~
2

m
(n!)−1V 1−n

∑

q1,...,qn

νn(q1, ...,qn)δq1+...+qn,0 ×

×
∑

k1,...,kn

n
∑

m=1

([

km +
1

2
qm

]

,qm

)

Ĵn(q1, ...,qn|k1, ...,kn),

Ĵn(q1, ...,qn|k1, ...,kn) =
∑

s1,...sn

a+k1+q1,s1
...a+kn+qn,sn

akn,sn ...ak1,s1 .

Для iлюстрацiї структури оператора L̂ наведемо його у наближеннi Ŵ = Ŵ2:

L̂2 = −
N̂2

V 2

∑

q 6=0

εqν
2(q,−q)−

N̂

V 2

∑

q 6=0

εqν
2(q,−q)Î2(q,−q) (7)

+
1

V 2

~
2

2m

∑

q 6=0







∑

q1 6=0

(q− q1,q1)ν2(q− q1,q1 − q)ν2(q1,−q1)







Î2(q,−q)

+
~
2

2mV 2

∑

q1,q2 6=0

(q1,q2)ν2(q1,−q1)ν2(q2,−q2)Î3(q1,q2,−q1 − q2),

де в останньому рядку q1 + q2 6= 0.

Нехай функцiї νn(q1, ..., qn) задовольняють систему рiвнянь (n ≥ 2):

Vn(q1, ...,qn)δq1+...+qn,0 − 2NV −1εq1ν
2
2(q1,−q1)δn,2 − (8)

−[1− δn,2]νn(q1, ...,qn)Φn(q1, ...,qn)− δq1+...+qn,0

∑

m≥2

Ψ(m)
n (q1, ...,qn) = 0.
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Тут використано такi позначення:

V2(q,−q) = Vq = 4πe2/q2,

V3(q1,q2,q3) =
~
2

2m

3
∑

i6=j=1

(qi,qj)ν2(qi,−qi)ν2(qj ,−qj);

V4(q1,−q1,q2,−q2) = −4
~
2

m
ν3(−q1,q2,q1 − q2) × (9)

× {(q1,q1 − q2) ν2(q1,−q1) + (q2,q2 − q1) ν2(q2,−q2)}; ...

Ψ
(2)
2 (q,−q) =

~
2

mV

∑

q1

(q1,q1 − q)ν2(q1,−q1)ν2(q− q1,q1 − q);

Ψ
(3)
2 (q,−q) = 2

~
2

m

N

V 2

∑

q1

{q21 + (q1,q1 − q)}ν2(q1,−q1)ν3(−q1,q,q1 − q);

Ψ
(4)
2 (q,−q) =

~
2N2

mV 3

∑

q1

q21 ν2(q1,−q1)ν4(q1,−q1,q,−q); ...

Ψ
(2)
3 (q1,q2,−q1 − q2) =

~
2

mV

∑

q

ν2(q,−q)δq1+q2+q3,0 ×

× {[(q,q− q1) + (q,q + q2)]ν3(q1 − q,q2 + q,q3) +

+ [(q,q − q2) + (q,q+ q3)]ν3(q1,q2 − q,q3 + q) +

+ [(q,q − q1) + (q,q+ q3)]ν3(q1 − q,q2,q3 + q)}; ...

Φn(q1, ...,qn) =
N

V

n
∑

i=1

2εqiν2(qi,−qi)δq1+...+qn,0.

Якщо в операторi L̂ у всiх доданках, крiм доданка −N̂2V −2
∑

q 6=0

εqν
2
2 (q,−q), виконати

замiну N̂ → N , то згiдно з рiвняннями (8) знаходимо, що

V̂ + L̂ = −N̂2V −2
∑

q

εq ν
2
2(q,−q), (10)

у зв’язку з чим статистична сума набуває вигляду

Z(µ) = Sp

{

exp

[

β
N̂2

V
ν0 − β(Ĥ0 − µN̂ + K̂)

]}

,

ν0 = V −1
∑

q 6=0

εq ν
2
2 (q,−q). (11)

Роль оператора мiжчастинкових взаємодiй тут вiдiграє оператор K̂, в якому фiгу-
рують нелокальнi ефективнi потенцiали, що визначаються функцiями νn(q1, ...,qn).

Розв’язки системи нелiнiйних iнтегральних рiвнянь (8) можна знайти тiльки в
певних наближеннях. Особливе мiсце в цiй системi займає рiвняння для ν2(q,−q).



88

М. Ваврух, Я. Куштай, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2015. Вип. 50

Нехтуючи доданками Ψ
(m)
2 (q,−q) при m ≥ 3, одержуємо замкнуте рiвняння

Vq − 2
N

V
εqν

2
2(q,−q) −

~
2

mV

∑

q1

(q1,q1 − q)ν2(q1,−q1)ν2(q− q1,q1 − q) = 0. (12)

Для аналiзу цього рiвняння i знаходження його наближених аналiтичного та чи-
слового розв’язкiв перейдемо до безрозмiрних змiнних z = qa0n

−1/3, y2(z) =
ν2(q,−q)n7/6(4πa30)

−1, де a0 – радiус Бора, n = 4πa30
N
V = 3r−3

s . У цих змiнних рiв-
няння (12) набуває вигляду

z−2 − z2y22(z)− (2π2)−1

∫

dz1(z1, z1 − z)y2(z1)y2(|z− z1|) = 0. (13)

Одержане рiвняння не мiстить жодних фiзичних параметрiв i визначає унiверсальну
функцiю y2(z). Рiвняння (13) iнварiантне щодо замiни y2(z) → −y2(z), але це не
впливає на фiзичнi характеристики. Виконуючи перетворення Фур’є

y2(z) =

∫

y2(ρ) e
−i(z,ρ)dρ, (14)

одержуємо безрозмiрне рiвняння в координатному зображеннi

{4π∇y2(ρ)}
2 − ρ−1 − 4π

∫

dρ1y2(ρ1)∇
2
ρy2(|ρ− ρ1|) = 0. (15)

З якiсного аналiзу рiвняння (13) випливає, що y2(z) ∼ z−2 при z → 0 (y2(ρ) ∼ ρ−1

при ρ→ ∞). З рiвняння (15) знаходимо, що

{∇y2(ρ)}
2 ∼ ρ−1 + const при ρ→ 0, (16)

через те

y2(ρ) ∼= c+ c1ρ
1/2 + c2ρ

3/2 + ... при ρ→ 0. (17)

Використовуючи цю асимптотику i метод пробних функцiй [7], можна знайти асим-
птотично точний розв’язок рiвняння (13) в аналiтичному виглядi. У роботi [1] було
використано сферично-симетричнi функцiї, одна з яких є такою:

y02(z) = Az−2{1 + az2 − bz4(1 + az2)−1}−3/4; a2 > b. (18)

Пiдставляючи пробну функцiю (18) в рiвняння (13), знаходимо параметри A, a, b з
умов, щоб у цьому рiвняннi точно компенсувались доданки типу z−2 при z ≫ 1, а
також z−2 i const при z ≪ 1:

A = 1; a = 4(9π)−2/3(1 − ξ0)
−1; b = a2ξ0; ξ0 = 0, 2929... . (19)

Використовуючи y02(z) як нульове наближення, в роботi [1] знайдено чисельний
розв’язок рiвняння (13) методом iтерацiй. Залежнiсть функцiї y02(z) та чисельного
розв’язку y2(z) вiд змiнної z iлюструє таблиця 1.
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Табл. 1: Розв’язок рiвняння (13): y0

2(z) вiдповiдає формулi (18); y2(z) – чисельний розв’язок
рiвняння (13), знайдений методом iтерацiй.

z y02(z) y2(z) z y02(z) y2(z)
0.2 24.555459 24.586118 2.8 0.0404688 0.0420242
0.4 5.8388070 5.8949927 3.0 0.0326125 0.0335962
0.6 2.4109317 2.4679268 3.2 0.0265923 0.0272640
0.8 1.2420494 1.2917625 3.4 0.0219140 0.0223114
1.0 0.7226970 0.7616365 3.6 0.0182321 0.0184985
1.2 0.4549459 0.4844051 3.8 0.0153012 0.0154349
1.4 0.3028950 0.3241250 4.0 0.0129436 0.0130264
1.6 0.2104008 0.2256502 4.2 0.0110290 0.0110472
1.8 0.1511382 0.1616970 4.4 0.0094606 0.0094620
2.0 0.1115848 0.1189872 4.6 0.0081653 0.0081361
2.2 0.0842952 0.0892805 4.8 0.0070877 0.0070547
2.4 0.0649392 0.0683900 5.0 0.0061849 0.0061397
2.6 0.0508841 0.0531468

Для зручностi наступного розрахунку статистичної суми використаємо представ-
лення взаємодiї [8], а також перейдемо до “частотного” зображення операторiв вто-
ринного квантування, вводячи суперпозицiю операторiв породження та знищення
електронiв, заданих у представленнi взаємодiї [3]

ak,s(ν∗) = β−1/2

β
∫

0

ak,s(β
′

) exp(iν∗β
′

)dβ
′

, (20)

де ν∗ = β−1(2n+ 1) – “частоти” Фермi-Мацубари. У цьому представленнi статисти-
чна сума (11) набуває такого вигляду:

Z(µ) = Z0(µ) exp

{

β
N̂2

V
ν0

}

〈Ŝν〉0, (21)

де Z0(µ) – статистична сума iдеальної моделi (без взаємодiї), а символ <>0 означає
статистичне середнє за станами цiєї моделi;

Ŝν = Tβ exp







−
∑

n≥2

K̂n(ν)







, (22)

K̂n(ν) =
~
2

m
(βV )1−n[(n− 1)!]−1

∑

x1,...,xn

νn(q1, ...,qn)f̂x1
ρ̂x2

...ρ̂xn
δx1+...+xn,0. (23)
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Тут використано такi позначення:

ρ̂x = ρ̂q,ν =
∑

k,s;ν∗

a+k+q,s(ν
∗ + ν)ak,s(ν

∗), (24)

f̂x = f̂q,ν =
∑

k,s;ν∗

(

k+
q

2
,q
)

a+
k+q,s(ν

∗ + ν)ak,s(ν
∗);

x ≡ (q, ν), ν = β−12πn – “частоти” Бозе-Мацубари; δx1+...+xn,0 ≡
δq1+...+qn,0δν1+...+νn,0; символ Tβ є узагальненим оператором впорядкування за змiн-

ними β
′

, який крiм звичайних властивостей [8] має властивiсть приводити добу-
ток операторiв ak,s(β

′

)a+k,s(β
′′

) до нормальної форми у випадку однакових змiнних

(β
′

= β
′′

). У роботi [3] встановлено правило обчислення середнiх вiд добутку опера-
торiв ak,s(ν

∗):

− < Tβ{ak1,s1(ν
∗
1 )a

+
k2,s2

(ν∗2 )} >0= G0
k1,s1(ν

∗
1 )δk1,k2

δs1,s2δν∗

1
,ν∗

2
, (25)

де

G0
k,s(ν

∗) = {iν∗ − εk + µ}−1eiδν
∗

(26)

є спектральним зображенням одноелелектронної функцiї Грiна iдеальної системи
(δ → +0). Обчислення сум за частотами здiйснюється згiдно з прaвилами:

β−1
∑

ν∗

G0
k,s(ν

∗) = nF
k,s = {exp[β(εk − µ)] + 1}−1,

β−1
∑

ν

(iν + E)−1e±iνδ =

{

1 + nB
E ,

nB
E ,

nB
E = {exp(βE) − 1}−1. (27)

2 Енергiя основного стану моделi

Як вiдомо, енергiю основного стану моделi можна розрахувати за допомогою
двочастинкової кореляцiйної функцiї,

E = E0 +
1

2βV

1
∫

0

dλ

λ

∑

q,ν

λVqµ
(λ)
2 (x,−x). (28)

Тут E0 – енергiя iдеальної моделi (без взаємодiї), а µ
(λ)
2 (x,−x) – спектральне зо-

браження двочастинкової кореляцiйної функцiї модельної системи, у якiй замiсть

потенцiалу Кулона Vq = 4πe2/q2 фiгурує потенцiал λVq . Функцiя µ
(1)
2 (x,−x) є коре-

ляцiйною функцiєю моделi електронної рiдини, яка пов’язана з бiнарною функцiєю
розподiлу спiввiдношенням

F2(r) = 1 + {N(N − 1)β}−1
∑

q,ν

µ
(1)
2 (x,−x)ei(q,r). (29)
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За означенням, зображення Фур’є функцiї µ
(λ)
2 (r) ≡ F

(λ)
2 (r)−1 модельної системи

µλ
2 (q,−q) = {Sp[exp[−β(Ĥλ − µN̂)]]}−1Sp{Î2(q,−q) exp[−β(Ĥλ − µN̂}, (30)

Ĥλ = Ĥ0 + λV̂ , V̂ = (2V )−1
∑

q 6=0

Vq Î2(q,−q).

Використовуючи циклiчне перетворення з оператором exp[λ1/2Ŵ ], перепишемо ви-
раз (30) у такому виглядi:

µ
(λ)
2 (q,−q) = β−1

∑

ν

µ
(λ)
2 (x,−x), (31)

µ
(λ)
2 (x,−x) = {Sp[Tβ exp(−λ

1/2K̂ν)]}
−1Sp{Tβρ̂xρ̂−x exp(−λ

1/2K̂ν)}.

Розкладаючи exp(−K̂ν) у ряд за степенями оператора K̂ν , усереднимо почленно
i згорнемо одержаний ряд, що вiдповiдає пiдсумовуванню рядiв теорiї збурень. Че-
рез те, що оператор K̂ν антиермiтiв, така теорiя збурень має особливостi i вiдмiннi
вiд нуля внески виникають у парних порядках (n = 0, 2, 4, 6, ...). Враховуючи ряд
поляризацiйних дiаграм, породжених оператором K̂2(ν), який є найважливiшим з
K̂n(ν), знаходимо, що

µ
(λ)
2 (x,−x) =

∞
∑

n=0

µ0
2(x,−x)λ

n

(

~
2

mβV

)2n

(32)

×{< f̂xf̂−x >0< ρ̂xρ̂−x >0 + < ρ̂xf̂−x >
2
0}

n.

Тут
µ0
2(x,−x) = β−1 < Tβρ̂xρ̂−x >0 − (33)

спектральне зображення двочастинкової кореляцiйної функцiї iдеальної системи,

< Tβ f̂xf̂−x >0= −2βNεq

(

~
2

m

)−2

+ βν2
(

~
2

m

)−2

µ0
2(x,−x); (34)

< Tβρ̂xf̂−x >= iνβ

(

~
2

m

)−1

µ0
2(x,−x).

Таким чином одержуємо, що

µ
(λ)
2 (x,−x) = µ0

2(x,−x){1 + λveff (q)V
−1µ0

2(x,−x)}
−1. (35)

Цей вираз є перенормованим наближенням хаотичних фаз, у якому замiсть потен-
цiалу Кулона виступає слабкий ефективний потенцiал мiжелектронної взаємодiї

veff (q) = 2
N

V
εqν

2
2 (q,−q), (36)

що має асимптотику потенцiалу квантового пакета

veff (q) =

{

Vq при q ≪ kF ,

Vq
4
3π

(

a− b
a

)−2
(kF /q)

3.
(37)
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Пiдставляючи вираз (35) у формулу (28), iнтегруючи за “параметром включен-
ня” λ та видiляючи внесок iдеальних кореляцiй EHF , представимо енергiю основного
стану у традицiйному виглядi:

E = E0 + EHF + ẼRPA
corr , EHF = −

1

2V

∑

q 6=0

Vq
∑

k,s

nk,snk−q,s, (38)

ẼRPA
corr =

1

2β

∑

q,ν

{ln[1 + L(x)]− L(x)}
Vq

veff (q)
.

У цьому наближеннi бiнарна функцiя розподiлу має таке зображення:

F̃RPA
2 (r) = 1 + µ0

2(r) + µcorr
2 (r), (39)

де

µ0
2(r) = −[N(N − 1)]−1

∑

s

∑

k,q

nk,snk+q,se
i(q,r) (40)

є кореляцiйною функцiєю iдеальної системи, а

µcorr
2 (r) = −[βN(N − 1)]−1

∑

q,ν

ei(q,r)µ0
2(x,−x)L(x){1 + L(x)}−1 (41)

зумовлена взаємодiєю мiж електронами. У формулах (31) та (34)

L(x) = V −1veff (q)µ̃
0
2(x,−x) = 32/3rsq

2
∗I

0
2 (q∗, u)y

2
2

(

q∗

[

3π

4

]1/3
)

, (42)

де

I02 (q∗, u) =
2εF
3Ne

µ0
2(x,−x) =

1

2

{

1 +
1

2q∗

[

1 + u2 −
1

4
q2∗

]

ln
u2 + (1 + 1/2q∗)

2

u2 + (1− 1/2q∗)2

−u

[

arctan

(

1

u

[

1 +
1

2
q∗

])

+ arctan

(

1

u

[

1−
1

2
q∗

])]}

(43)

є безрозмiрним множником функцiї µ0
2(x,−x) у змiнних q∗ = q/kF , u = ν(2εF q∗)

−1.
Виконуючи формальну замiну veff (q) → Vq = 4πe2/q2 у формулах (35), (38),

(41), одержимо кореляцiйну енергiю та бiнарну функцiю розподiлу у наближеннi
хаотичних фаз звичайної теорiї збурень ERPA

corr та FRPA
2 (r).

У таблицi 2 наведено залежнiсть кореляцiйної енергiї вiд параметра неiдеальностi
у рiзних наближеннях: ERPA

corr , Ẽcorr за формулою (38), розраховану методом Монте-
Карло [6], розраховану у наближеннi post-RPA [4] та у наближеннi динамiчного
локального поля [9]. Як видно з таблицi, у наближеннi ẼRPA

corr кореляцiйна енергiя
приймає дещо вищi значення, нiж у наближеннi Монте-Карло, але рiзниця мiж цими
величинами зменшується зi збiльшенням rs. Крiм того, у таблицi наведено також
кореляцiйну енергiю, визначену зi спiввiдношення

E(ν0)
corr(r) =

N2

V
ν0 − EHF . (44)
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Табл. 2: Кореляцiйна енергiя моделi електронної рiдини у рiдбергах на електрон
(−εcorr(rs)) у рiзних наближеннях: звичайне наближення RPA з потенцiалом Кулона
(εRPA

corr ); за формулою (38) (ε̃RPA
corr ); розрахована методом Монте-Карло [5] (εMC

corr) ; у на-
ближеннi post − RPA (εPRPA

corr ) [4]; у наближеннi динамiчного локального поля (εLF
corr) [9];

за формулою (44) (εν0corr).

rs −εRPA
corr −ε̃RPA

corr , (38) −εMC
corr −εPRPA

corr , [4] −εLF
corr, [9] −εν0corr, (44)

1 0.15757 0.095299 0.12001 0.1197 0.11996 0.48378
2 0.12358 0.071478 0.089545 0.0893 0.08958 0.24189
3 0.10549 0.059552 0.073747 0.0729 0.073798 0.16126
4 0.093585 0.051981 0.06355 0.0621 0.063589 0.12094
5 0.084914 0.046605 0.05625 0.0542 0.056265 0.096756
6 0.078209 0.042527 0.05069 0.048 0.050678 0.08063
7 0.072812 0.039292 0.046277 0.046237 0.069111
8 0.06834 0.036645 0.042667 0.042601 0.060472
9 0.064553 0.034426 0.039647 0.039558 0.053753
10 0.061291 0.032531 0.037075 0.0326 0.036966 0.048378
15 0.049835 0.025992 0.02829 0.032252
20 0.042739 0.022031 0.023085 0.024189
25 0.0378 0.019314 0.019593 0.019351
30 0.034114 0.017306 0.017069 0.016126
35 0.031233 0.015749 0.015151 0.013822
40 0.028903 0.014499 0.013639 0.012094
45 0.026972 0.013467 0.012415 0.010751
50 0.025339 0.012599 0.011401 0.0096756

Використовуючи числовий розв’язок рiвняння (13), знаходимо, що N2V −1ν0 =

= −NRy1, 40011r−1
s , тому E

(ν0)
corr(rs) = −NRy 0, 48378r−1

s , що в областi rs & 15 дуже
добре збiгається з результатами розрахунку методом Монте-Карло [5]. Це узгоджує-
ться з теоремою про те, що енергiя моделi, яка описується статистичним оператором

P̂B = exp

{

β
Ñ2

V
ν0 − β(Ĥ0 − µN̂)

}

, (45)

обмежує знизу енергiю моделi електронної рiдини [13].
Розрахована у наближеннi (41), (42) бiнарна функцiя розподiлу є набагато ко-

ректнiшою, нiж у наближеннi звичайного наближення хаотичних фаз на потенцiалi
Кулона, що iлюструє рисунок 1: суцiльнi кривi вiдповiдають наближенню з ефектив-
ним потенцiалом, пунктирнi – з потенцiалом Кулона. У таблицi 3 наведено значення
асимптотики функцiї F2(r) при r = 0, розрахованої як у наближеннi (41), (42), так
i в звичайному наближеннi хаотичних фаз, а також в iнших наближеннях.

На рисунку 2 зображено бiнарну функцiю розподiлу в апроксимацiї

F2(r) = F 0
2 (r) exp {µ̃RPA

2 (r)[F 0
2 (r)]

−1}, F 0
2 (r) = 1 + µ0

2(r), (46)



94

М. Ваврух, Я. Куштай, С. Смеречинський

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2015. Вип. 50

Табл. 3: Асимптотика бiнарної функцiї розподiлу F2(r) при r = 0 як функцiя параметра
rs.

rs FRPA
2 (0) FPRPA

2 (0) [4] FLF
2 (0) [9] F̃RPA

2 (0) F2(0), (46)
1 −0.12716 0.273 0.2733 0.38085 0.39398
2 −0.66213 - 0.1639 0.2904 0.32879
3 −1.1494 0.136 0.1022 0.21269 0.28146
4 −1.6045 - 0.0652 0.14317 0.24492
5 −2.0356 0.071 0.0426 0.079573 0.21567
6 −2.4478 - 0.0287 0.020561 0.19166
7 −2.8446 - 0.0204 −0.034751 0.17159
8 −3.2283 - 0.0148 −0.086987 0.15457
9 −3.6009 - 0.0109 −0.13661 0.13997
10 −3.9637 0.01 0.0092 −0.18397 0.12732
15 −5.6645 - - −0.39501 0.083479
20 −7.2293 - - −0.57586 0.058142
25 −8.6991 - - −0.7364 0.042174
30 −10.097 - - −0.88209 0.031514
35 −11.438 - - −1.0164 0.024091
40 −12.733 - - −1.1417 0.018749
45 −13.988 - - −1.2602 0.014793
50 −15.214 - - −1.3762 0.011731

що вiдповiдає наближеному пiдсумовуванню ряду дiаграм вищого порядку. Така
апроксимацiя обгрунтована у роботi [4].

Циклiчне перетворення статистичної суми можна трактувати як ефективний спо-
сiб врахування кореляцiйних ефектiв, спорiднений з наближенням локального по-
ля. Дiйсно, спектральне зображення двочастинкової кореляцiйної функцiї моделi
електронної рiдини (ф. (35) при λ = 1) можна представити у виглядi

µ2(x,−x) = µ0
2(x,−x)

{

1 +
Vq
V
µ0
2(x,−x)[1 −G(x)]

}−1

, (47)

характерному для представлення локального поля. Тому поправка на локальне поле
у нашому пiдходi визначається спiввiдношенням

G0
q = 1− 2N(V Vq)

−1εqν
2
2 (q,−q) = V −1

q ψ
(2)
2 (q,−q). (48)

Ця функцiя має загальнi властивостi статичної поправки на локальне поле силь-
но неiдеальної електронної рiдини [10]: змiнюється в границях вiд нуля до одини-
цi, квадратична вiдносно хвильового вектора в областi його малих значень (Gq ∼
0, 3(q/kF )

2 + ...), монотонно зростаюча функцiя хвильового вектора. Функцiя Gq є
унiверсальною i вiд жодних фiзичних параметрiв не залежить. Насправдi вiдомо [10],
що поправка на локальне поле повинна бути динамiчною, а сама форма її має за-
лежати вiд rs (при невеликих rs поправка є немонотонною функцiєю хвильового
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Рис. 1: Бiнарна функцiя розподiлу F̃RPA(r) у наближеннi (39)-(42) – суцiльнi кривi; у
звичайному наближеннi RPA з потенцiалом Кулона – пунктирнi кривi (для rs = 1; 5).

вектора). Тому Gq у формi (48) можна розглядати як певне наближення, коректне
для сильно неiдеальних систем.

Врахування iнших дiаграм (власноенергетичних та обмiнних) при обчисленнi
двочастинкової кореляцiйної функцiї дозволяє одержати поправки типу post-RPA i
уточнити результати розрахункiв енергiї моделi та бiнарної функцiї розподiлу. Якщо
обмежитись оператором K̂2(ν), то такi поправки є аналогами поправок, розрахова-
них на кулонiвському потенцiалi [3], [4], [9], i формально можуть бути одержанi з
них замiною потенцiалу Кулона на veff (q) [11]. Однак при врахуваннi доданкiв типу

post-RPA, побудованих на операторi K̂2(ν), необхiдно враховувати також оператори
K̂n(ν) при n ≥ 3, бо вони мають той самий порядок величини. Слiд врахувати та-
кож, що знаходження розв’язкiв системи iнтегральних рiвнянь (8), (9) з достатньою
точнiстю теж є громiздкою i складною задачею. У зв’язку з цим ми пропонуємо у
цiй роботi новий варiант методу циклiчного перетворення, у рамках якого можна
практично реалiзувати розрахунки характеристик моделi електронної рiдини з по-
трiбною точнiстю.
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Рис. 2: Бiнарна функцiя розподiлу згiдно з формулою (46). В iнтервалi 20 ≤ rs ≤ 50 крок
∆rs = 10.
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3 Циклiчне перетворення на основi оператора exp Ŵ2

Вибiр оператора Ŵ у формулi (3) є неоднозначним i може диктуватись зручнi-
стю i простотою розрахункiв. У даному роздiлi ми використаємо спрощений варiант
оператора Ŵ , покладаючи νn(q1, ...,qn) = 0 при n ≥ 3. У цьому випадку функцiя
ν2(q,−q) задовольняє рiвняння (13), розв’язок якого нами представлено у виглядi
апроксиманти Паде

y2(z) =
1

z2
1−A1z

2 +A2z
4

1 +B1z2 +B2z4 +B3z6
, (49)

а коефiцiєнти Ai, Bi знайдено числовим методом, шляхом розрахунку нев’язки –
лiвої сторони рiвняння (13) як функцiї z (див. таблицю 4).

Табл. 4: Розв’язок рiвняння (13) згiдно з формулою (49) та нев’язка δ(z) (лiва сторона
рiвняння (13)); A1 = 2.36747, A2 = 0.0309862, B1 = 2.78181, B2 = 0.677991, B3 = 0.00235699.

z δ(z) y2(z) z δ(z) y2(z)
0.001 −0.12937 106 2.501 0.0022989 0.059801
0.101 −0.06543 97.62 2.601 0.002201 0.052829
0.201 −0.027151 24.356 2.701 0.0021052 0.046842
0.301 −0.007577 10.661 2.801 0.0020104 0.041677
0.401 0.00076551 5.865 2.901 0.0019161 0.037205
0.501 0.0035025 3.6527 3.001 0.0018216 0.033318
0.601 0.0039615 2.4588 3.101 0.0017264 0.029927
0.701 0.0037538 1.7454 3.201 0.0016302 0.026957
0.801 0.0035062 1.2876 3.301 0.0015329 0.02435
0.901 0.0033811 0.9779 3.401 0.0014345 0.022052
1.001 0.0033649 0.75977 3.501 0.0013351 0.020021
1.101 0.0034016 0.6012 3.601 0.0012348 0.018221
1.201 0.0034426 0.48295 3.701 0.0011338 0.016621
1.301 0.0034594 0.39293 3.801 0.0010324 0.015195
1.401 0.0034406 0.32319 3.901 0.00093099 0.013921
1.501 0.0033868 0.26837 4.001 0.00082979 0.012781
1.601 0.0033044 0.22473 4.101 0.00072914 0.011756
1.701 0.0032017 0.1896 4.201 0.00062934 0.010834
1.801 0.0030869 0.16107 4.301 0.00053071 0.010003
1.901 0.0029668 0.13768 4.401 0.00043351 0.0092515
2.001 0.0028461 0.11837 4.501 0.000338 0.008571
2.101 0.0027279 0.1023 4.601 0.00024443 0.0079534
2.201 0.0026139 0.088859 4.701 0.000153 0.007392
2.301 0.0025046 0.077539 4.801 6.3889 · 10−5 0.0068806
2.401 0.0023998 0.067956 4.901 −2.2731 · 10−5 0.0064139
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Замiсть формули (11) у цьому варiантi

Z(µ) = Sp

{

exp

[

β
N̂2

V
ν0 − β(Ĥ0 − µN̂ + K̂2 + V̂3)

]}

, (50)

де

V̂3 =
~
2

2mV 2

∑

q1,q2 6=0

(q1,q2)ν2(q1,−q1)ν2(q2,−q2) (51)

×{1− δq1+q2),0}Î3(q1,q2,−q1 − q2))−

оператор слабких локальних ефективних тричастинкових взаємодiй, а оператор K̂2

визначений формулою (6). Аналогом формули (31) у цьому випадку є

µ
(λ)
2 (x,−x) =< Ŝν >0< Tβ{ρ̂xρ̂−xŜν} >0, Ŝν = exp{−λ1/2K̂2(ν) − λV̂3(ν)}, (52)

V̂3(ν) =
~
2

2m
(βV )−2

∑

x1,x2

(q1,q2)ν2(q1,−q1)ν2(q2,−q2){1− δq1+q2,0}ρ̂x1
ρ̂x2

ρ̂−x1−x2
.

Як видно з формули (35), оператор K̂2(ν) дає внески у наближеннi хаотичних
фаз, вiн є основним, а V̂3(ν) вiдiграє роль збурення: вiн зображається у виглядi
подвiйної суми за змiнною x = (q, ν) i тому може давати поправки типу post-RPA
до кореляцiйної функцiї чи енергiї моделi. У зв’язку з цим модель, у якiй V̂3(ν) = 0,
можна розглядати як базисну систему для опису внескiв оператора V̂3(ν).

Власноенергетичнi дiаграми другого порядку теорiї збурень вiдносно K̂2(ν) да-
ють такий внесок до µλ

2 (x,−x)

−

(

~
2

2mV

)2

β−3λ
∑

q1,ν1

ν22(q1,−q1)
∑

k1,k2

∑

s1,s2

∑

ν∗

1
,ν∗

2

G0
k1−q,s1(ν

∗
1 − ν1)

×[G0
k1,s1(ν

∗
1 )]

2G0
k2+q1,s2(ν

∗
2 + ν1)G

0
k2,s2(ν

∗
2 ) (53)

×G0
k1+q1,s1(ν

∗
1 + ν1)

{(

k2 +
q

2
,q
)

−
(

k1 +
q

2
,q
)}2

.

За допомогою елементарних тотожних перетворень цей вираз зводиться до такого:

−(2βV )−1λ
∑

x1

veff (q1)µ
0
4,1(x,−x, x1,−x1), (54)

де

µ0
4,1(x,−x, x1,−x1) = −2β−1

∑

k,s;ν∗

[G0
k,s(ν

∗)]2Gk+q1,s(ν
∗ + ν1)Gk−q,s(ν

∗ − ν) (55)

– власноенергетична складова чотиричастинкової кореляцiйної функцiї iдеальної
системи [4].
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Внесок суми обмiнних дiаграм другого порядку у µ2(x,−x) зображається вира-
зом (55), якщо у ньому µ0

4,1(x,−x, x1,−x1) замiнити обмiнною складовою чотирича-
стинкової функцiї

µ0
4,2(x,−x, x1,−x1) = −β−1

∑

k,s;ν∗

G0
k,s(ν

∗)G0
k+q,s(ν

∗ + ν) (56)

×G0
k+q1,s(ν

∗ + ν1)G
0
k+q+q1,s(ν

∗ + ν1 + ν).

У четвертому порядку теорiї збурень за K̂2(ν) зв’язна дiаграма виражається через
тричастинковi функцiї iдеальної моделi:

λ2(2βV )−1
∑

x1

veff (q1)veff (q+ q1)µ
0
3(x, x1,−x− x1)µ

0
3(−x,−x1, x+ x1). (57)

Пiдсумовуючи безмежнi ряди дiаграм, побудованих на дво-, три- та чотирича-

стинкових кореляцiйних функцiях iдеальної моделi, надамо µ
(λ)
2 (x,−x) форми на-

ближення локального поля,

µ
(λ)
2 (x,−x) = µ0

2(x,−x){1 + λveff (q)V
−1µ0

2(x,−x)[1 − G̃(λ)(x)]}−1, (58)

де G̃(λ)(x) – поправка на локальне поле в методi циклiчного перетворення. Вирази
(54) –(58) вiдрiзняються вiд аналогiчних виразiв звичайного базисного пiдходу замi-
ною потенцiалу Кулона Vq на ефективний потенцiал veff (q), що дає змогу викори-
стати рiвняння для поправки на локальне поле базисного пiдходу [4]. У наближеннi
рядiв одно- та двокiльцевих дiаграм, побудованих на потенцiалi veff (q),

G̃(λ)(x) = G̃1(x|λ) + G̃2(x|λ), (59)

G̃i(x|λ) +
∑

x1

Φ̃
(λ)
i (x, x1)G̃2(x1|λ) = G̃RPA

i (x|λ), i = 1, 2.

Ядра цих рiвнянь визначенi такими спiввiдношеннями:

Φ̃
(λ)
1 (x, x1) = −(2βveff (q))

−1[µ0
2(x,−x)]

−2veff (q1)µ
0
4(x,−x, x1,−x1),

Φ̃
(λ)
2 (x, x1) = λ(2βveff (q))

−1[µ0
2(x,−x)]

−2veff (q1)v0(x+ x1) (60)

×µ0
3(x, x1,−x− x1)µ

0
3(−x,−x1, x+ x1); v0(x) = veff (q){1 + λL(x)}−1;

µ0
4(x,−x, x1 − x1) = µ0

4,1(x,−x, x1 − x1) + µ0
4,2(x,−x, x1 − x1).

Правi сторони iнтегральних рiвнянь (59)

G̃RPA
i (x|λ) =

∑

x1

Φ̃
(λ)
i (x, x1){1 + λL(x)}−1 (61)

можна розглядати як нульове наближення для G̃i(x|λ).
Оскiльки в межах звичайної теорiї збурень на потенцiалi Кулона µ2(x,−x) i по-

правка на локальне поле пов’язанi спiввiдношенням (47), то з порiвняння виразiв
(47) i (58) випливає зв’язок мiж традицiйною поправкою на локальне поле G(x) i ї ї
аналогом у методi циклiчного перетворення G̃(x)

G(x) = G0
q + [1−G0

q ]G̃(x), (62)
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а незалежна вiд частоти функцiя G0
q вiдiграє роль нульового наближення. Функцiя

[1−G0
q]G̃(x), що визначається слабким ефективним потенцiалом

veff (q) = Vq{z
2y1(z)}

2, (63)

дає невелику поправку до G0
q .

У випадку слабкого потенцiалу головний внесок до G̃(x) дає G̃1(x), яка вiдповiдає
наближенню Гелдарта-Тейлора [10]. У цьому наближеннi функцiя G̃1(x) дослiдже-
на у роботi [11], де показано, що в областi малих i промiжних значень хвильових
векторiв ця функцiя є малою i додатною, тобто врахування обмiнних i власноенер-
гетичних дiаграм оператора K̂2(ν) приводить до невеликого збiльшення поправки
на локальне поле. За рахунок доданка [1 − G0

q]G̃1(x) поправка G(x) набуває зале-
жностi вiд частоти i параметра неiдеальностi. При великих значеннях хвильових
векторiв G̃(x) стає вiд’ємною i великою за модулем, що характерно для потенцiалiв
типу квантового пакета [12].

Але згiдно зi спiввiдношенням (62) G̃1(x) має коректну асимптотику

G(x) ⇒ G0
q −

1

6
+O(q−2) =

5

6
+O(q−2). (64)

Максимальне вiдхилення G(x) вiд G0
q спостерiгається в областi (1÷ 3)kF , для rs ≥ 5

не перевищує 10% i зменшується з ростом rs.
Вказанi особливостi функцiї G(x) призводять до того, що кореляцiйна енергiя в

наближеннi локального поля стає дещо вищою вiд результатiв розрахунку у набли-
женнi хаотичних фаз на основi veff (q), тобто ще бiльше вiддаляється вiд результатiв
методу Монте-Карло [5,6] при невеликих значеннях параметра rs. Така ситуацiя цiл-
ком закономiрна – врахування поправки на локальне поле у звичайному базисному
пiдходi призводить до зростання кореляцiйної енергiї. Дiйсно, у лiнiйному набли-
женнi за G̃1(x) внесок власноенергетичних i обмiнних дiаграм оператора K̂2(ν) у
другому порядку теорiї збурень до µ2(x,−x) дає такий внесок до кореляцiйної енер-
гiї основного стану моделi

E
(2)
2 =

1

2βV

∑

q,ν

Vqµ
0
2(x,−x)

L(x)

[1 + L(x)]2
G̃1(x), (65)

який є додатною величиною. В той же час це призводить до покращення функцiї
розподiлу в областi малих вiдстаней i поправка до F2(r)

∆F2(r) =
1

βN(N − 1)

∑

q,ν

µ0
2(x,−x)

L(x)

(1 + L(x))2
G̃1(x)e

i(q,r) (66)

також має додатний знак.
Внески операторiв K̂n(ν) при n ≥ 3 у роботi [11] не дослiджувались. У новому

варiантi такi оператори вiдсутнi, а внесок V̂3(ν) до енергiї основного стану моделi ми
враховуємо за допомогою базисного методу, вважаючи, що n-частинковi кореляцiйнi
функцiї

µn(x1, ..., xn) = β−1 < Tβ[ρ̂x1
...ρ̂xn

] >зв
k2

(67)
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моделi, якiй вiдповiдає S-матриця

Ŝ2(ν) = Tβ exp[−K̂2(ν)], (68)

є вiдомими.

У першому порядку теорiї збурень внесок оператора V̂3(ν) до енергiї основного
стану

∆E3,1 = −
~
2

2m
β−2V −2

∑

x1,x2

(q1,q2)ν2(q1,−q1)ν2(q2,−q2)µ3(x1, x2,−x1 − x2) (69)

визначається тричастинковою кореляцiйною функцiєю, яка у наближеннi RPA
дається виразом:

µ3(x1, x2,−x1 − x2) = µ0
3(x1, x2,−x1 − x2)ε

−1(x1)ε
−1(x2)ε

−1(x1 + x2), (70)

ε(x) = 1 + V −1veff (q)µ
0
2(x,−x),

де µ0
3(x1, x2,−x1 − x2) – кореляцiйна функцiя iдеальної системи.

Табл. 5: Кореляцiйна енергiя моделi електронної рiдини згiдно з новим варiантом методу

циклiчного перетворення: −ε̃RPA
corr , (38), а також внески тричастинкових взаємодiй −∆ε3,1corr,

−∆ε3,2corr за формулами (69) i (71); −ε̃
∑

corr – сума всiх врахованих кореляцiйних внескiв;
−εMC

corr – результати розрахунку методом Монте-Карло [5].

rs −ε̃RPA
corr , (38) −∆ε3,1corr, (69) −∆ε3,2corr, (71) −ε̃

∑

corr −εMC
corr, [5]

1 0.095299 0.03479 0.0033123 0.1334 0.12001
2 0.071478 0.011788 0.0025726 0.085839 0.089545
3 0.059552 0.0058928 0.002163 0.067608 0.073747
4 0.051981 0.0034991 0.0018908 0.057371 0.06355
5 0.046605 0.0022949 0.0016924 0.050593 0.05625
6 0.042527 0.0016071 0.0015395 0.045673 0.05069
7 0.039292 0.0011792 0.0014171 0.041889 0.046277
8 0.036645 0.00089627 0.0013162 0.038858 0.042667
9 0.034426 0.00070019 0.0012313 0.036358 0.039647
10 0.032531 0.00055926 0.0011586 0.034249 0.037075
15 0.025992 0.00022751 0.00090728 0.027127 0.02829
20 0.022031 0.00011623 0.00075574 0.022903 0.023085
25 0.019314 6.7735 · 1005 0.00065266 0.020034 0.019593
30 0.017306 4.3042 · 1005 0.00057726 0.017927 0.017069
35 0.015749 2.9088 · 1005 0.00051936 0.016298 0.015151
40 0.014499 2.0588 · 1005 0.00047328 0.014993 0.013639
45 0.013467 1.5107 · 1005 0.00043561 0.013918 0.012415
50 0.012599 1.1411 · 1005 0.00040417 0.013015 0.011401
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У другому порядку теорiї збурень вiдносно V̂3(ν) внесок поляризацiйних дiаграм
є таким:

∆E3,2 = −

(

~
2

2m

)2
3

4
β−2V −4

∑

x1,x2

ν22(q1,−q1)ν
2
2 (q2,−q2)(q1,q2)

2

×µ2(x1,−x1)µ2(x2,−x2)µ2(x1 + x2,−x1 − x2), (71)

µ2(x,−x) = µ0
2(x,−x)ε

−1(x).

Обидва доданки є невеликими за модулем i вiд’ємними, що призводить до зменшен-
ня кореляцiйної енергiї i наближення її до результатiв розрахунку методом Монте-
Карло [5] в областi малих та промiжних значень rs. Однак при великих значеннях
параметра неiдеальностi (rs ≥ 20) внески оператора V̂3(ν), як i внески поправки на
локальне поле, спричиненої K̂2(ν), є мiзерними, що видно з таблицi 5.

Висновки

Енергетичнi та структурнi характеристики моделi електронної рiдини в областi
слабкої та промiжної неiдеальностi дослiдженi рiзними методами, якi узагальнюють
наближення хаотичних фаз, i добре вiдомi.

Циклiчне перетворення статистичної суми дозволяє розробити простий варiант
базисного пiдходу, придатний для опису моделi в областi сильної неiдеальностi. Як
видно з розрахункiв, результати тим кращi, чим бiльше значення параметра неi-
деальностi rs. Наближення хаотичних фаз на основi ефективного потенцiалу дає
кореляцiйну енергiю, що дуже мало вiдхиляється вiд результатiв методу Монте-
Карло [5]. Базисне врахування iнших внескiв дозволяє покращити результати в пе-
рехiднiй областi параметра неiдеальностi.
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CYCLIC TRANSFORMATION OF THE PARTITION
FUNCTION IN THE ELECTRON LIQUID THEORY
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The energy of the ground state and binary distribution function of the electron
liquid model were calculated in the wide range of the coupling parameter (1 ≤
rs ≤ 50). The cyclic transformation method, previous developed by the authors,
was used for this purpose. In addition, the new version of the method with
improved accuracy was suggested. Finally, the results were compared with ones
of another methods, including Monte Carlo method.

Key words: electron liquid model, renormalized perturbation theory, correlati-
on energy, binary distribution function, local field correction function, coupling
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Рассчитаны энергия основного состояния и бинарная функция распределе-
ния для модели электронной жидкости в широкой области параметра неиде-
альности (1 ≤ rs ≤ 50) при помощи метода циклического преобразования
статистической суммы , предложенного авторами ранее. Разработан новый
вариант этого метода с целлю повышения точности расчетов. Выполнено
сравнения с результатами, полученными другими методами, в частности
методом Монте-Карло.
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