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Базисний пiдхiд, запропонований авторами ранiше для опису моделi еле-
ктронної рiдини в нерелятивiстськiй теорiї металiв, адаптовано до розра-
хунку характеристик однорiдної електрон-ядерної моделi при густинах, ха-
рактерних для вироджених карликiв. Дослiджено i розраховано дво- та три-
частинковi кореляцiйнi функцiї iдеальної виродженої релятивiстської систе-
ми електронiв, а також кореляцiйнi функцiї моделi з кулонiвськими мiжча-
стинковими взаємодiями, яка вiдiграє роль статистичного базису для опису
внескiв електрон-ядерних взаємодiй. Вперше виконано акуратнi розрахунки
поправки на локальне поле базисної моделi як у статичному, так i динамi-
чному випадках.

Ключовi слова: електрон-ядерна модель, n-частинковi кореляцiйнi
функцiї, параметр релятивiзму, кулонiвськi взаємодiї, поправка на локальне
поле

1 Вступ

Електрон-ядерна модель є основою теорiї вироджених карликiв, адже виродже-
ний релятивiстський електронний газ забезпечує стiйкiсть цих об’єктiв, особливiстю
яких є висока густина речовини: при масах порядку сонячної вони мають розмiри
порядку (1 ÷ 2) · 10−2 радiуса Сонця, що вiдповiдає середнiй густинi 105 г/см
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таких умовах iснування зв’язаних станiв електронiв на ядрах неможливе, через те,
що середнi вiдстанi мiж частинками близькi до 0,1 Å. Тому за електронною структу-
рою виродженi карлики можна класифiкувати як найпростiшi металiчнi системи, у
яких всi електрони колективiзованi. Завдяки високiй густинi речовини iмпульс Фер-
мi має порядок m0c, тому для опису моделей карликiв незастосовне нерелятивiст-
ське наближення, що ускладнює розрахунки, тому що багаточастинковi кореляцiйнi
функцiї виродженої релятивiстської моделi електронiв з кулонiвськими взаємодiя-
ми дослiдженi у значно меншiй мiрi, анiж моделi нерелятивiстської. З iншого боку,
релятивiстський вироджений електронний газ є слабко неiдеальною системою, па-
раметр неiдеальностi якої

e2kF

{

[(m0c
2)2 + ~

2k2F c
2]1/2 − 1

}−1

= α0y
{

(1 + y2)1/2 − 1
}−1

(1)

має порядок α0 при y & 1, де y = ~kF /m0c – параметр релятивiзму, а α0 = e2/~c –
стала тонкої структури. У випадку слабкорелятивiстської моделi параметр неiдеаль-
ностi прямує до значення 2rs/η, де rs – параметр Вiгнера-Бракнера, який фiгурує в

нерелятивiстськiй теорiї металiчного стану (1,6 < rs < 5,5; η = (9π/4)
1/3

). Якщо за
масштаб енергiї вибрати величину m0c

2, то поправки до енергiї та тиску електрон-
ядерної моделi при високих густинах за рахунок кулонiвських взаємодiй будуть ви-
ражатися розкладами за степенями сталої тонкої структури, а тому актуальним є
врахування лише дво– та тричастинкових електронних кореляцiй.

Теорiя внутрiшньої будови холодних вироджених карликiв, розроблена С. Чан-
драсекаром у 40-х роках минулого столiття, грунтується на рiвняннi стану iдеально-
го виродженого релятивiстського електронного газу, що знаходиться у парамагнiтнiй
фазi при абсолютному нулi температури [1, 2].

Загальна теорiя внутрiшньої структури вироджених карликiв, яка могла б iн-
терпретувати всю рiзноманiтнiсть спостережуваних властивостей карликiв, повин-
на враховувати ще багато iнших чинникiв – неповне виродження, змiнний хiмiчний
склад, мiжчастинковi взаємодiї, вплив магнiтних полiв, осьове обертання, ефекти
загальної теорiї вiдносностi. Неповне виродження, змiнний хiмiчний склад та мiж-
частинковi взаємодiї є чинниками, притаманними всiм без винятку виродженим кар-
ликам. Роль мiжчастинкових взаємодiй належить до найменш вивчених питань у
теорiї вироджених карликiв.

Розрахунки енергетичних характеристик електрон-ядерної моделi грунтується
на n-частинкових кореляцiйних функцiях базисної моделi – релятивiстської виро-
дженої моделi електронiв з кулонiвськими взаємодiями при наявностi рiвномiрно
розподiленого позитивного заряду ядер. У цiй роботi дослiджено двочастинкову та
тричастинкову кореляцiйнi функцiї iдеальної релятивiстської системи електронiв,
а також поправку на локальне поле, яка формує n-частинковi кореляцiйнi функцiї
базисної моделi. Зокрема одержано точну аналiтичну формулу для статичної двоеле-
ктронної кореляцiйної функцiї iдеальної моделi та вивчено залежнiсть кореляцiйних
функцiй та поправки на локальне поле вiд параметра релятивiзму.
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2 Основнi спiввiдношення

Як i в роботi [3], ми розглядаємо електронейтральну макроскопiчно однорiдну
електрон-ядерну модель, що складається з Nn ядер iз зарядом z, якi утворюють
нерухому кристалiчну гратку, та Ne = zNn електронiв в об’ємi V у термодинамi-
чнiй границi Ne, V → ∞, Ne/V = const при температурах, набагато нижчих за
температуру виродження. Гамiльтонiан моделi

Ĥ = Ĥ0 + V̂ee + V̂en + V̂nn (2)

запишемо у змiшаному представленнi – вторинному квантуваннi для електронiв та
координатному для ядерної пiдсистеми. Вiн має такi складовi:

Ĥ0 =
∑

k,s

Ek a
+
k,sak,s (3)

– гамiльтонiан вiльних релятивiстських електронiв (Ek = {(m0c
2)2 + ~

2k2c2}1/2 −
m0c

2),

V̂ee = (2V )−1
∑

q 6=0

Vq Î2(q,−q) (4)

– оператор мiжелектронних взаємодiй,

V̂en = −V −1z
∑

q 6=0

Vq S−q ρ̂q (5)

– оператор електрон-ядерних взаємодiй,

V̂nn = z2(2V )−1
∑

q 6=0

Vq{SqS−q −Nn} (6)

– сума прямих мiж’ядерних взаємодiй. Тут Vq = 4πe2/q2 – зображення Фур’є куло-

нiвського потенцiалу, Sq =
Nn
∑

j=1

exp [i(q,Rj)] – структурний фактор ядерної пiдсисте-

ми,

Î2(q,−q) =
∑

k1,k2

∑

s1,s2

a+k1+q,s1
a+k2−q,s2

ak2,s2ak1,s1 ,

ρ̂q =
∑

k,s

a+k+q,sak,s,
(7)

a+k,s, ak,s – оператори породження i знищення електронiв у квантових станах iз за-
даним хвильовим вектором k i проекцiєю спiна s.

Статистичну суму електронної пiдсистеми у полi ядер у великому канонiчному
ансамблi

Z(µ) = Spe exp {−β(Ĥ0 − µN̂e + V̂ee + V̂en)} (8)
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розрахуємо у базисному пiдходi, розвинутому для опису нерелятивiстської електрон-
ної рiдини [4–7]. У формулi (8) N̂e =

∑

k,s

a+k,s, ak,s – оператор числа частинок, µ –

змiнна хiмiчного потенцiалу. Використавши традицiйне представлення взаємодiї [8],
статистичний оператор моделi запишемо у такому виглядi:

exp {−β(Ĥ0 − µN̂e + V̂ee + V̂en} = exp [−βĤµ]Tβ{ŜeeŜen}, (9)

де

Ŝee = exp







−
β
∫

0

dβ′ V̂ee(β
′)







, Ŝen = exp







−
β
∫

0

dβ′ V̂en(β
′)







,

V̂ee(β
′) = (2V )−1

∑

q 6=0

Vq ρ̂q(β
′)ρ̂−q(β

′),

V̂en(β
′) = −V −1z

∑

q 6=0

Vq S−q ρ̂q(β
′),

ρ̂q(β
′) = exp [β′Ĥµ]ρ̂q exp [−β′Ĥµ],

(10)

а Ĥµ = Ĥ0−µN̂e. Оператор Tβ є узагальненим оператором впорядкування з такими
властивостями:

Tβ{C1(β1)C2(β2)} =

{

C1(β1)C2(β2) при β1 > β2;

−C2(β2)C1(β1) при β2 > β1;
(11)

Tβ{ak1,s1(β1)a
+
k2,s2

(β1)} = −a+k2,s2
(β1)ak1,s1(β1).

Згiдно з методикою робiт [4, 6] перейдемо вiд операторiв ak,s до нових фермi-
амплiтуд

ak,s(ν
∗) =

β
∫

0

ak,s(β
′)ψν∗(β′)dβ′, (12)

де ψν∗(β′) = β−1/2 exp (iν∗β′), ν∗ = (2n + 1)πβ−1, n = 0;±1;±2 · · · . У “частотному”
представленнi

Ŝee(ν) = exp







−(2βV )−1
∑

q 6=0

∑

j

Vq ρ̂q,ν ρ̂−q,−ν







,

Ŝen(ν) = exp







zV −1
∑

q 6=0

Vq S−q ρ̂q,ν







,

ρ̂q,ν =
∑

k,s

a+k+q,s(ν
∗ + ν)ak,s(ν

∗),

(13)



108

М. Ваврух, Д. Дзiковський, В. Солов’ян, Н. Тишко

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2015. Вип. 50

причому ν = 2πnβ−1; n = 0,±1,±2, · · · , а обчислення середнiх вiд добутку операто-
рiв ak,s(ν

∗) виконується за правилом [4]

−〈Tβ{ak1,s1(ν
∗
1 )a

+
k2,s2

(ν∗2 )}〉Hµ
= Gk1,s1(ν

∗
1 )δν∗

1
,ν∗

2
δs1,s2δk1,k2

, (14)

де Gk,s(ν
∗) = {iν∗ − Ek + µ}−1eiδν

∗

є спектральним зображенням одноелектронної
функцiї Грiна iдеальної системи (δ → +0) – базисної системи для опису моделi
електронного газу iз взаємодiями мiж частинками.

Модель з гамiльтонiаном Ĥ0 + V̂ee використаємо як базисну систему для розра-
хунку Z(µ):

Z(µ) = e−βΩe(µ)〈Ŝen(ν)〉e, (15)

де

e−βΩe(µ) = e−βΩ0(µ)〈TβŜee(ν)〉0,
〈Ŝen(ν)〉e = 〈Tβ{Ŝee(ν)Ŝen(ν)}〉0{〈TβŜee(ν)〉0}−1.

(16)

Символ 〈 〉0 означає статистичне засереднення за станами iдеальної моделi електро-
нiв, а 〈 〉e – за станами базисної системи; Ω0(µ) – термодинамiчний потенцiал iдеаль-
ної системи

Ω0(µ) = −β−1
∑

k,s

ln {1 + e−β(Ek−µ)}, (17)

а Ωe(µ) – термодинамiчний потенцiал базисної моделi,

Ωe(µ) = Ω0(µ)− β−1 ln 〈TβŜee(ν)〉0. (18)

Розкладаючи оператор Ŝen(ν) у формулi (16) в ряд, засереднюючи почленно за
станами базисної системи i зображаючи результат в експонентнiй формi, знаходимо
внесок до термодинамiчного потенцiалу за рахунок електрон-ядерних взаємодiй

Ωen = −β−1〈Sen(ν)〉e =−
∑

n≥2

{n!V n}−1zn
∑

q1,··· ,qn 6=0

Vq1 · · ·Vqn · S−q1
· · ·S−qn

×

× µ̃n(q1, · · · ,qn)δq1+···+qn,0,

(19)

де

µ̃n(q1, · · · ,qn) = β−1〈Tβ{ρ̂q1,0 · · · ρ̂qn,0}〉звe (20)

є зв’язною частиною середнього вiд добутку n операторiв ρ̂q,0 – статичною границею
n-частинкової кореляцiйної функцiї базисної моделi

µ̃n(x1, · · · , xn) = µ̃n(q1, · · · ,qn|ν1, · · · , νn) = β−1〈Tβ{ρ̂q1,ν1 · · · ρ̂qn,νn}〉звe . (21)

Функцiї (20), (21) є узагальненням “багатохвосток” з теорiї нерелятивiстських
електрон-iонних моделей металiв [9, 10].
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3 Кореляцiйнi функцiї релятивiстського iдеального
виродженого електронного газу

Кореляцiйнi функцiї (21) виражаються через кореляцiйнi функцiї iдеальної мо-
делi

µ̃0
n(x1, · · · , xn) = β−1〈Tβ{ρ̂x1

· · · ρ̂xn
}〉зв0 . (22)

Як i в нерелятивiстськiй теорiї [4, 6], вони є згортками одночастинкових функцiй
Грiна

µ̃0
2(x,−x) = −β−1

∑

k,s

∑

ν∗

Gk,s(ν
∗)Gk+q,s(ν

∗ + ν),

µ̃0
3(x1, x2, x3) = 2β−1

∑

k,s

∑

ν∗

Gk,s(ν
∗)Gk+q

1
,s(ν

∗ + ν1)×

×Gk−q
2
,s(ν

∗ − ν2)δq1+q2+q3,0δν1+ν2+ν3,0,

µ̃0
4(x1,−x1, x2,−x2) = β−1

∑

k,s

∑

ν∗

Gk,s(ν
∗)Gk−q

1
,s(ν

∗ − ν1)×

×
∑

σ=±1

Gk−σq2,s(ν
∗ − σν2){2Gk,s(ν

∗) +Gk+q
1
+σq2,s(ν

∗ + ν1 − σν2)}

(23)

i т. д. Розкладаючи добутки функцiй Грiна на простi множники i використовуючи
спiввiдношення

β−1
∑

ν∗

Gk,s(ν∗) = nk,s = {1 + exp [β(Ek − µ)]}−1, (24)

одержуємо таке зображення функцiй (23):

µ̃0
2(x,−x) = −2Re

∑

k,s

nk,s{iν + Ek − Ek+q}−1,

µ̃0
3(x1, x2, x3) = δx1+x2+x3,0{γ3(x1,−x2) + γ3(x2,−x3) + γ3(x3,−x1)},
γ3(x1,−x2) = 2Re

∑

k,s

nk,s{iν1 + Ek − Ek+q
1
}−1{−iν2 + Ek − Ek−q

2
}−1

(25)

i т. д. У загальному випадку розрахунок функцiй µ̃0
n(x1, · · · , xn) зводиться до обчи-

слення тривимiрних iнтегралiв за вектором k.
Модель iдеального виродженого релятивiстського електронного газу при T = 0K

характеризується єдиним безрозмiрним параметром – параметром релятивiзму y,
який є iмпульсом Фермi в одиницях m0c. Тому для розрахунку кореляцiйних фун-
кцiй можна використовувати безрозмiрнi “релятивiстськi” змiннi

k∗ =
|k|~
m0c

, q∗ =
|q|~
m0c

, ν =
ν

m0c2
. (26)
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Пiсля iнтегрування за кутовими змiнними вектора k для µ̃0
2(x,−x) одержуємо

зображення у виглядi однократного iнтеграла,

µ̃0
2(x,−x) =

3Ne

m0c2y2
J2(q∗, ν|y),

J2(q∗, ν|y) = (yq∗)
−1

∞
∫

0

dk∗k∗n(k∗)A(k∗|q∗, ν),

A(k∗|q∗, ν) =
∑

σ=±1

σ{[1 + (k∗ + σq∗)
2]1/2 − ν arctg [ν −1ησ(k∗, q∗)]+

+
1

2
(1 + k2∗)

1/2 ln [ν2 + η2σ(k∗, q∗)]},

ησ(k∗, q∗) = [1 + (k∗ + σq∗)
2]1/2 − [1 + k2∗]

1/2.

(27)

У роботi [3] наведено наближений вираз для статичної функцiї µ̃0
2(q,−q). У випадку

абсолютного нуля температури вдається одержати точну формулу в елементарних
функцiях:

µ̃0
2(q,−q) =

3Ne

m0c2y2
J2(q∗|y),

q∗yJ2(q∗|y) =
2

9
(R+ −R−)

[

1 +
7

4
y2 − q2∗

8

]

+
5

72
q∗y(R+ +R−) +

q∗y

12
R0+

+
1

3
R3

0 ln

∣

∣

∣

∣

R+ −R0

R− −R0

∣

∣

∣

∣

− 1

3
S3
q ln

∣

∣

∣

∣

y + 1
2q∗

y − 1
2q∗

∣

∣

∣

∣

+
1

4
q∗

[

1 +
q2∗
6

]

ln |y +R0|−

−1

8
q∗

(

1 +
1

6
q2∗

)

ln |(R+ + y + q∗)(R− + y − q∗)|+
1

6
S3
q ln

∣

∣

∣

∣

1 + 1
2q

2
∗ +

1
2yq∗ + SqR+

1 + 1
2q

2
∗ − 1

2yq∗ + SqR−

∣

∣

∣

∣

−

− 1

6
S3
q ln

∣

∣

∣

∣

1 + 1
2q∗y + SqR0

1− 1
2q∗y + SqR0

∣

∣

∣

∣

,

(28)

де

R0 = (1 + y2)1/2; Sq =

(

1 +
1

4
q2∗

)1/2

; R± = [1 + (q∗ ± y)2]1/2. (29)

Як i в нерелятивiстському випадку, функцiя J2(q∗|y) має “слабку логарифмiчну”
особливiсть типу

(

y − 1
2q∗

)

ln
∣

∣y − 1
2q∗

∣

∣ в околi точки q∗ = 2y (|q| = 2kF ). Рисунки 1
i 2 iлюструють залежнiсть µ̃0

2(q,−q) вiд хвильового вектора при заданих значеннях
параметра релятивiзму у “релятивiстськiй” шкалi та нерелятивiстськiй (q = |q|/kF ).
Як видно з рисункiв, µ̃0

2(q,−q) загалом подiбна до нерелятивiстського аналога,
але суттєво залежить вiд параметра релятивiзму. Зокрема довгохвильова границя
µ̃0
2(0, 0) вiдрiзняється вiд нерелятивiстського значення множником (1 + y2)1/2.

Функцiя µ̃0
3(x,−x, 0), яка є частковим випадком тричастинкової функцiї при
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Рис. 1: Залежнiсть функцiї J2(q∗|y) вiд змiнної q∗ при рiзних значеннях параметра реля-
тивiзму y (в “релятивiстськiй” шкалi).
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Рис. 2: Залежнiсть функцiї J2(q/kF |y) вiд модуля хвильового вектора q при рiзних значе-
ннях параметра релятивiзму y (в “нерелятивiстськiй” шкалi).

q2 = −q1, виражається через µ̃0
2(x,−x):

µ̃0
3(x,−x, 0) = 2β−1

∑

k,s

∑

ν∗

G2
k,s(ν

∗)Gk+q,s(ν
∗ + ν) =

=
d

dµ
µ̃0
2(x,−x) = −2Re

∑

k,s

dnk,s

dµ
(iν + Ek − Ek+q)

−1.
(30)
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У випадку абсолютного нуля температури (коли d
dµnk,s = δ(Ek − µ))

µ̃0
3(x,−x, 0) =

3Ne

(m0c2)2
1

q∗y3
(1 + y2)1/2A(y|q∗, ν). (31)

У статичнiй границi

µ̃0
3(q,−q, 0) =

3Ne

(m0c2y2)2
J3(q,−q, 0|y),

J3(q,−q, 0|y) =q−1R0

{

R̃+ − R̃− +R0 ln

∣

∣

∣

∣

∣

R̃+ −R0

R̃− −R0

∣

∣

∣

∣

∣

}

, R̃± =
[

1 + y2(q ± 1)2
]1/2

.

(32)

У нерелятивiстському наближеннi

µ̃0
3(q,−q, 0) =

3Ne

(2εF )2
q−1 ln

∣

∣

∣

∣

1 + 1
2q

1− 1
2q

∣

∣

∣

∣

, (33)

де q ≡ |q|/kF ; εF = ~
2k2F /2m0. Функцiя (33) має логарфмiчну особливiсть в околi

q = 2kF , аналогiчну особливiсть має i функцiя (32) при q = 2 (див. рис. 3).
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Рис. 3: Залежнiсть функцiї J3(q,−q, 0|y) вiд хвильового вектора q при рiзних значеннях
параметра релятивiзму y (y=0; 0,5; 1,0).

Наведемо тут також нерелятивiстське наближення функцiї µ̃0
2(x,−x) у “нереля-
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тивiстських” безрозмiрних змiнних:

µ̃0
2(x,−x) =

3Ne

2εF
J (0)
2 (q, ν),

J (0)
2 (q, ν) =

1

2

{

1 +
1

2q

(

1 + u2 − q2

4

)

ln

∣

∣

∣

∣

u2 + (1 + q/2)2

u2 + (1 − q/2)2

∣

∣

∣

∣

−

− u[arctg (u−1[1 + q/2]) + arctg (u−1[1− q/2])]

}

,

(34)

де u = ν(2εF )
−1kF |q|−1, q = |q|k−1

F .
Для розрахунку термодинамiчного потенцiалу базисної системи (18) ми викори-

стовуємо динамiчну кореляцiйну функцiю µ̃0
2(x,−x), розраховану чисельним мето-

дом за формулою (27). Однак для виявлення загальних властивостей цiєї функцiї
корисно одержати наближений аналiтичний вираз. Виходячи з формул (25), за до-
помогою тотожнiх перетворень представимо µ̃0

2(x,−x) у такому виглядi:

µ̃0
2(x,−x) = 2

∑

k,s

nk,s(Ẽk+q + Ẽk)(Ẽ
2
k+q − Ẽ2

k)×

×
{

(Ẽ2
k+q − Ẽ2

k)
2 + ν2(Ẽk+q + Ẽk)

2
}−1

=

=
3Ne

2m0c2
· 1

q∗y3

1
∫

−1

dt

y
∫

0

dk∗k∗

(

t+ q∗
2k∗

)

C(k∗, t|q∗)
(

t+ q∗
2k∗

)2

+
(

ν
2k∗q∗

C(k∗, t|q∗)
)2 ,

C(k∗, t|q∗) = [1 + k2∗ + q2∗ + 2k∗q∗t]
1/2 + [1 + k2∗]

1/2, Ẽk = Ek +m0c
2.

(35)

Цей вираз є точним при абсолютному нулi температури. Щоб одержати наближену
аналiтичну формулу, як i в роботi [3], використаємо наближення

C(k∗, t|q∗) ⇒ C(y, t0|q∗); k−1
∗ C(k∗, t|q∗) ⇒ y−1C(k∗, t0|q∗). (36)

В результатi наступного елементарного iнтегрування одержуємо наближений вираз

µ̃0
2(x,−x) =

3Ne

m0c2y2
J2(q∗, ν|y),

J2(q∗, ν|y) =
1

4
C(y, t0|q∗)

{

1 +
y

2q∗

(

1 + v2 − q2∗
4y2

)

ln
v2 + (1 + q∗/2y)

2

v2 + (1− q∗/2y)2
−

− v

[

arctg
1 + q∗/2y

v
+ arctg

1− q∗/2y

v

]}

,

(37)

у якому

v = ν(2yq∗)
−1C(y, t0|q∗) ≈ ν(2εF q/kF )

−1(1 + y2)1/2. (38)

Одержаний вираз в основному вiдрiзняється вiд нерелятивiстської формули (34)
множником (1+ y2)1/2 та перенормованою безрозмiрною частотою (38) i добре узго-
джується з результатом чисельного iнтегрування за формулами (27) або (35) (рис. 4).
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Рис. 4: Залежнiсть динамiчної двочастинкової кореляцiйної функцiї J2(q, ν|y) вiд хвильо-
вого вектора q при фiксованих значеннях параметра релятивiзму y, у нерелятивiстських
змiнних. Суцiльнi кривi вiдповiдають числовим розрахункам за ф. (27), пунктирнi – фор-
мулi (37). Безрозмiрна частота ν/2εF = 0,15.

Необхiдну для розрахунку доданка формули (19) при n = 3 статичну трича-
стинкову кореляцiйну функцiю µ̃0

3(q1,q2,−q1 − q2) можна розрахувати чисельним
iнтегруванням за вектором k у сферичнiй системi координат згiдно з формулою (25).
Для розрахунку γ3(q1,−q2) вибираємо систему координат, вiсь Oz якої спрямована
вздовж вектора q1, вектори q1 i q2 лежать в однiй площинi, а косинус кута мiж
ними дорiвнює t12 = (q1q2)

−1(q1,q2). У цiй системi координат

(k,q1) = kq1t, (k,q2) = kq2{tt12 + (1− t2)1/2(1− t212)
1/2 cosϕ}, (39)

де t = (kq1)
−1(k,q1). У “релятивiстськiй” шкалi k̃∗ = ~|k|

m0c
, q̃i =

~|qi|
m0c

γ3(q1,−q2) = γ3(q̃1, q̃2, t12) =
3Ne

π(m0c2)2y3

y
∫

0

dk̃k̃2
1

∫

−1

dt

π
∫

0

dϕ×

×
{

(1 + k̃2 + q̃21 + 2k̃q̃1t)
1/2 − (1 + k̃2)1/2

}−1

×

×
{

[

1 + k̃2 + q̃2 − 2k̃q̃2[tt12 + (1− t2)1/2(1− t212)
1/2 cosϕ]

]1/2 − (1 + k̃2)1/2
}−1

.

(40)

Пiдiнтегральна функцiя у формулi (40) має особливостi за рiзними змiнними, тому
практичний розрахунок µ̃0

3(q1,q2,−q1 − q2) чисельним методом пов’язаний зi зна-
чними труднощами. Для наближеного розрахунку внескiв електрон-ядерних взає-
модiй ми використовуємо динамiчну функцiю µ̃0

3(x1, x2,−x1 − x2) з дуже малими
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Рис. 5: Функцiя J3(q1, q2; t; ν1, ν2|y) = µ̃0
3(q1,q2,−q1−q2; ν1, ν2|y)(3Ne)

−1(m0c
2y2)2 при ν1 =

ν2 = 0,05, t = 0 та двох значеннях параметра релятивiзму (y = 0 – злiва, y = 1 – справа; t
– косинус кута мiж векторами q1 i q2).

значеннями частот ν1, ν2, розрахунок якої не викликає жодних труднощiв. На ри-
сунках 5-6 наведено результати чисельного розрахунку динамiчної тричастинкової
кореляцiйної функцiї, в залежностi вiд величини векторiв q1,q2 i їх взаємної орiєн-
тацiї при рiзних значеннях параметра релятивiзму. У випадку дуже малих частот
ν1, ν2 вiдмiнностi динамiчної функцiї µ̃0

3(x1, x2,−x1 − x2) вiд її статичної границi
проявляються лише в околi нульових значень хвильових векторiв, а також в областi
максимуму, який у динамiчному випадку є згладженим.

4 Кореляцiйнi функцiї базисної системи

Як i в нерелятивiстськiй теорiї, n-частинковi кореляцiйнi функцiї моделi еле-
ктронного газу iз взаємодiєю мiж частинками визначаються n-частинковими поля-
ризацiйними операторами Mn(x1, · · · , xn) [6, 7]:

µ2(x,−x) =M2(x,−x)
{

1 +
Vq
V
M2(x,−x)

}−1

,

µn(x1, · · · , xn) =Mn(x1, · · · , xn)
n
∏

i=1

{

1 +
Vqi
V
M2(xi,−xi)

}−1

;n ≥ 3.

(41)

Цi спiввiдношення узагальнюють добре вiдомi спiввiдношення наближення хаоти-

чних фаз, у якому M
(0)
2 (x,−x) = µ̃0

2(x,−x), M
(0)
n (x1, · · · , xn) = µ̃0

n(x1, · · · , xn). У
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Рис. 6: Функцiя J3(q1, q2; t; ν1, ν2|y) при ν1 = ν2 = 0,05, y = 1 для двох орiєнтацiй векторiв
q1 i q2 (t=-0,5; 1,0).

представленнi локального поля [7, 11–13]

M2(x,−x) = µ̃
(0)
2 (x,−x)

{

1− Vq
V
µ̃
(0)
2 (x,−x)G(x)

}−1

,

Mn(x1, · · · , xn) = µ̃(0)
n (x1, · · · , xn)

n
∏

i=1

{

1− Vqi
V
µ̃
(0)
2 (xi,−xi)G(xi)

}−1

, n ≥ 3,

(42)

де G(x) – динамiчна поправка на локальне поле. Тому кореляцiйнi функцiї мають
таке зображення:

µ2(x,−x) = µ̃0
2(x,−x) ε−1(x),

µn(x1, · · · , xn) = µ̃0
n(x1, · · · , xn)

n
∏

i=1

ε−1(xi),

ε(x) = 1 +
Vq
V
µ̃0
2(x,−x)[1 −G(x)] = 1 +

4α0

πy

(

kF
q

)2

J2(qy, νy
2)[1−G(q, ν)].

(43)

Як видно з формули (43), кореляцiйнi функцiї взаємодiючого виродженого електрон-
ного газу визначається двома безрозмiрними параметрами – параметром релятивi-
зму i параметром неiдеальностi (або сталою тонкої структури α0). В теорiї нереля-
тивiстського виродженого електронного газу доведено, що в границi високих густин
поправка на локальне поле є унiверсальною функцiєю, незалежною вiд параметра
неiдеальностi rs [11, 13]:

Gid(x) = −(2βVq)
−1{µ̃0

2(x,−x)}−2
∑

x1

Vq1 µ̃
0
4(x,−x, x1,−x1). (44)

В роботi [14] це наближення названо наближенням Гелдарта-Тейлора, бо цi автори
вперше розрахували поправку першого порядку теорiї збурень за потенцiалом до
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поляризацiйного оператора наближення хаотичних фаз у статичному випадку [15].
Як бачимо з формули (44), у наближеннi Гелдарта-Тейлора поправка на локальне
поле релятивiстської базисної системи не залежить вiд параметра неiдеальностi i є
унiверсальною характеристикою iдеальної системи – функцiєю хвильового вектора
i частоти, а також залежить вiд параметра релятивiзму.

Виконуючи пiдсумовування за частотами ν1 та ν∗ (ν∗ фiгурує в
µ̃0
4(x,−x, x1,−x1)) за формулою (24), вираз (44) представимо у такому вигля-

дi:

Gid(x) = −V −1
q {µ̃0

2(x,−x)}−2
∑

s

∑

k1,k2

nk1,snk2,s×

×
{

V (k1 − k2)f
−
k1,k2

(q, ν) − V (k1 + k2 + q)f+
k1,k2

(q, ν)

}

,

f∓
k1,k2

(q, ν) = Re{[iν + Ek1
− Ek1+q]

−1 ∓ [±iν + Ek2
− Ek2+q]

−1}2.

(45)

В асимптотицi малих та великих значень хвильового вектора q вираз (45) збiгається
з асимптотикою поправки на локальне поле у нерелятивiстськiй теорiї [12]:

Gid(x) ⇒











1
4 (q/kF )

2 + · · · при ν = 0; q ≪ kF ;
3
20 (q/kF )

2 + · · · при ν ≫ εF ; q ≪ kF ;
1
3 + · · · при q ≫ kF при довiльних ν.

(46)

Для комп’ютерного розрахунку Gid(x) при абсолютному нулi температури ви-
користаємо цилiндричну систему координат для векторiв k1,k2 (kj = (zj , ρj , ϕj)), у
яких (kj ,q) = qzj , (k1 − k2)

2 = ρ21 + ρ22 + (z1 − z2)
2 − 2ρ1ρ2 cos (ϕ1 − ϕ2),

(k1,k2) = z1z2 + ρ1ρ2 cos (ϕ1 − ϕ2), k
2
j = z2j + ρ2j . Iнтегруючи за змiнними ϕ1, ϕ2,

зводимо Gid(x), записану у нерелятивiстських змiнних, до такого 4-вимiрного iнте-
гралу:

Gid(q, ν) =
q2y4

8
J−2
2 (qy, ν̃y2)

1
∫

−1

dz1

1
∫

−1

dz2

√
1−z2

1
∫

0

ρ1dρ1

√
1−z2

2
∫

0

ρ2dρ2×

×
{

f+
q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2)

W+(z1, z2, ρ1, ρ2)
−
f−
q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2)

W−(z1, z2, ρ1, ρ2)

}

,

(47)

де

f±
q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2) =

{

η1

η21 + ν2
± η2

η22 + ν2

}2

− ν2
{

1

η21 + ν2
− 1

η22 + ν2

}2

,

ηi = [1 + y2(z2i + ρ2i )]
1/2 − [1 + y2(ρ2i + (zi + q)2)]1/2,

W+(z1, z2, ρ1, ρ2) =
{

(z1 + z2 + q)4 + (ρ21 − ρ22)
2 + 2(ρ21 + ρ22)(z1 + z2 + q)2

}1/2
,

W−(z1, z2, ρ1, ρ2) =
{

(z1 − z2)
4 + (ρ21 − ρ22)

2 + 2(ρ21 + ρ22)(z1 − z2)
2
}1/2

.

(48)

Переходячи до границi y → 0 у формулах (47), (48), одержуємо поправку на
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локальне поле нерелятивiстської теорiї у наближеннi Гелдарта-Тейлора:

G0
id(q, ν) =

1

8

{

J (0)
2 (q, ν)

}−2
1

∫

−1

dz1

1
∫

−1

dz2

√
1−z2

1
∫

0

ρ1dρ1

√
1−z2

2
∫

0

ρ2dρ2×

×
{

ϕ+
q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2)

W+(z1, z2, ρ1, ρ2)
−
ϕ−
q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2)

W−(z1, z2, ρ1, ρ2)

}

,

ϕ±
q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2) =

{

z1 + q/2

(z1 + q/2)2 + u2
± z2 + q/2

(z2 + q/2)2 + u2

}2

−

− u2
{

1

(z1 + q/2)2 + u2
− 1

(z2 + q/2)2 + u2

}2

,

u = ν
[

~
2k2

F

m q
]−1

, q ≡ |q|k−1
F ,

(49)

функцiї W±(z1, z2, ρ1, ρ2) визначенi формулами (48), а J (0)
2 (q, ν) – формулою (34).

У такому наближеннi поправка на локальне поле вперше одержана у роботi [14].
Оскiльки ϕ±

q,ν(z1, z2, ρ1, ρ2) не залежить вiд змiнних ρ1, ρ2, то iнтегрування за ци-
ми змiнними виконується в аналiтичнiй формi i Gid(q, ν) зводиться до розрахунку
двовимiрного iнтеграла за змiнними z1, z2 чисельним методом. З метою порiвня-
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Рис. 7: Залежнiсть поправки на локальне поле Gid(q, ν) вiд хвильового вектора q i параме-
тра релятивiзму y при частотi ν(2εF )

−1 = 0,01 (крива 1 – y=0,05; 2 – y=0,2; 3 – y=0,5; 4 –
y=1; 5 – y=2; 6 – y=5).

ння Gid(q, ν) iз поправкою на локальне поле нерелятивiстської теорiї у формулах
(47), (48) використано змiнну q = |q|k−1

F , а ν = ν̃y2, ν̃ = ν(~2k2F /m)−1. На рис 7
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зображено динамiчну поправку, розраховану за формулою (47), при ν̃ = 0,01, що
дуже близько до статичної границi. Як видно з рисунка, асимптотика Gid(q, ν) при
малих та великих значеннях хвильового вектора майже не залежить вiд параме-
тра релятивiзму i збiгається з асимптотикою функцiї G0

id(q, ν). Вiдхилення Gid(q, ν)
вiд G0

id(q, ν) суттєве в областi максимуму: величина його монотонно зменшується зi
збiльшенням параметра релятивiзму, що пов’язано з поведiнкою J2(q, ν) як функцiї
параметра релятивiзму. Це iлюструє рис. 8, на якому наведена ця залежнiсть для
статичного випадку. На рис. 9 наведено залежнiсть Gid(q, ν) вiд хвильового вектора
при досить великому значеннi частоти (ν̃ = 0,5). У цьому випадку характер зале-
жностi вiд хвильвого вектора вiдповiдає поведiнцi нерелятивiстської поправки, але
висота максимуму суттєво зменшується зi збiльшенням параметра релятивiзму, що
зумовлено перенормуванням частоти (ν∗ = ν̃y2) при y & 1. Це зауваження вiдно-
ситься також до зсуву максимуму в область великих значень хвильового вектора.
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Рис. 8: Залежнiсть J2(q0, 0|y) вiд параметра релятивiзму y при рiзних значеннях q0 (крива

1 – q0=1; 2 – q0 = 2; 3 – q0=3). Крива 4 – функцiя
√

1 + y2.

Загалом залежнiсть поправки на локальне поле вiд параметра релятивiзму є
слабкою, якщо порiвнювати її iз залежнiстю кореляцiйних функцiй µ̃0

n(x1, · · · , xn).
Вiдхилення Gid(q, ν) вiд аналогiчної функцiї нерелятивiстської теорiї є невеликими.

Згiдно з формулою (43) у статичному наближеннi Томаса-Фермi радiус екрану-
вання

Rrel ≃
(

2

π1/2

(1 + y2)1/4

y1/2
kF

)−1

α
−1/2
0 (50)
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Рис. 9: Залежнiсть поправки на локальне поле Gid(q, ν) вiд хвильового вектора q i параме-
тра релятивiзму y при частотi ν(2εF )

−1 = 0,5 (крива 1 – y=0,05; 2 – y=0,2; 3 – y=0,5; 4 –
y=1; 5 – y=2; 6 – y=5).

в границi y ≫ 1 має порядок k−1
F α

−1/2
0 , i тому є набагато бiльшим вiд радiуса екра-

нування в нерелятивiстському випадку

Re ≃ k−1
F

(

η

rs

)1/2

∼ k−1
F . (51)

В областi значень параметра релятивiзму, характернiй для вироджених карли-
кiв (y & 1,0), електронна пiдсистема є слабко неiдеальною, а її бiнарна функцiя
розподiлу

F2(r) = F 0
2 (r) + µcorr(r) (52)

мало вiдхиляється вiд наближення Гартрi-Фока

F 0
2 (r) = 1− 1

2
n2(r∗),

n(r∗) =
3

r3∗
[sin (r∗)− r∗ cos (r∗)] ,

(53)

де r∗ = kF r, а

µcorr(r∗) = − 9

2πr∗

∞
∫

0

dq q sin (qr∗)

∞
∫

0

dν
[ε(q, ν)− 1]J2(qy, νy

2)

ε(q, ν)
(54)

вiдображає вплив взаємодiї. Розраховану у наближеннi локального поля бiнарну
функцiю розподiлу при заданих значеннях параметра релятивiзму наведено на ри-
сунку 10.
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Рис. 10: Бiнарна функцiя розподiлу F2(r) при чотирьох значеннях параметра релятивiзму

y (y=0,05; 0,1; 0,5; 1,0). Пунктирна крива – F
(0)
2 (r).

5 Висновки

1. Базисний пiдхiд узагальнено з метою статистичного опису електрон-ядерних
моделей з довiльним значенням параметра релятивiзму. Обгрунтовано висно-
вок про те, що для розрахунку енергетичних характеристик моделей в областi
параметрiв, характерних для вироджених карликiв, достатньо враховувати дво
– i тричастинковi кореляцiї в електроннiй пiдсистемi.

2. Дослiджено залежнiсть статичних i динамiчних кореляцiйних функцiй вiд па-
раметра релятивiзму i їх вiдмiннiсть вiд кореляцiйних функцiй нерелятивiст-
ської моделi електронної рiдини.

3. Вперше дослiджено i розраховано поправку на локальне поле моделi однорi-
дної електронної рiдини як функцiю хвильового вектора, частоти та параметра
релятивiзму.
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THE STATISTICAL DESCRIPTION OF ELECTRON-NUCLEAR
MODEL IN THE DEGENERATE DWARFS THEORY. I. THE
CORRELATION FUNCTIONS OF ELECTRON SUBSYSTEM

M. Vavrukh1, D. Dzikovskyi1, V. Solovyan2, N. Tyshko1

1 Ivan Franko National University of Lviv,

astrophysic department,

Kyrylo and Methodiy Str., 8, 79005 Lviv, Ukraine

e-mail: mvavrukh@gmail.com

2 Institute for Condensed Matter Physics of the National Academy of

Sciences of Ukraine,

Svientsitskii Str., 1, 79011 Lviv, Ukraine

Reference system approach for description of electron liquid model in the non-
relativistic metals theory, proposed by the authors previously, was adapted for
calculation of the characteristics of a homogeneous electron-nuclear model at
the densities typical for degenerate dwarfs. Two and three-particles correlation
functions of the ideal degenerate relativistic electron system is researched and
calculated, as well as correlation functions of the model of degenerate relativistic
electron system with Coulomb interaction, which serves as the statistical basis
for describing of the contributions of electron-nuclear interactions. At the first
time the local field correction function of the basis model is calculated, both for
static and dynamic cases.

Key words: electron-nuclear model, n-particles correlation functions, relativi-
sm parameter, Coulomb interactions, local field correction function
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СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ ЭЛЕКТРОН-ЯДЕРНОЙ
МОДЕЛИ В ТЕОРИИ ВЫРОЖДЕННЫХ КАРЛИКОВ.
I. КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ ЭЛЕКТРОННОЙ

ПОДСИСТЕМЫ

М. Ваврух1, Д. Дзиковский1, В. Соловьян2, Н. Тышко1

1 Львовский национальный университет имени Ивана Франко

кафедра астрофизики,

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

e-mail: mvavrukh@gmail.com

2 Институт физики конденсированных систем НАН Украины,

ул. Свенцицкого 1, 79011 Львов, Украина

Базисный подход, предложенный авторами ранее для описания модели
электронной жидкости в нерелятивистской теории металлов, адаптирован
к расчетам характеристик однородной электрон-ядерной модели при плот-
ностях, характерных для вырожденных карликов. Исследованы и рассчита-
ны двух – трехчастичные корреляционные функции идеальной вырожден-
ной релятивистской системы электронов, а также корреляционные функции
модели с кулоновскими взаимодействиями, которая играет роль статисти-
ческого базиса для описания вкладов электрон-ядерных взаимодействий.
Впервые выполнены аккуратные расчеты поправки на локальное поле ба-
зисной модели как в статическом, так и в динамическом случаях.

Ключевые слова: электрон-ядерная модель, n-частичные корреляцион-
ные функции, параметр релятивизма, кулоновские взаимодействия, поправ-
ка на локальное поле


