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У роботi розглянуто задачу двох енiонiв у магнiтному полi з магнiтними
зарядами. За допомогою теорiї збурень, де малим параметром виступає по-
ле вiд магнiтних зарядiв, розраховано поправки до спектра такої системи.
Показано, що перша поправка знiмає виродження енерґетичних рiвнiв.
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Вступ

У 1977 роцi фiзики-теоретики з унiверситету Осло — Йон Манне Лайнос (Jon
Magne Leinaas) i Ян Мiргайм (Jan Myrheim) — довели, що традицiйний подiл ча-
стинок на фермiони i бозони не є застосовним у двовимiрному просторi [1]. З топо-
логiчних мiркувань можна показати, що при перестановцi двох тотожних частинок,
якi “живуть” на площинi, хвильова функцiя може домножатись на довiльний фазо-
вий множник. Тому для таких об’єктiв Френк Вiлчек у 1982 роцi [2] запропонував
назву енiон (anyon, вiд англ. any — ‘будь-який’) — їхня статистика не бозонна i не
фермiонна, а “any”-онна.

У тривимiрному (i бiльше) просторi частинки строго дiляться на два типи, згiдно
з тим, якiй статистицi вони пiдкоряються: фермiони (пiвцiлий спiн) — статистицi
Фермi–Дiрака, бозони (цiлий спiн) — статистицi Бозе–Айнштайна. Наприклад, в разi
двочастинкового стану маємо дiю оператора перестановки (в позначеннях Дiрака):

P̂12|12〉 = +|21〉 для бозонiв; (1)

P̂12|12〉 = −|21〉 для фермiонiв. (2)

Однак, у двовимiрних системах можна спостерiгати квазiчастинки, якi пiдкоряю-
ться розподiлу, що варiюється безперервно мiж статистиками Бозе–Айнштайна i
Фермi–Дiрака:

P̂12|12〉 = eiπα|21〉, (3)
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де енiонний параметр α — дiйсне число з дiапазону [0; 1]. При α = 0 маємо статистику
Бозе–Айнштайна, а при α = 1 — статистику Фермi–Дiрака. У випадку 0 < α < 1
отримуємо дещо iнше — енiон. Спiввiдношення мiж спiновим квантовим числом s
та параметром α можна записати так: α = 2s.

Незважаючи на те, що фундаментальнi частинки можуть бути лише бозонами
або фермiонами, елементарнi збудження в системах, де виникає, наприклад, дробо-
вий квантовий ефект Холла [3], можна з великою точнiстю розглядати як енiони [4].

На пiдставi енiонiв навiть пропонується побудувати топологiчний квантовий ком-
п’ютер, який через свою топологiчну природу повинен бути набагато бiльш толеран-
тним до перешкод i помилок, нiж “звичайний” квантовий комп’ютер [5]. Вiдкриває-
ться широке поле для роботи у данiй сферi.

У данiй роботi розглядатимемо питання опису двох енiонiв у магнiтному полi.
На вiдмiну вiд стандартного пiдходу, ми включимо в розгляд ефекти, пов’язанi з
iснуванням гiпотетичних магнiтних зарядiв, вiдомих як монополi Дiрака [6]. Окрiм
методичного iнтересу, така задача може бути пов’язана з iнтерпретацiєю експери-
ментiв у конденсованих середовищах, де магнiтнi монополi виникають ефективно
[7, 8].

1 Двi частинки в однорiдному магнiтному полi

Розглянемо задачу про рух двох частинок у площинi, перпендикулярнiй до ве-
ктора B0, який задає стале магнiтне поле. У першому наближеннi знехтуємо куло-
нiвським вiдштовхуванням. Розгляд цього питання дуже подiбний на розгляд зви-
чайного електрона на рiвнях Ландау, але з певними вiдмiнностями, якi накладає
енiонна статистика [9].

Отже, будемо спочатку розглядати двi iдентичнi безспiновi зарядженi частинки
масою m i зарядом e в однорiдному магнiтному полi [9]. Гамiльтонiан системи:

Ĥ =
1

2m

[

(

p̂1 −
e

c
A1

)2

+
(

p̂2 −
e

c
A2

)2
]

, (4)

де векторний потенцiал у симетричному калiбруваннi

Ak =
1

2
[B, rk]. (5)

Нехай магнiтне поле спрямоване вздовж осi Oz, B = B0ez. Без втрати загальностi
можна вважати B0 > 0.

В термiнах координат центра мас i вiдносного руху (R та r вiдповiдно) гамiль-
тонiан роздiлиться на двi частини, Ĥ = Ĥc.m. + Ĥrel:

Ĥc.m. =
1

4m

(

P̂−
2e

c
Ac.m.

)2

(6)

та

Ĥrel =
1

m

(

p̂−
e

2c
Arel

)2

, (7)
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де

Ac.m. =
1

2
[B,R], Arel =

1

2
[B, r]. (8)

Рiвняння Шрединґера, що вiдповiдає гамiльтонiановi вiдносного руху, зручно
записати в цилiндричнiй системi координатах:

ĤrelΨ(r, φ) = EΨ(r, φ). (9)

Хвильову функцiю шукатимемо у виглядi

Ψ(r, φ) = eiℓφR(r), (10)

де ℓ = 0,±2,±4, . . . (±1,±3,±5, . . .) для бозонiв (фермiонiв). Надалi ми вiдштов-
хуватимемося вiд бозонної задачi, тому обмежимося парними значеннями ℓ. Для
радiальної частини матимемо рiвняння

[

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

ℓ2

r2
+

eB0ℓ

2~c
−

e2B2
0r

2

16~2c2
+

mE

~2

]

R(r) = 0. (11)

Власнi значення для енерґiї будуть

En,ℓ = (2n+ |ℓ| − ℓ+ 1)~ωc, (12)

де ωc = eB0/(2mc) — циклотронна частота, квантовi числа n = 0, 1, 2, . . .,
а ℓ = 0,±2,±4, . . . . Вiдповiдна радiальна хвильова функцiя буде

Rn,ℓ(r) = r|ℓ| exp
(

−
mωc

4~
r2
)

L|ℓ|
n

(mωc

2~
r2
)

. (13)

Тут L
|ℓ|
n (x) — приєднанi полiноми Лаґерра.

Для переходу до задачi двох енiонiв потрiбно зробити замiну ℓ на ℓ− α [9]. Хви-
льова функцiя матиме вигляд

Ψ(r, φ) = ei(ℓ−α)φR(r), (14)

а радiальне рiвняння Шрединґера перепишеться так:
[

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

(ℓ− α)2

r2
+

eB0(ℓ − α)

2~c
−

e2B2
0r

2

16~2c2
+

mE

~2

]

R(r) = 0. (15)

Власнi значення енерґiї задачi двох енiонiв будуть

En,ℓ =
[

2n+ |ℓ− α| − (ℓ − α) + 1
]

~ωc. (16)

Легко зауважити, що вони є двох типiв:

E
(1)
n,ℓ = (2n+ 1)~ωc при ℓ > 0, (17)

E
(2)
n,ℓ = (2n+ 2|ℓ|+ 2α+ 1)~ωc при ℓ ≤ 0. (18)
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Вiдповiднi радiальнi хвильовi функцiї будуть:

R
(1)
n,ℓ(r) = rℓ−α exp

(

−
mωc

4~
r2
)

Lℓ−α
n

(mωc

2~
r2
)

при ℓ > 0, (19)

R
(2)
n,ℓ(r) = r|ℓ|+α exp

(

−
mωc

4~
r2
)

L|ℓ|+α
n

(mωc

2~
r2
)

при ℓ ≤ 0. (20)

Як бачимо з (17), вiдповiднi стани є безмежно виродженими (фiзичне обмеження
зверху на квантове число ℓ накладає лише скiнченнiсть площi реальних зразкiв) [9,
p. 53]. Стани другого типу (18) мають кратнiсть виродження (n1/2+1), де n1 = n+|ℓ|
[9, p. 54].

2 Електромагнiтне поле з магнiтними зарядами

Вважатимемо, що поряд з електричними iснують магнiтнi заряди. 4-вектор по-
тенцiалу, який пов’язаний з електричними зарядами, позначатимемо A

(e)
ξ , а з магнi-

тними — A
(m)
ξ . Величина магнiтного заряду нехай буде µ.

Для частинки масою m з електричним зарядом e дiя в електромагнiтному полi
запишеться в такому випадку:

S =

∫

{

−mc2
√

1−
v2

c2
dt−

e

c
A

(e)
ξ dxξ −

µ

c
A

(m)
ξ dxξ

}

=

∫

{

−mc2
√

1−
v2

c2
− eϕ(e) − µϕ(m) +

e

c
A(e)v +

µ

c
A(m)v

}

dt =

∫

L dt, (21)

Отже, лаґранжiан L дорiвнює

L = −mc2
√

1−
v2

c2
− eϕ(e) − µϕ(m) +

e

c
A(e)v +

µ

c
A(m)v, (22)

так що узагальнений iмпульс P = ∂L/∂v пов’язаний з механiчним iмпульсом p =
mv(1 − v2/c2)−1/2 спiввiдношенням

P = p−
e

c
A(e) −

µ

c
A(m). (23)

Вiдзначмо, що магнiтне поле дорiвнюватиме [10], порiвн. [11]:

B = rotA(e) −
1

c

∂A(m)

∂t
. (24)

Для того, щоб воно було сталим, виберемо векторнi потенцiали у виглядi

A(e) =
1

2
[B0, r], A(m) = at, (25)

де B0 та a — сталi вектори. Отже,

B = B0 +
1

c
a. (26)
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Нехай величина a ≡ |a| — мала, тодi залежнiсть вiд часу буде слабкою. У такому
випадку можна розглядати квантовомеханiчну задачу в так званому адiабатичному
наближеннi, коли час буде просто параметром.

Гамiльтонiан двох частинок матиме вигляд:

Ĥ =
1

2m

[

(

p̂1 −
e

c
A

(e)
1 −

µ

c
A

(m)
1

)2

+
(

p̂2 −
e

c
A

(e)
2 −

µ

c
A

(m)
2

)2
]

, (27)

Для гамiльтонiана вiдносного руху

Ĥrel =
1

m

(

p̂−
e

2c
A

(e)
rel −

µ

2c
A

(m)
rel

)2

, (28)

вважаючи, що вектор a = aeφ, пiсля низки перетворень, аналогiчних до наведених
у попередньому роздiлi, отримаємо в полярних координатах радiальне рiвняння для
двох енiонiв

[

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−

(ℓ − α)2

r2
+

eB0(ℓ− α)

2~c
−

e2B2
0r

2

16~2c2

+
µat

~c

ℓ− α

r
−

eµB0at

4~2c2
r −

(

µat

2~c

)2

+
mE

~2

]

R(r) = 0. (29)

Цiкаво, що, за Дiраком, електричнi i магнiтнi заряди квантуються [6]:

2
eµ

~c
= k, де k — цiле число. (30)

Вiдзначимо також, що вибiр векторного потенцiалу A(m) = at у виглядi, наприклад,
a = aer, не дасть нових результатiв для спектра власних значень, оскiльки таку
задачу можна звести до вихiдної з гамiльтонiаном (7) за допомогою ґрадiєнтного
перетворення [12, с. 416–417].

Розв’язуватимемо отриману задачу таким чином. З (29) видiлимо вiдому нам
задачу двох частинок (15). Решта доданкiв — збурення

V̂ = −
~
2

m

[

µat

~c

ℓ− α

r
−

eµB0at

4~2c2
r −

(

µat

2~c

)2
]

. (31)

Розрахунки за теорiєю збурень наведено в наступному роздiлi.

3 Поправки до спектра

Як зазначалося в роздiлi 1, енерґетичнi рiвнi нульової задачi виродженi, тобто
одному значенню енерґiї вiдповiдає не одна власна функцiя, а декiлька, що ускла-
днює розрахунки за теорiєю збурень [13, с. 434–435].

У нашому випадку, завдяки кутовiй залежностi ei(ℓ−α)φ у хвильовiй функцiї
(14), матричнi елементи оператора збурення будуть дiагональними за квантовим
числом ℓ:

〈mℓ′|V̂ |nℓ〉

〈nℓ|nℓ〉
≡

1

〈nℓ|nℓ〉

2π
∫

0

dφ

∞
∫

0

dr r e−i(ℓ−α)φRm,ℓ(r)V̂ ei(ℓ−α)φRn,ℓ(r) = V ℓℓ
mnδℓ′ℓ. (32)
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Тому умовою нетривiальностi розв’язку задачi теорiї збурень є рiвнiсть нулевi такого
визначника:

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

V 22
nn −∆En 0 · · · 0

0 V 44
nn −∆En 0

...
... 0 V 66

nn −∆En
. . .

...
...

. . .
. . .

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0 для ℓ = 2, 4, 6, . . . . (33)

Отже, поправки до енерґiй n-го рiвня (17) просто дорiвнюють

∆E
(1)
n,ℓ = V ℓℓ

nn. (34)

Поправки ∆E
(2)
n,ℓ до рiвнiв другого типу (18) з ℓ = 0,−2,−4, . . . отримаємо аналогi-

чним способом.

Знайдемо спочатку квадрати норми хвильової функцiї (14) з урахуванням двох
типiв радiальних залежностей (19), (20):

〈nℓ|nℓ〉(1) ≡

2π
∫

0

dφ

∞
∫

0

dr r e−i(ℓ−α)φR
(1)
n,ℓ(r)e

i(ℓ−α)φR
(1)
n,ℓ(r)

= 2π
(mωc

2~

)−(ℓ−α+1) Γ(n+ 1 + ℓ− α)

2n!
, (35)

〈nℓ|nℓ〉(2) ≡

2π
∫

0

dφ

∞
∫

0

dr r ei(|ℓ|+α)φR
(2)
n,ℓ(r)e

−i(|ℓ|+α)φR
(2)
n,ℓ(r)

= 2π
(mωc

2~

)−(|ℓ|+α+1) Γ(n+ 1 + |ℓ|+ α)

2n!
, (36)

де Γ(x) — гамма-функцiя Ейлера.

В операторi збурення (31) останнiй доданок (пропорцiйний до a2) дає внесок
лише в другу поправку до енерґiї, тому ми обмежимось першими двома:

〈nℓ|V̂ |nℓ〉(1) ≡ −2π
~
2

m

∞
∫

0

dr r R
(1)
n,ℓ(r)

[

µat

~c

ℓ− α

r
−

eµB0at

4~2c2
r

]

R
(1)
n,ℓ(r)

= −2π
1

2n!

(mωc

2~

)−(ℓ−α+3/2) ~
2

m

[

mωc

2~

µat

~c
P (n, ℓ, α)−

eµB0at

4~2c2
Q(n, ℓ, α)

]

, (37)
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де коефiцiєнти P та Q виражаються через гiпергеометричну функцiю [14]:

P (n, ℓ, α) = (ℓ − α)
Γ(ℓ− α+ 1/2)Γ(n+ 1/2)Γ(n+ ℓ− α+ 1)

n! Γ(1/2)Γ(ℓ− α+ 1)

× 3F2

(

−n, ℓ− α+
1

2
,
1

2
; −n+

1

2
, ℓ− α+ 1; 1

)

, (38)

Q(n, ℓ, α) =
Γ(ℓ− α+ 3/2)Γ(n− 1/2)Γ(n+ ℓ− α+ 1)

n! Γ(−1/2)Γ(ℓ− α+ 1)

× 3F2

(

−n, ℓ− α+
3

2
,
3

2
; −n+

3

2
, ℓ− α+ 1; 1

)

(39)

З такими виразами складно працювати, тому для зручностi просто розглянемо далi
результати для окремих значень n та ℓ.

Враховуючи, що хвильовi функцiї за вiд’ємних значень ℓ можна отримати з вiд-
повiдних виразiв для ℓ > 0 замiнами ℓ → |ℓ| та α → −α, матричнi елементи дорiв-
нюватимуть

V ℓℓ
nn =

~
2

m

√

2~

mωc

eµ

4~2c2
Q(n, ℓ, α)− P (n, ℓ, α)

Γ(n+ 1 + ℓ− α)
B0at для ℓ = 2, 4, 6. . . . , (40)

V ℓℓ
nn =

~
2

m

√

2~

mωc

eµ

4~2c2
Q(n, |ℓ|,−α)− P (n, |ℓ|,−α)

Γ(n+ 1 + |ℓ|+ α)
B0at для ℓ = 0,−2,−4, . . . .

(41)

Зокрема, для кiлькох перших рiвнiв значення числового коефiцiєнта бiля

~
2

m

√

2~

mωc

eµ

4~2c2
B0at

розкладаються в ряд за параметром α з точнiстю до α2 у виглядi:

n = 0, ℓ = −2 : 0.332335− 0.07299α+ 0.0238716α2,

ℓ = 0 : 0.886227− 1.22857α+ 2.30937α2,

ℓ = 2 : 0.332335+ 0.07299α+ 0.0238716α2;

n = 1, ℓ = −2 : 0.858532− 0.142400α+ 0.036145α2,

ℓ = 0 : 1.55090− 1.04222α+ 1.39789α2, (42)

ℓ = 2 : 0.858532+ 0.142400α+ 0.036145α2;

n = 2, ℓ = −2 : 1.28866− 0.176215α+ 0.0378834α2,

ℓ = 0 : 2.00786− 0.921021α+ 1.06818α2,

ℓ = 2 : 1.28866+ 0.176215α+ 0.0378834α2.

Графiчно вiдповiднi залежностi зображено на рис. 1.
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Рис. 1: Числовi коефiцiєнти в поправцi (42) до енерґiї при n = 0, 1, 2. Суцiльна лiнiя вiдпо-
вiдає ℓ = 0, пунктирна — ℓ = −2, штрих-пунктирна — ℓ = 2, штрихова з двома крапками
— ℓ = 4.
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Висновки

У данiй роботi розглянуто задачу знаходження енерґетичного спектра двох енiо-
нiв у сталому магнiтному полi з урахуванням внескiв вiд гiпотетичних магнiтних
зарядiв. Вiдповiдний внесок ми вважали малим параметром, внаслiдок чого роз-
раховано першу поправку за теорiєю збурень i показано, що її врахування знiмає
виродження енерґетичних рiвнiв за орбiтальним квантовим числом.

Пiсля незначних модифiкацiй зробленi розрахунки можуть бути застосованi до
iнших задач, у яких збурення має подiбний характер. У перспективi передбачено
докладний аналiз способiв уведення в теорiю магнiтних зарядiв, зокрема у просторах
рiзної вимiрностi, та дослiдження систем енiонiв за таких умов.

Подяки. Автори висловлюють подяку проф. В. М. Ткачуку за обговорення де-
яких аспектiв роботи.

Ця публiкацiя частково пiдтримана в межах теми ФФ-30Ф (номер держреєстрацiї
0116U001539) МОН України та ґранту ДФФД України Ф-64 (номер держреєстрацiї
0116U005055).
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Spectrum of two anyons in a constant magnetic field with magnetic

charges

B. Sobko, A. Rovenchak

Department for Theoretical Physics,

Ivan Franko National University of Lviv

12, Drahomanov St, 79005 Lviv, Ukraine

e-mail: {bohdanka.sobko.d, andrij.rovenchak}@gmail.com

In the paper, the problem of two anyons in the magnetic field with magnetic
charges is considerd. The perturbation theory is developed over the contribution
from magnetic charges being a small parameter. Corrections to the spectrum of
such a system are calculated. The ferst perturbative correction is shown to lift
the level degeneracy.

Key words: anyon, magnetic field, magnetic charge, perturbation theory
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Спектр системы двух энионов в постоянном магнитном поле

с магнитными зарядами

Б. Собко, А. Ровенчак

Кафедра теоретической физики,

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Драгоманова, 12, 79005 Львов, Украина

e-mail: {bohdanka.sobko.d, andrij.rovenchak}@gmail.com

В работе рассмотрена задача двух энионов в магнитном поле с магнитными
зарядами. С помощью теории возмущений, где малым параметром является
поле магнитных зарядов, рассчитаны поправки к спектру такой системы.
Показано, что первая поправка снимает вырождение энергетических уров-
ней.

Ключевые слова: энион, магнитное поле, магнитный заряд, теория воз-
мущений


