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ПОПЕРЕЧНI ПЕРЕРIЗИ ФОТОIОНIЗАЦIЇ
ЗБУДЖЕНИХ АТОМIВ ВОДНЮ
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Запропоновано спосiб розрахунку поперечних перерiзiв фотоiонiзацiї збу-
джених атомiв водню на основi явного врахування нестацiонарностi їхнiх
квантових станiв у рамках напiвфеноменологiчної моделi iз заданою фун-
кцiєю густини станiв в околi дискретних енергетичних рiвнiв. З метою iлю-
страцiї наведено результати розрахунку поперечних перерiзiв при викори-
станнi функцiї густини у виглядi розподiлiв Лоренца та Гауса. Одержанi
поперечнi перерiзи є малими в околi границь вiдповiдних спектральних се-
рiй, а для малих та середнiх довжин хвиль вони близькi до результатiв
розрахунку у моделi стацiонарних станiв.

Ключовi слова: зорянi фотосфери, збудженi атоми водню, поперечнi пе-
рерiзи фотоiонiзацiї, квазiстацiонарнi стани.

1 Вступ

Пошук механiзмiв, що формують коефiцiєнт неперевного поглинання у фотосфе-
рах зiр у видимiй та iнфрачервонiй дiлянках спектру, був однiєю з головних проблем
астрофiзики минулого столiття. Наприкiнцi 40-их рокiв Р.Вiльдт [1], [2] обгрунту-
вав гiпотезу про те, що основним механiзмом неперервного поглинання в атмосферi
Сонця є процес фотоiонiзацiї негативних iонiв водню. Енергiя фотоiонiзацiї iона H−

складає 0, 0555...Ry ≈ 0, 75...eB, тому фотоiонiзацiя цих iонiв дає внесок у непе-
рервне поглинання в областi λ ≤ 16, 4 · 103Å. Максимум поперечного перерiзу цього
процесу досягається поблизу 9 · 103Å. Оскiльки водню у фотосферах зiр є набагато
бiльше вiд iнших хiмiчних елементiв, то насамперед слiд враховувати ще й процеси
фотоiонiзацiї атомiв водню з основного та збуджених станiв. Хоча концентрацiя збу-
джених атомiв водню у фотосферi Сонця є невеликою, без врахування фотоiонiзацiї
атомiв водню, що знаходяться у квантових станах (2, l,m) та (3, l,m), неможливо
пояснити особливостi спостережуваної спектральної iнтенсивностi випромiнювання
Сонця та iнших зiр у неперервному спектрi в областi 3 · 103Å ≤ λ ≤ 10 · 103Å [3].
Загальновiдомо, що рiзкий спад iнтенсивностi випромiнювання в околi 3650Å (так
званий бальмерiвський стрибок) пов’язаний з фотоiонiзацiєю атомiв водню зi станiв
з квантовими числами (2, l,m). У роботi [4] встановлено, що фотоiонiзацiя зi ста-
нiв (3, l,m) зумовлює явище депресiї на кривiй спектральної iнтенсивностi в областi
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(6500− 8200)Å. Процеси фотоiонiзацiї атомiв водню зi станiв (n, l,m) при n ≥ 4 вiдi-
грають важливу роль у формуваннi коефiцiєнта неперервного поглинання в областi
λ ≥ 14 · 103Å.
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Рис. 1: Залежнiсть поперечного перерiзу процесу фотоiонiзацiї iона H− в одиницях 10
−17

см2 вiд довжини хвилi λ
′

= λ · 10
−3, де λ вимiрюється в ангстремах. Опис кривих подано

у текстi.

Задачi розрахунку поперечного перерiзу процесу фотоiонiзацiї iона H− присвяче-
но велику кiлькiсть робiт, а розбiжностi мiж результатами рiзних авторiв ( [7] – [10])
порядку 1%. На рис. 1 наведено спектральну залежнiсть поперечного перерiзу цього
процесу, розраховану рiзними авторами. Верхня крива вiдповiдає результатам робо-
ти [5], нижня суцiльна крива побудована за результатами роботи [6], якi протягом
довгого часу вважались еталонними. Пунктирна крива вiдповiдає результатам ро-
боти [7]. Крiм того, наведено також значення перерiзiв, одержаних при певних дов-
жинах хвиль у роботах [8] (трикутники), [9] (хрестики), [10] (квадрати). З рисунка
видно, що в областi великих довжин хвиль результати всiх робiт є дуже близькими.
Вiдхилення спостерiгаються в областi максимуму i при менших довжинах хвиль:
вiдхилення мiж результатами робiт [6] i [7] має порядок 1, 25%, а мiж результатами
робiт [7], [8], [9] порядку 1, 25%.

Розрахунку поперечних перерiзiв фотоiонiзацiї атомiв водню у середовищi час-
тково iонiзованої плазми зоряних фотосфер присвячено вiдносно мало робiт. Це не-
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тривiальна задача, яка вимагає врахування багатьох чинникiв – впливу електричних
i магнiтних полiв, ефектiв екранування, руху атомiв, процесiв рекомбiнацiї i квазi-
стацiонарностi збуджених станiв. Тому ця задача допускає простi розв’язки лише у
рамках певних моделей.

2 Модель атома зi стацiонарними станами

У моделi нерухомого iзольованого атома, що знаходиться у вакуумi, та без вра-
хування загасання збуджених станiв поперечнi перерiзи фотоiонiзацiї атома водню

розраховано у роботi [12] як функцiї енергiї фотоелектрона εk = e2

2a0

(ka0)
2. Згiдно з

законом збереження енергiї в процесi фотоiонiзацiї

(ka0)
2 +

1

n2
=

λ0

λ
(1)

(де n – головне квантове число стану, з якого вiдбувається iонiзацiя, λ0 =
4πca0~e

−2 = 911, 27Å , a0 – радiус Бора), можна представити поперечнi перерiзи
як функцiї довжини хвилi. Переходу електрона зi стану iз заданими квантовими
числами (n, l) i всiма можливими квантовими числами m у стани неперервного спе-
ктру з енергiєю E = (ka0)

2Ry i значенням орбiтального числа l
′

= l+1 спiвставимо
перерiз σ+

n,l(λ), а переходу у стан з l
′

= l− 1 – перерiз σ−
n,l(λ). Сумарний поперечний

перерiз

σn,l→E(λ) = πα0a
2
0{σ̃+

n,l(λ) + σ̃−
n,l(λ)}, (2)

де α0 = e2/~c – стала тонкої структури. Для переходiв iз нижчих енергетичних
рiвнiв у дипольному наближеннi одержуємо такi явнi вирази для σ̃±

n,l(λ):

σ̃+
1,0(λ) =

28

3
ϕ1(x1)x

4
1; σ̃−

1,0(λ) = 0; (3)

σ̃+
2,0(λ) =

213

3
ϕ2(x2)x

4
2; σ̃−

2,0(λ) = 0;

σ̃+
2,1(λ) =

216

33
ϕ2(x2)x

5
2(1 + 3x2);

σ̃−
2,1(λ) =

213

33
ϕ2(x2)x

5
2;

σ̃+
3,0(λ) = 28 34 ϕ3(x3)x

4
3(1 + 8x3)

[

1 +
4

3
x3

]2

; σ̃−
3,0(λ) = 0;

σ̃+
3,1(λ) = 214 3 ϕ3(x3)x

5
3 {1 + 8x3}

{

1 +
5

4
x3

}

;

σ̃−
3,1(λ) = 211 3 ϕ3(x3)x

5
3 {1 + 8x3} ;

σ̃+
3,2(λ) =

215 33

25
ϕ3(x3)x

6
3 {1 + 8x3}

(

1 +
5

4
x3

)

;

σ̃−
3,2(λ) =

212 32

25
ϕ3(x3)x

6
3 (1 + 8x3) ; ... .
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Тут використано такi позначення: xn = λ∗/n
2, λ∗ = λ/λ0;

ϕn(x) =
2

1− ern(x)
exp[−sn(x)],

sn(x) = 4n

(

x

1− x

)1/2

arctan

(

1− x

x

)1/2

, (4)

rn(x) = 2πn

(

x

1− x

)1/2

.

При заданому значеннi головного квантового числа n безрозмiрна довжина хвилi λ∗

змiнюється вiд нуля до n2, а 0 ≤ xn ≤ 1. Функцiї σ̃±
n,l(λ) є монотонно зростаючими

функцiями xn i мають таку асимптотику:

σ̃±
n,l(λ) ∼







x
l+7/2
n при xn → 0;

const при xn → 1− δ; δ → +0;
0 при xn > 1.

(5)

Характерна особливiсть перерiзiв σ̃n,l(λ) у цьому наближеннi – стрибок в околi чер-
воної границi λ∗ = n2, чому вiдповiдає нульове значення енергiї фотоелектрона.
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Рис. 2: Залежнiсть поперечних перерiзiв
фотоiонiзацiї атомiв водню для стану з n =

1 вiд довжини хвилi (l = 0).
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Рис. 3: Залежнiсть поперечних перерiзiв
фотоiонiзацiї атомiв водню для станiв з n =

2 вiд довжини хвилi (l = 0, 1).

На рис. 2–4 наведено спектральну залежнiсть безрозмiрних перерiзiв σ̃n,l(λ) =
σ̃+
n,l(λ)+σ̃−

n,l(λ) для випадкiв n = 1; 2; 3. Як видно з рисункiв, в основнiй областi змiни
λ∗ бiльшим значенням орбiтального квантового числа вiдповiдають меншi значення
перерiзiв. В околi червоної границi поперечнi перерiзи (3), розрахованi на точних
кулонiвських функцiях, за порядком величини близькi до квазiкласичних виразiв
Крамерса

σK
n,l→E =

26πn

3
√
3
α0a

2
0x

3
n. (6)
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Рис. 4: Залежнiсть поперечних перерiзiв фотоiонiзацiї атомiв водню для станiв з n = 3 вiд
довжини хвилi (l = 0, 1, 2).

3 Врахування квазiстацiонарностi квантових станiв
збуджених станiв

Врахування ефекту загасання збуджених атомiв водню є необхiдною умовою при
розрахунку контурiв спектральних лiнiй [11]. Згiдно iз загальними спiввiдношення-
ми мiкроскопiчної теорiї транспорту випромiнювання [11], у моделi стацiонарних
квантових станiв атома поперечний перерiз фотоiонiзацiї визначається виразом

σn,l(ω) =
2π2e2

m0c

∑

k

fn,l|kδ(ω − ωk,n), (7)

де множник fn,l|k позначає сумарну силу осциляторiв для переходiв зi всiх станiв
дискретного спектру з фiксованими значеннями головного та орбiтального кванто-
вих чисел у всi можливi стани неперервного спектру iз заданою енергiєю електрона
Ek = ~

2k2/2m0

fn,l|k =
∑

l′

∑

m,m′

fn,l,m|k,l′ ,m′ . (8)

Тут

fn,l,m|k,l′ ,m′ =
2

3~ωk,nm0
|Pk,l′ ,m′ |n,l,m|2 =

2ωk,nm0

3~
|rk,l′ ,m′ |n,l,m|2 (9)

є парцiальною силою осцилятора для переходу (n, l,m) → (k, l
′

,m
′

), а Pk,l′ ,m′ |n,l,m

та rk,l′ ,m′ |n,l,m – матричнi елементи оператора iмпульсу електрона та його радiус-
вектора, розрахованi на хвильових функцiях початкового i кiнцевого станiв електро-

на; ~ωk,n = Ek − En = e2

2a0

(n−2 + k2∗), де k∗ ≡ |k|a0. Згiдно з правилами вiдбору у

дипольному наближеннi l
′

= 1 при l = 0, l
′

= l ± 1 при l ≥ 1. Через це

σn,0(ω) = σ+
n,0(ω) =

2π2e2

m0c

∑

k

∑

m=0;±1

fn,0,0|k,1,mδ(ω − ωk,n), (10)
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а при l 6= 0

σn,l(ω) = σ+
n,l(ω) + σ−

n,l(ω), (11)

σ±
n,l(ω) =

2π2e2

m0c

∑

k

∑

m,m′

fn,l,m|k,l±1,m′ δ(ω − ωk,n),

де −l ≤ m ≤ l, −(l ± 1) ≤ m
′ ≤ l ± 1, а m

′ −m = 0;±1.
Квазiстацiонарний рiвень атома з головним квантовим числом n можна розгля-

дати як сукупнiсть стацiонарних рiвнiв iз заданою густиною станiв g(E−En), такою,
що має максимум в околi En i нормована умовою

∫

dE g(E − En) = 1. (12)

У цiй моделi замiсть формул (10), (11) маємо суперпозицiю перерiзiв, кожний з яких
вiдповiдає значенням енергiї E. Врахуємо, що суттєвою є лише невелика область
енерґiй в околi En. Тому, згiдно з теоремою про середнє значення iнтеграла, для сил
осциляторiв використаємо вирази, розрахованi у моделi, яка не враховує квазiста-
цiонарностi збуджених станiв. У цьому наближеннi

σ±
n,l(λ) =

2π2e2~

m0c

∑

k

fn,l|k,l±1

∫

dE g(E − En)δ(~ω − εk + E) (13)

=
2π2e2~

m0c

∑

k

fn,l|k,l±1 g(εk − ~ω − En).

Для прикладу розрахуємо поперечний перерiз σ+
n,0(λ) при n ≥ 2 (σ−

n,0(λ) = 0). Ма-
тричний елемент оператора iмпульсу

Pk,1,m|n,0,0 = − i~

a0
√
4π

∞
∫

0

dρρ2 R∗
k,1(ρ)

d

dρ
Rn,0(ρ)× (14)

×
∫

dΩ Y ∗
1,m(θ, ϕ){e1 sin θ cosϕ+ e2 sin θ sinϕ+ e3 cos θ},

де ρ = |r|/a0,
Rn,0(ρ) =

2

n3/2
exp[−ρ/n]F

(

−n+ 1, 2, 2
ρ

n

)

(15)

– радiальна функцiя дискретного спектру [13], у якiй F (α, β, z) – вироджена гiпер-
геометрична функцiя, ei – орти декартової системи координат, Y1,m(θ, ϕ) – сферична
функцiя, що вiдповiдає квантовим числам l = 1, m = 0;±1. Радiальна функцiя не-
перервного спектру [13]

R∗
k,1(ρ) = c

(1)
k∗

2k∗ρ

3!
exp[ik∗ρ]F

(

− i

k∗
+ 2, 4,−2ik∗ρ

)

, (16)

де

c
(1)
k∗

= 2k
1/2
∗ (1− exp[−2π/k∗])

−1/2(1 + k−2
∗ )1/2 (17)
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– стала нормування; k∗ = ka0. Пiсля iнтегрування за кутовими змiнними знаходимо,
що

∑

m=0;±1

|Pk,1,m|n,0,0|2 =
~
2

a20







∞
∫

0

dρρ2R∗
k,1(ρ)

d

dρ
Rn,0(ρ)







2

. (18)

Оскiльки
d

dρ
Rn,0(ρ) = exp(−ρ/n)Mn−1(ρ), (19)

де Mn−1(ρ) є полiном степеня (n−1), то iнтеграл за радiальною змiнною записується
у виглядi [13]

In(k∗) =

∞
∫

0

dρρ2R∗
k,1(ρ)

d

dρ
Rn,0(ρ) = −4k∗

3!
c
(1)
k∗

n−1
∑

s=0

an,sJs(k∗), (20)

де an,s – числовi коефiцiєнти, а

Js(k∗) = (3 + s)!

(

1

n
− ik∗

)−4−s (
1/n+ ik∗
1/n− ik∗

)−2+i/k∗

(21)

×F

(

− i

k∗
+ 2,−s, 4, 2ik∗[1/n+ ik∗]

−1

)

.

Тут F (α, β, γ, z) – гiпергеометрична функцiя [13], яка при s = 0 дорiвнює одиницi,
а при s 6= 0 є полiномом s-го порядку щодо змiнної z.

Наведемо тут явнi вирази для поперечних перерiзiв σ+
n,0(λ) при n = 2 i 3:

σ+
2,0(λ) = πα0a

2
0

26

3

∞
∫

0

dk∗ k∗(1 + k2∗)

(1/4 + k2∗)
5

g̃

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

4

])

F2(k
∗); (22)

σ+
3,0(λ) = πα0a

2
0

29

34

∞
∫

0

dk∗ k∗(1 + k2∗)

(1/9 + k2∗)
9

{

k4∗ +
10

27
k2∗ +

7

243

}2

g̃

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

9

])

F3(k
∗);

Fn(k∗) = {1− exp(−2π/k∗)}−1 exp

{

− 4

k∗
arctan(nk∗)

}

,

де

g̃

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

4

])

= g(εk − ~ω − En)
πe2

a0
(23)

– безрозмiрна густина станiв.
У практичних розрахунках ми використали два варiанти функцiї густини станiв:

g1(E − En) =
δn/2π

(

δn
2

)2
+ (E − En)2

, (24)

g2(E − En) =
1√
πδn

exp

[

−
(

E − En

δn

)2
]

,
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де δn – “ширина” рiвня En (стала загасання) в енергетичнiй шкалi. Безрозмiрна

функцiя g̃
(

1
λ∗

−
[

k2∗ +
1
n2

]

)

має такий явний вигляд:

g̃1

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

n2

])

=
δ̃n

(

δ̃n
2

)2

+
(

1
λ∗

−
[

k2∗ +
1
n2

]

)2 , (25)

g̃2

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

n2

])

=
2
√
π

δ̃n
exp

{

−
(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

n2

])2

δ̃−2
n

}

,

де δ̃n ≡ δn

(

e2

2a0

)−1

– безрозмiрна стала згасання.

При розрахунку перерiзiв σ±
n,l(λ) для l ≥ 1 зручнiше користуватись матричними

елементами радiус-вектора, пов’язаними з матричними елементами оператора iм-
пульсу спiввiдношенням < A

′ |P̂|A >= imωA′A < A
′ |r|A >, що спрощує розрахунки.

В цьому випадку сила осцилятора для переходiв зi всiх станiв з квантовими числами
(n, l) у всi стани неперервного спектру дорiвнює

fn,l|k,l±1 =
2ωk,nm0

3~(2l+ 1)

l + 1/2± 1/2

2l + 1
|rn,l|k,l±1|2, (26)

де rn,l|k,l±1 – матричний елемент модуля радiус-вектора, розрахований на радiаль-
них функцiях початкового i кiнцевого станiв. Далi наведемо вирази поперечних пе-
рерiзiв для процесу фотоiонiзацiї зi станiв (n, 1,m):

σ+
2,1(λ) = πα0a

2
0

210

33

∞
∫

0

dk∗ k∗(1 + k2∗)

(1/4 + k2∗)
6

g̃

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

4

])

F2(k∗); (27)

σ−
2,1(λ) = πα0a

2
0

24

32

∞
∫

0

dk∗ k∗
(1/4 + k2∗)

5
g̃

(

1

λ∗
−
[

k2∗ +
1

4

])

F2(k∗).

На рисунках 5 –8 наведено результати числових розрахункiв поперечних перерi-
зiв згiдно з формулами (22) – (27) для двох варiантiв вибору функцiї густини станiв
– розподiлу Лоренца i розподiлу Гауса: верхнi кривi вiдповiдають розподiлу Гауса,
а нижнi – розподiлу Лоренца при сталiй загасання δ̃n = 0, 05.

Зауважимо, що поперечнi перерiзи переходiв мiж двома квазiстацiонарними ста-
нами електрона також можна розрахувати за допомогою функцiй густини станiв,

σn,l→n′ ,l′ =
2π2e2

mc
fn,l|n′ ,l′

∫

dEgn,l(E − En,l) (28)

×
∫

dE
′

gn′ ,l′ (E
′ − En′ ,l′ )δ(E + ~ω − E

′

) =
2πe2

mc
fn,l|n′ ,l′ϕn,l|n′ ,l′ ;

ϕn,l|n′ ,l′ =

∫

dEqn,l(E − En,l)gn′ ,l′ (E + ~ω − En′ ,l′ ).

У випадку, коли функцiї gn,l(E − En,l), gn′ ,l′ (E
′ − En′ ,l′ ) є розподiлами Лоренца

з ширинами δ1 та δ2, згортка у формулi (28) є розподiлом Лоренца з шириною
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Рис. 5: Спектральна залежнiсть поперечно-
го перерiзу фотоiонiзацiї атома водню зi
стану з квантовими числами n = 2, l = 0.
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Рис. 6: Спектральна залежнiсть поперечно-
го перерiзу фотоiонiзацiї атома водню зi
стану з квантовими числами n = 3, l = 0.

δ = δ1 + δ2:

ϕn,l|n′ ,l′ =
δ/2π

(

δ
2

)2
+ (En,l − En′ ,l′ )

2
. (29)

Висновки

Як видно з рисункiв 5–8, незалежно вiд вибору функцiї густини станiв розра-
хованi перерiзи є неперервними функцiями довжини хвилi, вони не мають розриву
в околi червоних границь, а при малих i середнiх довжинах хвиль вони збiгаються
з перерiзами, розрахованими в моделi стацiонарних станiв [12]. При виборi гаусо-
вого контуру для функцiї густини станiв поперечнi перерiзи загасають за черво-
ною границею λ∗ = n2 швидше, нiж при виборi контуру Лоренца при тому самому
значеннi сталої загасання. Рисунок 9 iлюструє залежнiсть бiляпорогової поведiнки
поперечних перерiзiв вiд величини сталої загасання δ̃n при використаннi розподiлу
Лоренца. Як видно з рисунка 9, в границi δ̃n ≪ 1 поперечнi перерiзи збiгаються з
поперечними перерiзами, розрахованими у моделi стацiонарного атома.

В роботi [4] показано, що саме така поведiнка поперечних перерiзiв фотоiонiзацiї
збуджених атомiв водню з рiвнiв з головним квантовим числом n = 3 може пояснити
спостережуванi данi щодо спектральної залежностi iнтенсивностi випромiнювання
центра сонячного диску у неперервному спектрi в областi (6500− 8200)Å.
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Рис. 7: Спектральна залежнiсть поперечно-
го перерiзу фотоiонiзацiї атома водню зi
стану з квантовими числами n = 2, l = 1.
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Рис. 8: Спектральна залежнiсть поперечно-
го перерiзу фотоiонiзацiї атомiв водню зi
стану з квантовими числами n = 2, l = 1.
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Рис. 9: Спектральна залежнiсть поперечного перерiзу вiд величини сталої загасання δn.
Нижня крива вiдповiдає δn = 0.1, жирна – δn = 0.05, пунктирна – δn = 0.02.
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THE CROSS SECTIONS OF THE EXITED HYDROGEN ATOM

PHOTOIONIZATION

O. Stelmakh

Ivan Franko National University of Lviv

Kyrylo and Mefodiy St., 8, 79005 Lviv, Ukraine

The method of the cross sections calculation for the excited hydrogen atoms
photoionization is proposed on the base of an explicit account of their non-
stationary quantum states in the frames of a half-phenomenological model with
the given states density function in the discrete energy levels region. For the
illustration of the results of a cross section calculation the density distribution
function was taken in the Lorentz and Gauss forms. The obtained in this paper
cross sections are small in the vicinity of the red limits and for the small and
medium wavelengths are close to the results of calculation in a stationary states
model.

Key words: stellar photosphere, excited hydrogen atoms, photoionization cross
sections, quazi-stationary states.
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ПОПЕРЕЧНОЕ СЕЧЕНИЕ ФОТОИОНИЗАЦИИ

ВОЗБУЖДЕННЫХ АТОМОВ ВОДОРОДА

О. Стельмах

Львовский национальный университет имени Ивана Франко

ул. Кирилла и Мефодия 8, 79005 Львов, Украина

Предложен способ расчета поперечных сечений фотоионизации возбуж-
денных атомов водорода на основании явного учета нестационарности их
квантовых состояний в рамках полуфеноменологической модели с задан-
ной функцией плотности в окрестности дискретных энергетических уров-
ней. С целью иллюстрации приведены результаты расчета поперечных сече-
ний при использовании функции плотности в виде распределений Лоренца
и Гауса. Полученные поперечные сечения малы в окрестности границ соот-
ветствующих спектральных серий, а для малых и средних длин волн они
близки к результатам расчета в модели стационарных состояний.

Ключевые слова: звездные фотосферы, возбужденные атомы водорода,
поперечные сечения фотоионизации, квазистационарные состояния.


