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Вивчається простiр з некомутативнiстю координат та некомутативнiстю iм-
пульсiв. Ми дослiджуємо спiввiдношення невизначеностей для фiзичних ве-
личин, зумовленi некомутативнiстю. Розглядається довжина, площа, об’єм,
iмпульс та фазовий об’єм у некомутативному фазовому просторi.
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1 Вступ

У зв’язку з розвитком теорiї струн та кавантової гравiтацiї активно вивчається
квантований простiр, реалiзований за допомогою деформацiй звичних комутацiй-
них спiввiдношень для координат та iмпульсiв [1, 2]. Одною з алгебр, яка дозволяє
вирiшити проблему квантування простору, є алгебра

[Xi, Xj ] = i~θij , (1)

[Xi, Pj ] = i~δij , (2)

[Pi, Pj ] = i~ηij . (3)

Звернiмо увагу на те, що у порiвняннi зi звичними комутацiйними спiввiдношеннями
маємо некомутативнiсть координат та некомутативнiсть iмпульсiв (1), (3). Комута-
тор координат дорiвнює i~θij , де θij – елементи сталої антисиметричної матрицi,
якi називають параметрами координатної некомутативностi. Комутатор iмпульсiв
дорiвнює i~ηij , тут ηij – елементи сталої антисиметричної матрицi, якi називають
параметрами iмпульсної некомутативностi.

Цiкаво вiдзначити, що iдея некомутативностi має довгу iсторiю [3]. Її автором є
Гайзенберг. Перша наукова праця, присвячена цiй iдеї, була опублiкована Снайдером
у 1947 роцi [4].
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Дослiдження фiзичних систем у квантованому просторi дозволяє встановити
вплив квантованостi простору (iснування мiнiмальної довжини, кванта простору) на
їх властивостi. У некомутативному фазовому просторi вивчалися атом водню [5–8],
гармонiчний осцилятор [9–15], частинка у гравiтацiйному полi [16, 17, 19], система
багатьох частинок [19] та багато iнших фiзичних систем.

У статтi ми розглядаємо спiввiдношення невизначеностей у некомутативному
фазовому просторi. Ми знаходимо обмеження на фiзичнi величини, якi випливають
iз спiввiдношень невизначеностей та є зумовленими некомутативнiстю координат
та некомутативнiстю iмпульсiв. Зокрема, ми розглядаємо довжину, площу, об’єм,
iмпульс та фазовий об’єм у некомутативному фазовому просторi.

У роздiлi 2 дослiджуються спiввiдношення невизначеностей, якi випливають iз
спiввiдношень некомутативної алгебри (1)-(3). Розглядаються обмеження на дов-
жину, площу, об’єм, iмпульс, фазовий об’єм у некомутативному фазовому просторi.
Висновки представлено у роздiлi 3.

2 Обмеження на фiзичнi величини у некомутатив-
ному фазовому просторi

У некомутативному фазовому просторi, враховуючи те, що переставнi спiввiд-
ношення для координат та iмпульсiв мають вигляд (1), (3), можемо записати такi
спiввiдношення невизначеностей:

〈∆X2

i 〉〈∆X2

j 〉 ≥
~
2θ2ij

4
, (4)

〈∆P 2

i 〉〈∆P 2

j 〉 ≥
~
2η2ij

4
. (5)

Запишемо оператор квадрата довжини

R
2 =

∑

i

X2

i , (6)

Зауважимо, що координати Xi не комутують (1). Справедливою є така нерiвнiсть

〈∆R
2〉2 ≥ 2〈∆X2

1
〉〈∆X2

2
〉+ 2〈∆X2

2
〉〈∆X2

3
〉+ 2〈∆X2

3
〉〈∆X2

1
〉, (7)

тут

〈∆R
2〉 = 〈∆X2

1
〉+ 〈∆X2

2
〉+ 〈∆X2

3
〉. (8)

Врахувавши спiввiдношення невизначеностей (4), можемо записати обмеження на
довжину у некомутативному фазовому просторi. Iз (7), (4) знаходимо:

〈∆R
2〉2 ≥

~
2

2

(

θ2
12

+ θ2
23

+ θ2
31

)

. (9)

Iз отриманої нерiвностi (9) маємо:

∆R ≥

(

~
2

2

(

θ2
12

+ θ2
23

+ θ2
31

)

)

1

4

, (10)
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тут ∆R =
√

〈∆R2〉 [18].
Розгляньмо оператор квадрата iмпульсу у некомутативному фазовому просторi

P
2 =

∑

i

P 2

i . (11)

Тут оператори Pi задовольняють спiввiдношення некомутативної алгебри (3). Мо-
жемо записати

〈∆P
2〉 = 〈∆P 2

1
〉+ 〈∆P 2

2
〉+ 〈∆P 2

3
〉. (12)

Пiднесемо (12) до квадрату та запишемо таку нерiвнiсть

〈∆P
2〉2 = 〈∆P 2

1
〉2 + 〈∆P 2

2
〉2 + 〈∆P 2

3
〉2 + 2〈∆P 2

1
〉〈∆P 2

2
〉+ 2〈∆P 2

2
〉〈∆P 2

3
〉+

+2〈∆P 2

3
〉〈∆P 2

1
〉 ≥ 2〈∆P 2

1
〉〈∆P 2

2
〉+ 2〈∆P 2

2
〉〈∆P 2

3
〉+ 2〈∆P 2

3
〉〈∆P 2

1
〉, (13)

Взявши до уваги спiввiдношення невизначеностей (5), можемо записати

〈∆P
2〉2 ≥

~
2

2

(

η2
12

+ η2
23

+ η2
31

)

. (14)

Введемо позначення:

∆P =
√

〈∆P2〉. (15)

Врахувавши (14), знаходимо нерiвнiсть, яка задає обмеження знизу на iмпульс у
некомутативному фазовому просторi

∆P ≥

(

~
2

2

(

η2
12

+ η2
23

+ η2
31

)

)
1

4

. (16)

Цiкаво зауважити, що iз нерiвностей (4) випливає також наявнiсть обмежень на
на площу та об’єм у некомутативному фазовому просторi (1)-(3). Використавши (4),
можемо записати таку нерiвнiсть, яка визначає обмеження на площу

〈∆Xi〉〈∆Xj〉 ≥
~|θij |

2
, (17)

тут

∆Xi =
√

〈∆X2

i 〉. (18)

Iз (17) випливає анiзотропiя площi у некомутативному фазовому просторi. Це по-
в’язано з тим, що |θ12| 6= |θ23| 6= |θ31| [18].

Розгляньмо ∆X1∆X2∆X3 у просторi з некомутативнiстю координат та некому-
тативнiстю iмпульсiв (1)-(3). Врахувавши (4), запишемо такi нерiвностi

〈∆X1〉〈∆X2〉 ≥
~|θ12|

2
, (19)

〈∆X2〉〈∆X3〉 ≥
~|θ23|

2
, (20)

〈∆X3〉〈∆X1〉 ≥
~|θ31|

2
. (21)
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Iз (19)-(21) отримаємо:

〈∆X1〉
2〈∆X2〉

2〈∆X3〉
2 ≥

~
3

8
|θ12θ23θ31|. (22)

Використавши (22) можемо записати обмеження на об’єм у некомутативному фазо-
вому просторi

〈∆X1〉〈∆X2〉〈∆X3〉 ≥
~

3

2

2
3

2

|θ12θ23θ31|
1

2 . (23)

Розгляньмо фазовий об’єм у просторi з некомутативнiстю координат та некому-
тативнiстю iмпульсiв.

Зауважимо, що у некомутативному фазовому просторi оператори координат та
iмпульсiв задовольняють звичнi комутацiйнi спiввiдношення (1)-(3). Можемо запи-
сати спiввiдношення невизначеностей

〈∆X2

i 〉〈∆P 2

j 〉 ≥
~
2

4
. (24)

Iз нерiвностi (24) випливає:

3
∏

i=1

〈∆Xi〉〈∆Pi〉 ≥
~
2

8
. (25)

З iншого боку, врахувавши (5), (15), можемо записати такi нерiвностi

〈∆P1〉〈∆P2〉 ≥
~|η12|

2
, (26)

〈∆P2〉〈∆P3〉 ≥
~|η23|

2
, (27)

〈∆P3〉〈∆P1〉 ≥
~|η31|

2
. (28)

Використавши (19)-(21), (26)-(28), отримаємо:

3
∏

i=1

〈∆Xi〉
2〈∆Pi〉

2 ≥
~
6

64
|θ12θ23θ31η12η23η31|. (29)

Iз (29) знаходимо:

3
∏

i=1

〈∆Xi〉〈∆Pi〉 ≥
~
2

8
|θ12θ23θ31η12η23η31|

1

2 . (30)

Нерiвнiсть (30) визначає обмеження знизу на фазовий об’єм, зумовлене некомута-
тивнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв.

Порiвняємо нерiвностi (25) та (30). Нерiвнiсть (30) визначає сильнiше обмежен-
ня на фазовий об’єм у випадку, коли |θ12θ23θ31η12η23η31|

1

2 > 1. Важається, що па-
раметри некомутативностi є порядку планкiвських масштабiв, тому обмеження на
фазовий об’єм у некомутативному фазовому просторi визначається нерiвнiстю (25).
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Висновки

У статтi розглянуто тривимiрний простiр iз некомутативнiстю координат та не-
комутативнiстю iмпульсiв (1)-(3). Вивчено спiввiдношення невизначеностей для фi-
зичних величин у некомутативному фазовому просторi.

Показано, що у некомутативному фазовому просторi довжина, площа та об’єм
не можуть набувати як завгодно малих значень. Iснують обмеження знизу на ви-
щезазначенi величини, зумовленi некомутативнiстю координат та некомутативнiстю
iмпульсiв. Обмеження на довжину, площу та об’єм визначаються параметрами ко-
ординатної некомутативностi вiдповiдно до нерiвностей (10), (17), (23). Важливо
зауважити, що iз нерiвностi (17) випливає анiзотропiя площi у просторi з некому-
тативнiстю координат та некомутативнiстю iмпульсiв. Також у роботi розглянуто
обмеження на iмпульс, зумовленi некомутативнiстю. Показано, що обмеження зни-
зу на iмпульс визначається параметрами iмпульсної некомутативностi вiдповiдно до
нерiвностi (16).

Розглянуто фазовий об’єм у просторi з некомутативнiстю кооординат та некому-
тативнiстю iмпульсiв. Ми показали, що у некомутативному фазовому просторi iснує
обмеження на фазовий об’єм, яке визначається добутком параметрiв координатної
та iмпульсної некомутативностi (30).
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A space with noncommutativity of coordinates and noncommutativity of
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Изучается пространство с некомутативностью координат и некомутативно-
стью импульсов. Мы исследуем соотношение неопределенностей для физи-
ческих величин, обусловленные некомутативностью. Рассматривается дли-
на, площадь, объем, импульс и фазовый объем в некоммутативном фазовом
пространстве.
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