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У роботi розглянуто бозе-газ iз далекодiючим потенцiалом мiжчастинкової
взаємодiї зi степеневою поведiнкою коефiцiєнта Фур’є енергiї парної мiж-
частинкової взаємодiї νq ∼ 1/qs, 0.5 < s < 3. В наближеннi Боголюбова
знайдено залежнiсть енергiї основного стану бозе-системи i розмиття бозе-
конденсату вiд параметра s. У частковому випадку кулонiвського потен-
цiалу (s = 2) знайденi значення енергiї основного стану i розмиття бозе-
конденсату вiдтворюють вже вiдомi теоретичнi результати. Чисельнi роз-
рахунки згаданих величин проведено iз наперед заданою точнiстю.

Ключовi слова: далекодiючий потенцiал, енергiя основного стану, бозе-
газ, бозе-конденсат.

Вступ
Використання модельних потенцiалiв для дослiдження поведiнки взаємодiючих

систем є важливим iнструментом вивчення природи явищ i процесiв у реальних си-
стемах. Напевно, найдавнiшою i найпростiшою модельною системою у статистичнiй
фiзицi є модель iдеального газу. Величезна кiлькiсть робiт присвячена також моделi
твердих сфер. Твердосферний потенцiал належить до класу близькодiючих потенцi-
алiв. У цiй статтi ми зосередимо свою увагу на моделi з далекодiючим потенцiалом
зi степеневою поведiнкою його Фур’є компоненти. Першi роботи, в яких вивчалися
бозе-системи iз далекодiючими силами — це роботи Фолдi [1,2]. У них в RPA набли-
женнi було дослiджено основний стан зарядженого бозе-газу в компенсуючому полi.
При цьому для теоретичного опису, зрозумiло, що використовувався кулонiвський
модельний потенцiал: U(r) ∼ 1/r. Згодом Бракнер [3] для такого ж модельного
потенцiалу, використовуючи дiаграмну технiку, з точнiстю до другого порядку у
розкладi за густиною, обчислив енергiю основного стану густого газу заряджених
бозонiв. Кулонiвський потенцiал, але вже у двовимiрному просторi: U(r) ∼ ln(r/L)
був застосований для вивчення бозе-системи у роботi [4]; показано, що в основному
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станi двовимiрної рiдини заряджених бозонiв не виникає бозе-конденсату, хоча одно-
частинкова матриця густини демонструє алгебраїчний позадiагональний порядок. В
наступнiй роботi [5] цi результати були вiдтворенi, а розрахунок матрицi густини по-
ширений на скiнченнi температури. Було також знайдено, що плазмонна щiлина у
одночастинковому спектрi у довгохвильовiй областi зменшується з ростом темпера-
тури i змикається при критичнiй температурi разом iз зникненням надплинностi.
У роботi [6] також вивчався газ заряджених бозонiв з логарифмiчною взаємодiєю,
i для цiєї системи було знайдено структурний фактор, енергiю основного стану i
спектр колективних збуджень.

Кулонiвський потенцiал — це лише частковий випадок далекодiючого потенцiалу
зi степеневою поведiнкою коефiцiєнта Фур’є енергiї парної мiжчастинкової взаємодiї.
Загалом його можна записати так:

νq =
λs
qs
, s > 0. (1)

При s = 2 маємо кулонiвський потенцiал, а при s = 0 — потенцiал твердих сфер. У
тривимiрному прямому просторi вiн набуде вигляду:

U(r) =
λs

2sπ
3
2

Γ
(
3
2 −

1
2s
)

Γ( 1
2s)

1

r3−s
. (2)

Потенцiал такого вигляду у ренормгруповому пiдходi був використаний у ро-
ботi [7] для якiсного опису основного стану бозе-системи у просторi з довiльною
вимiрнiстю d у границi p = −1, причому при d = 1 отримано результат, який узго-
джується з точним розв’язком. В роботi [8] для бозе-газу з таким потенцiалом було
розраховано критичну температуру як функцiю параметра s, а також проаналiзова-
но параметри спектра колективних збуджень та отримано довгохвильову асимпто-
тику структурного фактора системи в надкритичнiй областi.

Метою даної роботи є розглянути бозе-систему об’ємом V при температурi T = 0,
яка складається з N безспiнових частинок, коефiцiєнт енергiї парної мiжчастинкової
взаємодiї мiж якими має вигляд (1) i знайти залежнiсть енергiї основного стану
такої системи i величину розмиття бозе-конденсату вiд параметра s в наближеннi
Боголюбова. Для цього ми користуватимемося добре вiдомими формулами [9]:

EB = −1

4

∑
q 6=0

εq(αq − 1)2, (3)

N0

N
= 1− 1

N

∑
q6=0

(αq − 1)2

4αq
, (4)

де

αq =

√
1 +

ρνq
εq
, εq =

~2q2

2m
. (5)
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У виразi для енергiї ми знехтували доданком N(N−1)
2V ν0, оскiльки ν0 = 0. Ця умова

є повнiстю аналогiчною до тiєї, яка є в моделi зарядженого бозе-газу в компенсую-
чому полi (там вона випливає iз електронейтральностi цiлої системи i забезпечує її
стiйкiсть в термодинамiчнiй границi).

З умови збiжностi сум у наведених виразах (3) i (4) ми отримаємо нижню i
верхню оцiнку для параметра s, а саме: 0.5 < s < 3 (це буде показано далi в роботi).

Розрахунок енергiї основного стану
У формулi для енергiї основного стану (3) перейдемо вiд пiдсумовування до iн-

тегрування i отримаємо:

EB/N = − ~2

16π2ρm

∞∫
0

q4

(√
1 +

2mρ

~2
λs
qs+2

− 1

)2

dq. (6)

Зробимо замiну змiнних q =
(

2mρλs

~2

) 1
s+2

ξ. Тодi

EB/N = − ~2ρ 2
3

16mπ2
γ

∞∫
0

ξ4
(√

1 +
1

ξs+2
− 1

)2

dξ, (7)

де γ = ρ−
5
3

(
2mρλs

~2

) 5
s+2

— параметр взаємодiї.
Для чисельного аналiзу отриманого виразу запишемо його так:

EB/N = − ~2ρ 2
3

16mπ2
γ

 1∫
0

ξ4
(√

1 +
1

ξs+2
− 1

)2

dξ +
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1

ξ4
(√
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1

ξs+2
− 1

)2

dξ

 .

(8)

У першому iнтегралi вiднiмемо вiд пiдiнтегральної функцiї декiлька членiв розкладу
в околi нуля цiєї ж функцiї, а в другому зробимо те саме, лише розклад проведемо
в околi безмежностi. В результатi отримаємо:

EB/N = − ~2ρ 2
3

16mπ2
γI1(s) =

= − ~2ρ 2
3
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Завдяки зробленим перетворення отриманi iнтеграли є значно швидше збiжними в
порiвняннi з вихiдними, а це дає змогу легше їх чисельно порахувати. Крiм того, го-
ловнi члени розкладу в околi нуля i безмежностi дають нам обмеження на параметр
s: 0.5 < s < 3. Поза цими значеннями s один з iнтегралiв буде розбiжним.

Розмиття бозе-конденсату

Подiбно як i у попередньому випадку, у формулi (4) (для частки бозе-конденсату)
перейдемо вiд пiдсумовування до iнтегрування, зробивши таку саму замiну змiнних.
Тодi отримаємо:

N0

N
= 1− γ

3
5

8π2

∞∫
0

ξ2

(√
1 + 1

ξs+2 − 1
)2

√
1 + 1

ξs+2

dξ. (10)

I знову розбиття областi iнтегрування на двi пiдобластi i проведення вiдповiдних
перетворень у кожнiй з них веде до значно швидшої збiжностi iнтегралiв. Отож
пiсля перетворення будемо мати:

N0

N
=1− γ

3
5

8π2
I2(s) = 1− γ
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8π2

 1∫
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1 + 1
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− 2

3
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0
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)2
√

1 + 1
ξs+2

− 1

4ξ2s+4
+

1
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− 15
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 dξ+

+
1

4(2s+ 1)
− 1

4(3s+ 3)
+

15

64(4s+ 5)

)
. (11)

Головнi члени розкладу в околi нуля i безмежностi дають нам обмеження на пара-
метр s. В цьому разi маємо: −0.5 < s < 4. Як бачимо, верхнє i нижнє обмеження є
слабшими, нiж у попередньому випадку.

Ми будемо проводити обчислення в областi, де як енергiя основного стану, так i
розмиття бозе-конденсату скiнченнi, тобто в областi: 0.5 < s < 3.

Чисельнi розрахунки

Чисельне iнтегрування величин I1(s) i I2(s) у виразах для енергiї основного ста-
ну (9) i частки бозе-конденсату (11) будемо проводити найпростiшим методом: мето-
дом прямокутникiв. Задамося тепер допустимою абсолютною похибкою результату:
∆ < 0.001. У нашому випадку є двi причини похибки чисельних розрахункiв: 1) обрi-
зання верхньої межi iнтегрування; 2) скiнченна кiлькiсть точок розбиття промiжку
при чисельному iнтегруваннi. Завдання полягає в тому, щоб, виходячи з заданої
точностi ∆, визначити верхню межу Ξ i крок iнтегрування h.
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Розглянемо формулу (9). У другому iнтегралi пiдiнтегральна функцiя в околi
безмежностi поводиться як − 7

128q
−5s−6. В результатi, похибку, яка походить вiд обрi-

зання верхньої межi, можна оцiнити, беручи до уваги, що модуль пiдiнтегральної
функцiї всюди менший за 7

128q
−5s−6, так:

7

128(5s+ 6)Ξ5s+6
< ∆1. (12)

Тепер запишемо похибку, яка є наслiдком скiнченностi кроку iнтегрування. Загальна
формула для абсолютної похибки при iнтегруваннi методом прямокутникiв така:

∆(f) ≤ hb− a
2

max
[a,b]
|f ′(x)|, (13)

де a i b — вiдповiдно верхня i нижня межа iнтегрування, h — крок iнтегрування,
f(x) — пiдiнтегральна функцiя.

Модуль похiдної пiдiнтегральної функцiї I iнтеграла (у виразi для енергiї основ-
ного стану) — це монотонно зростаюча функцiя. Максимум на промiжку [0,1]: |f ′(1)| =
3.7530. Похiдна пiдiнтегральної функцiї II iнтеграла — це додатна монотонно спа-
дна функцiя. Максимум на промiжку [1,∞]: |f ′(1)| = 0.3799. Тому ми легко мо-
жемо оцiнити ∆2 i ∆3 на промiжках [0,1] i [1,∞] вiдповiдно. Iз заключної умови
∆1 + ∆2 + ∆3 < ∆ знаходимо умови на межу обрiзання Ξ i крок iнтегрування h. Цi
значення будуть функцiями s. Результат чисельних розрахункiв можна представити
у виглядi графiка (Рис. 1).
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Рис. 1. Залежнiсть величини I1(s) вiд параметра s.

У випадку розрахунку частки бозе-конденсату маємо, що у другому iнтегралi
формули (11) модуль пiдiнтегральної функцiї всюди менший за 7

32q
−5s−8. Похiдна

пiдiнтегральної функцiї першого iнтегралу у формулi (11) — це додатна монотонно
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спадна функцiя. Максимальне значення модуля функцiї похiдної на промiжку [0,1]:
|f ′(1)| = 3.3739. Похiдна пiдiнтегральної функцiї другого iнтегралу у формулi (11)
— це додатна спадна функцiя. Максимальне значення модуля функцiї похiдної на
промiжку [1,∞]: |f ′(1)| = 1.5614. Виходячи з цих даних, ми знаходимо умови на верх-
ню межу обрiзання i крок iнтегрування. Результати чисельних розрахункiв наведенi
нижче (Рис.2).
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Рис. 2. Залежнiсть величини I2(s) вiд параметра s.

Висновки

У роботi в наближеннi Боголюбова були розрахованi енергiя основного стану i
розмиття взаємодiєю бозе-конденсату для далекодiючого модельного потенцiалу зi
степеневою поведiнкою коефiцiєнта Фур’є енергiї парної мiжчастинкової взаємодiї:
νq ∼ 1/qs. Знайдено область значень s (0.5 < s < 3), для яких такий розрахунок
має сенс. Результати представленi графiчно у виглядi залежностi згаданих величин
вiд параметра s. У частковому випадку кулонiвського потенцiалу (s = 0) знайденi
значення енергiї основного стану i розмиття бозе-конденсату вiдтворюють вже вiдо-
мi теоретичнi результати. Чисельнi розрахунки були проведенi iз наперед заданою
точнiсть (абсолютна похибка результату не перевищує 0.001).
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GROUND STATE ENERGY AND BOSE CONDENSATE
DEPLETION IN BOSE GAS WITH LONG-RANGE FORCES

O. Hryhorchak, V. Pastukhov

Ivan Franko National University of Lviv,
12, Drahomanov Str., Lviv, UA–79005, Ukraine

e-mail: HrOrest@gmail.com

Bose gas with the long-range interparticle interaction potential which has a
power behavior of the Fourier coefficient of the pair interparticle interaction
energy νq ∼ 1/qs, 0.5 < s < 3 is considered in this paper. The dependence
of the ground state energy of the Bose system and the depletion of the Bose
condensate on the parameter s is found in the Bogoliubov approach. In the
particular case of the Coulomb potential (s = 2) the gained values of the ground
state energy and the depletion of a Bose condensate coincide with the well-known
theoretical results. The numerical calculations of these values are performed with
the predetermined accuracy.

Key words: long-range potential, ground state energy, Bose gas, Bose
condensate.
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ЭНЕРГИЯ ОСНОВНОГО СОСТОЯНИЯ И РАЗМЬIТИЕ
БОЗЕ-КОНДЕНСАТА В БОЗЕ-ГАЗЕ C

ДАЛЬНОДЕЙСТВУЮЩИМИ СИЛАМИ

О. Григорчак, В. Пастухов

Львовский национальный университет имени Ивана Франко
ул. Драгоманова, 12, Львов, 79005, Украина
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В работе рассмотрен бозе-газ с дальнодействующим потенциалом межча-
стичного взаимодействия со степенным поведением коэффициента Фурье
энергии парного межчастичного взаимодействия νq ∼ 1/qs, 0.5 < s < 3. В
приближении Боголюбова найдена зависимость энергии основного состоя-
ния бозе-системы и размытие бозе-конденсата от параметра s. В частном
случае кулоновского потенциала (s = 2) найденные значения энергии основ-
ного состояния и размытия бозе-конденсата воспроизводят уже известные
теоретические результаты. Численные расчеты упомянутых величин прове-
дено с заранее заданной точностью.

Ключевые слова: дальнодействующий потенциал, энергия основного со-
стояния, бозе-газ, бозе-конденсат


