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В роботi за допомогою методу функцiонального iнтегрування запропонова-
ний непертурбативний спосiб розрахунку властивостей домiшкових станiв
в бозе-системах. На прикладi домiшки атома 3He в рiдкому гелiї-4 показана
добра узгодженiсть з експериментальними даними та результатами Монте
Карло симуляцiй.
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1 Вступ
На сьогоднi запропоновано чимало пiдходiв, що дають змогу дослiджувати до-

мiшковi стани у взаємодiючих бозе-системах. Серед найбiльш вiдомих є тi, що грун-
туються на Монте-Карло симуляцiях [1–5], варiацiйнi [6–9] i ренормгруповi мето-
ди [11,12] та розрахунки, де використовується дiаграмна технiка [13–16].

Попри те, що динамiчнi властивостi домiшкових атомiв в бозе-системах з’ясо-
ванi ще в роботi Ландау та Померанчука [17], проблема бозе-полярона є до тепер
актуальною. Адже, задача про домiшку в бозе-системах безпосередньо пов’язана з
дослiдженням ультрахолодних газiв в пастках [19, 20] та експериментальною реалi-
зацiєю самолокалiзованих станiв бозонiв в бозе-конденсатах [18,21,22].

Здебiльшого, теоретичнi роботи, що стосуються бозе-поляронiв, спрямованi на
знаходження спектра домiшкового атома: оцiнку ефективної маси та загасання.
При цьому вивчається поведiнка домiшок як в реальних сильноскорельованих бозе-
системах, сумiшах бозе-фермi газiв, так i в дуже розрiджених бозе-конденсатах.
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Зокрема, в роботi [23] завдяки самоузгодженим розрахункам, обчислено ефективну
масу домiшкових атомiв в рiдкому гелiї-4 у випадку рiзних концентрацiй 3He. Ви-
користовуючи рiзнi представлення хвильової функцiї системи “домiшка плюс бозе-
середовище”, в роботах [1, 2, 24, 25] отримано ефективну масу та енергiю занурення
атома 3He у рiдкому гелiй-4, а в працi [3] оцiнено ефективну масу iонiв лужних та
лужноземельних металiв у бозе-рiдинi.

Поза тим, описуючи взаємодiю мiж бозонами та домiшковим атомом модельними
потенцiалами, дослiджено характеристики домiшок, що рухаються зi сталою швид-
кiстю [26], доведено iснування самолокалiзованих домiшкових станiв [27], отримано
власну енергiю бозе-полярона в сильно розведених бозе-конденсатах, з використа-
нням самоузгодженого T -матричного пiдходу [14], варiацiйного методу [9], теорiї
збурень Брiлюена -Вiгнера [28].

Дослiджуючи спектр домiшки ми акцентуємо увагу на знаходженнi власноенер-
гетичної частини бозе-полярона, використовуючи формалiзм мацубарiвських фун-
кцiй Грiна.

2 Модель i метод розрахунку
Щоб мати змогу скористатись стандартними методами теорiї поля до вивчен-

ня домiшкових станiв в рiдкому гелiї-4 ми розглядаємо не одну частинку занурену
в бозе-рiдину, а сукупнiсть спiн-поляризованих невзаємодiючих фермiонiв в гра-
ницi зникаюче малої густини. Використовуючи метод функцiонального iнтеграла
(iнтеграла за траєкторiями) при скiнченних температурах, запишемо евклiдову дiю
системи

S = S0 + SB + Sint. (1)

Перший доданок описує фермiонну пiдсистему

S0 =
∑
P

{iνp − εf (p) + µ}ψ∗PψP , (2)

з одночастинковим спектром εf (p) = ~2p2/2mf та хiмiчним потенцiалом µ. Тут ψ∗P ,
ψP комплекнi твiрнi алгебри Грассмана, i уведено позначення для чотиривектора
P = (νp,p) де νp — фермiонна мацубарiвська частота.

Другий доданок формули (1) описує систему взаємодiючих бозе-частинок — рiд-
кий гелiй-4. Вигляд SB може варiюватись i залежить вiд конкретно поставленої
задачi. В цiй роботi ми обираємо пiдхiд Попова [29], де функцiональний iнтеграл
рахується за змiнними густина-фаза. Бiльш того, щоб спростити подальший роз-
гляд ми, як i в роботi [30], попередньо вiдiнтегрували дiю за фазовими полями.
Вiдповiдна дiя тепер записується виключно через флуктуацiї густини ρK

SB = − 1

2

∑
K

D0(K)ρKρ−K

− 1

3!
√
βV

∑
K1+K2+K3=0

D0(K1,K2,K3)ρK1
ρK2

ρK3
− . . . , (3)
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Рис. 1: Дiаграма, що описує власно-енергетичну частину Σ(P ). Суцiльною лiнiєю позначено
точну одночастинкову функцiї Грiна, штрихованою — точний корелятор 〈ρKρ−K〉. Свiтлий
кружечок позначає нульове наближення ν(k), а темний — точну Γ(P, P − K) вершиннi
функцiї.

де K позначає (ωk,k) i ωk є бозонною мацубарiвською частотою. Зауважимо, що
всюди в пiдсумовуваннях за хвильовим вектором доданок з k = 0 вiдсутнiй.

Гауссова частина дiї SB мiстить в собi наближення Боголюбова:

D0(K) =
mω2

k

ρ~2k2
+

~2k2

4mρ
+ ν(k), (4)

а величина

D0(K1,K2,K3) =
~2k1k2

4mρ2

(
1− ωk1ωk2

εk1εk2

)
+ perm. (5)

описує найпростiшi процеси розсiяння боголюбiвських збуджень. Для мiкроскопi-
чних параметрiв, що описують бозе-частинки i їх взаємодiю, позначення є стандар-
тними: m i ρ — маса i густина частинок, а ν(k) — фур’є-образ потенцiалу парної вза-
ємодiї мiж ними. Також, введено позначення для об’єму перiодичностi V , оберненої
температури β = 1/T системи, i вiльночастинкового спектру iдеального бозе-газу
εk = ~2k2/2m.

Останнiй доданок дiї (1) описує взаємодiю бозе-системи з домiшковими станами
iдеального фермi-газу

Sint = −ρν̃(0)
∑
P

ψ∗PψP −
1√
βV

∑
K,P

ν̃(k)ρKψ
∗
PψP−K , (6)

де ν̃(k) – фур’є-образ фермiон-бозонної взаємодiї. Причому, перший доданок у (6)
можна об’єднати з S0 зсуваючи хiмiчний потенцiал µ̃ = µ− ρν̃(0) фермiонiв. Нада-
лi, щоб дослiдити спектр домiшки, скористаємось методами квантової статистичної
фiзики [31] i запишемо одночастинкову температурну функцiю Грiна фермiонiв

G(P ) = 〈ψ∗PψP 〉 = {iνp − εf (p) + µ̃− Σ(P )}−1 , (7)

тут ламанi дужки 〈. . .〉 позначають статистичне усереднення з дiєю (1), а вся iнфор-
мацiя про взаємодiю домiшки з бозе-системою мiститься у власноенергетичнiй части-
нi Σ(P ), для якої точне дiаграмне представлення зображено на Рис. 1. Формально,
це точне спiввiдношення, яке визначає одночастинкову функцiю Грiна домiшки, а
наближення будуються для вершинної функцiї Γ(P, P − K), яка в свою чергу, за-
лежить вiд G(P ) та корелятора “густина-густина”〈ρKρ−K〉. Така процедура, зазви-
чай, призводить до складної системи нелiнiйних iнтегральних рiвнянь, яку потрi-
бно розв’язувати самоузгоджено. Технiчно це надзвичайно складна задача, i навiть
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розв’язуючи її чисельно для найпростiших систем, доводиться нехтувати поправ-
ками на вершинну функцiю. В свою чергу, це призводить до невиконання спiввiд-
ношень Уворда, i як наслiдок, порушення законiв збереження. Пiсля аналiтичного
продовження у верхню комплексну пiвплощину Σ(P )iνp→ν+i0 = ΣR(ν, p) + iΣI(ν, p),
можна отримати енергiю домiшкового атома ε∗f (p) = εf (p) +ΣR(ε∗f (p), p)−ΣR(0, 0) з
iмпульсом p. Тут вже враховано, що у випадку однiєї домiшки радiуc фермi-сфери
прямує до нуля, а отже рiзниця µ̃ − ΣR(0, 0) ∝ 1/V 2/3 зникає в термодинамiчнiй
границi. Через розсiяння енергiї домiшки на бозе-частинках виникає уявна частина
власної енергiї, що визначає загасання спектра. В принципi, використовуючи умову
унiтарностi [32], неважко отримати точне дiаграмне свiввiдношення i для ΣI(ν, p),
в яке будуть входити спектральнi густини домiшки i елементарних збуджень бозе-
системи, а також точна вершина. Повнiстю аналогiчно до роботи [33], для Γ(P, P−K)
можна отримати точне спiввiдношення в границi розсiяння домiшки на довгохвильо-
вих фононах Γ(P, P ) = ν̃(0)+∂Σ(P )/∂ρ. Iз загальних фiзичних мiркувань зрозумiло,
що домiшковий атом буде розсiювати свою енергiю на бозе-частинках лише тодi, ко-
ли буде рухатись зi швидкостями ~p/mf бiльшими за швидкiсть поширення звуку
в системi c. Проте, така ситуацiя реалiзується тiльки в слабонеiдеальному бозе-газi,
де спектр добре описується формулою Боголюбова i є монотонно зростаючою фун-
кцiєю. В реальному гелiї-4 ця гранична швидкiть при якiй домiшка ще не втрачає
енергiю є значно меншою [34], i пов’язана з можливiстю народження збудження в
ротоннiй дiлянцi спектра.

3 Власноенергетична частина

Уникаючи трудностей з повним чисельним розв’язком задачi про знаходжен-
ня енергiї домiшки в бозе-рiдинi, ми повиннi вдатись до певних спрощень. По-
перше, припускаємо, що вся iнформацiя про поведiнку парного корелятора “густина-
густина” нам вiдома. Зокрема, це функцiя, яка безпосередньо пов’язана з динамi-
чним структурним фактором бозе-системи, який у випадку рiдкого гелiю-4 є добре
вимiряним [35]. По-друге, для одночастинкової функцiї Грiна оберемо простий анзац

G(P ) = [iνp − ε∗f (p)]−1, (8)

перевагами якого є простота подальших розрахункiв i можливiсть уникнути нефi-
зичної ситуацiї, коли загасання нерухомої домiшки не рiвне нулевi [9, 14, 28]. Серед
недолiкiв — не цiлком коректне вiдтворення структури спектральної густини одно-
частинкових станiв в околi максимума для чого необхiдно було б враховувати пе-
реномування “хвильової функцiї” домiшки Z−1(p) = 1 − ∂ΣR(ε∗f (p), p)/∂ε∗f (p), що в
нашому випадку (коли нехтується уявною частиною в анзацi) призводить до пору-
шення закону збереження числа частинок. По-третє, будемо розрахувати вершинну
функцiю, яка характеризує перенормовану бозон-домiшкову взаємодiю, за допомо-
гою теорiї збурень.

Пiсля таких мiркувань далi обговоримо послiдовнiсть обчислення власноенер-
гетичної частини домiшки, з точнiстю до другого порядку теорiї збурень: Σ(P ) =
Σ(1)(P ) + Σ(2)(P ).
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3.1 Найпростiше наближення

В першому порядку теорiї збурень для точної вершини у формулi на Рис. 1,
нехтуємо всiма поправками, тобто, Γ(P, P − K) = ν̃(k). Далi, пiдставляючи (8), та
використавши для бозонного корелятора фейнманiвське наближення

〈ρKρ−K〉 = 2ρεk/(ω
2
k + E2

k) (9)

, отримуємо при низьких температурах вираз:

Σ(1)(P ) = − 1

V

∑
k

ρ
ν̃2(k)

αk

1

Ek + ε∗f (k + p)− iνp
, (10)

, тут Ek = εkαk, де 1/αk = Sk — статичний структурний фактор бозе-системи.
Зауважимо, що в границi звичайної теорiї збурень ε∗f (p) → εf (p) неодноразово вiд-
творювався рiзними методами [24].

3.2 Другий порядок теорiї збурень

Для розрахунку наступного наближення до власноенергетичної частини домi-
шкової функцiї Грiна необхiдно врахувати першi поправки до вершинної функцiї
Γ(P, P −K) (див. Рис. 2). Нагадуємо, що в цiй теоретико-польовiй скелетнiй технiцi

Рис. 2: Дiаграми, що визначають першу поправку до вершини Γ(P, P − K). Тут свiтлим
кружечком, з якого вiдходять три штрихованi лiнiї, позначено D0(K1,K2,K3).

не потрiбно враховувати дiаграм, типу власноенергетичних вставок. Зрозумiло, що
для реалiзацiї описаної вище програми розрахункiв необхiдно замiнити затравочну
бозонну вершину D0(K1,K2,K3) на точну D(K1,K2,K3). Але ця величина погано
мiряється (якщо взагалi мiряється) i для неї можна порахувати лише довгохвильову
асимптотику D(0, 0, 0) = ∂

∂ρ
mc2

ρ , та поведiнку на великих значеннях чотиривекторiв
(де вона збiгається з (5)), чого не є достатньо для коректного визначення Σ(2)(P ). То-
му замiнаD(K1,K2,K3)→ D0(K1,K2,K3) – це чергове спрощення, очiнити точнiсть
якого важко. Не зупиняючись на деталях розрахункiв, пiсля пiдстановки дiаграм на
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Рис.2 у дiаграму на Рис.1, для другої поправки до Σ(P ) ми отримали при T = 0:

Σ(2)(P ) =
1

V 2

∑
k,s

ρ
ν̃(k)ν̃(s)ν̃(|k + s|)

αkαsα|k+s|

1

Es + ε∗f (s− p)− iνp
1

Ek + ε∗f (k + p)− iνp

− 1

V 2

∑
k,s

ρ2
ν̃2(k)ν̃2(s)

αkαs

1

Ek + ε∗f (k + p)− iνp
1

Es + ε∗f (s + p)− iνp

× 1

Ek + Es + ε∗f (k + s + p)− iνp

− 1

V 2

∑
k,s

ρ
ν̃(k)ν̃(s)ν̃(|k + s|)

αkαsα|k+s|

D+(k, s)

E|k+s| + ε∗f (k + s + p)− iνp
1

Ek + ε∗f (k + p)− iνp

× 1

Ek + Es + ε∗f (k + s + p)− iνp

+
1

V 2

∑
k,s

ρ
ν̃(k)ν̃(s)ν̃(|k + s|)

αkαsα|k+s|

D−(k, s)

Ek + Es + E|k+s|

1

Ek + ε∗f (k + p)− iνp

× 1

Ek + Es + ε∗f (k + s + p)− iνp
, (11)

де симетричнi функцiї своїх аргументiв D±(k, s):

D±(k, s) =
~2

2m

[
k(k + s)(αk − 1)(α|k+s| ± 1) + s(s + k)(αs − 1)(α|k+s| ± 1)

±ks(αk − 1)(αs − 1)] .

Навiть пiсля стiлькох спрощень, розрахунок Σ(P ) не є простою чисельною задачею,
тому вважаючи, що фур’є-образ потенцiалу взаємодiї домiшки з бозе-частинками є
швидкоспадною функцiєю хвильового вектора, виконаємо таку пiдстановку: ε∗f (p) =

~2p2/2m∗f . Де ефективна маса домiшкового атома m∗f з врахуванням (8) рахується
самозгодженно.

4 Чисельнi рахунки

Найбiльш природнiм для практичної реалiзацiї прикладом нашої системи, є до-
мiшка 3He (чи навiть 6He) в надплинному 4He, хоча й отриманi формули можна
застосовувати для опису сучасних експериментiв з холодними газами. Для цього
достатньо замiнити у формулах (10), (11) Ek на боголюбiвський спектр. Проте, зва-
жаючи на слабкiсть мiжчастинкової взаємодiї в таких система, для їх задовiльного
опису достатньо i звичайної теорiї збурень. Тому природньо протестувати наш са-
моузгоджений розрахунок на дослiдженнi домiшкових станiв у сильноскорельова-
нiй бозе-рiдинi. Зрозумiло, що отриманi результати залежатимуть лише вiд форми
бозон-домiшкового потенцiалу ν̃(k). В адiабатичному наближеннi енергiю взаємодiї
мiж атомами 4He та 3He можна вважати рiвною потенцiальнiй енергiї двох атомiв
4He. Бiльш того, зважаючи на структуру зовнiшньої електронної оболонки, нашi
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розрахунки можна поширити вибираючи в якостi домiшки атоми рiдкоземельних
елементiв.

Найпростiший спосiб вибору ν̃(k) полягає в порiвняння боголюбiвського та фейн-
манiвського спектрiв (тут ρ = 0.02185A−3 — рiвноважна густина рiдкого 4He):

ν̃(k) = εk(1/S2
k − 1)/2ρ. (12)

Така процедура дозволяє непогано описати термодинамiчнi та структурнi функцiї
рiдкого гелiю-4 у всiй областi температур [36], включно з околом критичної точки.
Послiдовнiсть чисельного розрахунку така: спочатку розкладаючи в ряд рiзницю
ΣR(ε∗f (p), p)−ΣR(0, 0) при малих хвильових векторах ми знаходимо ефективну масу
домiшки, а далi отриманий результат пiдставляється у формулу µ = ρν̃(0)+ΣR(0, 0)
для розрахунку енергiї занурення. Результати представленнi на Рис. 3. Для порiв-
няння, ми також навели кривi побудованi в першому та другому порядках теорiї
збурень.

0 1 2 3 4 5 6
1 , 0

1 , 5

2 , 0
m *

f / m f

m f  / m 1 2 3 4 5 6
- 3 0

- 2 0

- 1 0

0

1 0

m f  / m

Рис. 3: Лiворуч: Ефективна маса домiшки m∗
f в рiдкому гелiї-4, як функцiя вiдношення

mf/m. Праворуч: Енергiя занурення µ(mf/m) − µ(1) (в кельвiнах) домiшкового атома.
Штрихована лiнiя — перший, а суцiльна — другий порядки теорiї збурень.

Отриману у першому порядку теорiї збурень ефективну масу 4He m∗f (1)/mf =
1.41 можна порiвняти з результатом 1.58 роботи [37], де також використана само-
узгоджена процедура обчислень у схожому наближеннi. Цiкаво, що пораховане нами
у другому порядку теорiї збурень значення ефективної маси для 3He m∗f (3/4)/mf =
2.13 добре узгоджується з екпериментальними даними 2.18, 2.15 [38,39], результата-
ми iнших теоретичних дослiджень 2.09 [23], дифузiйного 2.20(5) [2] та варiацiйного
2.06–2.07 [1] методу Монте Карло.

Висновки
В цiй роботi дослiджено властивостi бозе-полярона на прикладi домiшки 3He в

надплинному гелiї-4, з використанням методу функцiонального iнтегрування. Вико-
ристовуючи самоузгодженну процедуру розрахунку з точнiстю до другого порядку



24
I. О. Вакарчук, Г. I. Паночко, В. С. Пастухов.

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2016. Вип. 52

теорiї збурень для власноенергеточної частини одночастинкової функцiї Грiна до-
мiшки, знайдено ефективну масу i енергiю занурення. Показано, що отриманi ре-
зультати для власноенергетичної частини можна застосувати до домiшкових атомiв
рiдкоземельних елементiв. А запропонований пiдхiд може бути використаний для
аналiзу низькорозмiрних систем.

Подяки

Автори висловлюють подяку доктору фiз.-мат. наук, А. А. Ровенчаковi та канд.фiз.-
мат. наук, О. I. Григорчаковi за обговорення результатiв. Ця робота виконана в
межах теми ФФ-30Ф (No. 0116U001539) Мiнiстерства освiти i науки України.

Список використаної лiтератури

1. Galli D. E. Variational calculation of excited-state properties of a 3He impurity in
superfluid 4He/ D. E. Galli, G. L. Masserini, and L. Reatto// Phys. Rev. B – 1999 –
Vol. 60, № 5. – P. 3476–3484.

2. Boronat J. Quantum Monte Carlo study of static properties of one 3He atom in
superfluid 4He/ J. Boronat and J. Casulleras// Phys. Rev. B – 1999 – Vol. 59, № 13.
– P. 8844–8851.

3. Rossi M. Alkali and alkali-earth ions in 4He systems/ M. Rossi, M. Verona, D. E. Galli,
and L. Reatto// Phys. Rev. B – 2004 – Vol. 69, № 21. – P. 212510 (4 p).

4. Vlietinck J. Diagrammatic Monte Carlo study of the acoustic and the Bose–Einstein
condensate polaron/ J. Vlietinck, W. Casteels, K. V. Houcke, J. Tempere,
J. Ryckebusch and J. T. Devreese// New J. Phys. – 2015 – Vol. 17, № 3. – P. 033023.

5. Pena L. A. Bose polaron problem: Effect of mass imbalance on binding energy/
L. A. Pena, S. Giorgini// Phys. Rev. A – 2016 – Vol. 94, №. 6, – P. 063640 (4 p).

6. Campbel C. E. Many-boson dynamic correlations/ C. E. Campbell and
E. Krotscheck// Int. J. Mod. Phys. B – 2008 – Vol. 17, № 25 - 26. – P. 4296–4302.

7. Tempere J. Feynman path-integral treatment of the BEC-impurity polaron/
J. Tempere, W. Casteels, M. K. Oberthaler, S. Knoop, E. Timmermans, and
J. T. Devreese// Phys. Rev. B – 2009 – Vol. 80, – P. 184504; Phys. Rev. B – 2013 –
Vol. 87, №. 9, – P. 099903(E) .

8. Novikov A. Variational approach to the ground state of an impurity in a Bose-Einstein
condensate/ A. Novikov and M. Ovchinnikov// J. Phys. B: At. Mol. Opt. Phys. – 2010
– Vol. 43, № 10. – P. 105301.

9. Li W. Variational study of polarons in Bose-Einstein condensates/ W. Li and S. Das
Sarma// Phys. Rev. A – 2014 – Vol. 90, № 1. – P. 013618 (5 p).

10. Kain B. Generalized Hartree-Fock-Bogoliubov description of the Fröhlich
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PATH-INTEGRALS METHOD IN THE BOSE-POLARON
PROBLEM
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In this paper we proposed the path-integral based non-pertubative method for
the calculation of the impurity states in Bose systems. On the example of a
3 He impurity atom immersed in the liquid helium-4 a good consistency with
experimental data and results of Monte Carlo simulations is shown.
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МЕТОД ФУНКЦИОНАЛЬНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ В
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В работе с помощью метода функционального интегрирования предложен-
ный непертурбативний способ расчета свойств примесных состояний в бозе-
системах. На примере примеси атома 3He в жидком гелии-4 показана хо-
рошая согласованность с экспериментальными данными и результатами
Монте-Карло симуляций.

Ключевые слова: метод функционального интегрирования, бозе-
полярон, эффективная масса


