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Описано вплив спотворення хвилi неспiвмiрностi на енергiю неспiвмiрної
надструктури. Дослiджено вплив лiнiйного розмiру (dc) кристала вздовж
вiсi неспiвмiрної надструктури на температурну залежнiсть двозаломлення.
Побудована фазова dc, T дiаграма. Дослiджено вплив величини хвильового
вектора неспiвмiрної надструктури на поверхневу енергiю i її взаємодiю з
неспiвмiрною надструктурою.

Ключовi слова: неспiвмiрна надструктура, розмiрнi ефекти, параметр
порядку, солiтон, поверхнева енергiя

У фiзицi кристалiв поверхню трактують як двовимiрний дефект, зокрема, як осо-
бливий стан кристала, кристалографiя й енергетична структура якого вiдрiзняється
вiд об’ємної частини кристала. Обрив хiмiчних зв’язкiв на поверхнi спричиняє змiни
координацiйної сфери поверхневих атомiв. Порушена структура поверхнi не може
стрибком перейти до впорядкованої структури об’ємної частини кристала, тому iснує
деяка перехiдна просторова область. Отже, поверхню треба розглядати не як геоме-
тричну площину, а як поверхневу фазу, фiзико-хiмiчнi властивостi якої вiдмiннi вiд
об’ємної частини кристала. Така поверхня (розвинена поверхня) впливає на ґратковi
та електроннi пiдсистеми часток. Вiдомо, що товщина поверхневого дефектного ша-
ру в напрямi осi модуляцiї для кристалiв з неспiвмiрною (НС) фазою щонайменше,
рiвна довжинi хвилi НС модуляцiї. За умови зменшення лiнiйних розмiрiв криста-
ла вплив поверхневого дефектного шару зростатиме внаслiдок зменшення об’ємної
частини кристала.

Оскiльки перiод модульованої надструктури в НС фазi є порядку 100 елемен-
тарних комiрок, тобто 1500–800 A0, то в кристалах з НС надструктурою за умови
зменшення лiнiйних розмiрiв слiд очiкувати розмiрнi ефекти, пов’язанi як з спiвмiр-
нiстю розмiру кристала до перiоду НС структури та i розмiрiв елементарної комiрки
(15–9 A0). В першому наближеннi можна припустити, що товщина поверхневого де-
фектного шару рiвна довжинi хвилi неспiвмiрностi. В залежностi вiд сили взаємодiї
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мiж солiтонами, спотворення хвилi НС модуляцiї пiд впливом поверхневої енергiї,
буде екстраполюватись на вiдповiдну глибину об’ємної частини кристала.

Для опису впливу спотворення хвилi неспiвмiрностi на НС надструктуру роз-
глянемо функцiонал вiльної енергiї для модульованих структур, який описується
двохкомпонетним параметром порядку [1]
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який в полярних координат η1 = η cosφ, η2 = η sinφ має вигляд:
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хуванням поверхневої енергiї прийме вигляд:
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Варiацiя функцiоналу вiльної енергiї (2) дає безрозмiрнi рiвняння для фазової
функцiї, разом з граничними умовами за умови R′′′ = 0, R′′ = 0, φ′′′ = 0, (φ′)
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рактеризує симетрiю потенцiалу. F (R(ξ), R′) – пiдiнтегральний вираз функцiонала
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Якщо врахувати вирази (4) i (6), а також прийняти до уваги форму функцiонала
(2), то граничнi умови при ξ ≥ 0 приймуть вигляд:
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Як i в теорiї Гiнзбурга-Ландау, параметр δ назвемо довжиною екстраполяцiї. Вiн
описує вплив поверхнi на розподiл параметра порядку по товщинi тонкошарового
кристалу.

d lnR
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δ
(9)

Якщо товщина тонкошарового кристала в напрямку вiсi НС модуляцiї велика
в порiвняннi з перiодом просторових осциляцiй параметра порядку в НС фазi (
qL ≫ 1, де q – хвильове число осциляцiї), то у цьому випадку можна застосувати
метод мало-змiнних амплiтуд, шукаючи розв’язок у наступнiй формi [2]:

R(ξ) = U(ξ) cos(qξ) (10)

де U(ξ) – амплiтуда, яка мало змiнюється. У цьому випадку припускається, що
граничнi умови в достатньо товстому тонкошаровому кристалi не змiнюють перiоду
осциляцiй. Рiвняння (5) для амплiтуди має бути доповнене граничними умовами, якi
можуть бути введенi з (6) за допомогою методу мало-змiнних амплiтуд. Для цього
пiдставимо (10) в цi умови, i нехтуючи усiма похiдними вище першого порядку вiд
U(ξ), отримаємо наступну систему рiвнянь:
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Виключаючи синус i косинус з рiвняння (11), (12) та враховуючи (9), отримуємо
квадратне рiвняння для логарифмiчної похiдної (9)(
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Його розв’язок має вигляд
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Спiввiдношення (9) вiдiграє роль граничної умови для амплiтудного рiвняння.
Достовiрнiсть δR вимагає виконання нерiвностi
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Отже параметр екстраполяцiї є обернено пропорцiйний хвильовому числу.
Аналогiчнi результати були отриманi авторами роботи [2], при описi впливу по-

верхневої енергiї на НС надструктуру, яка виникає через “випадковi” причини по-
в’язанi з пом’якшенням фононної моди в довiльнiй точцi зони Брiлюена. Параметр
порядку в цьому випадку є однокомпонентним. Рiвняння наближення самоузгодже-
ного поля для параметра порядку є нелiнiйним диференцiальним рiвнянням четвер-
того порядку [2].

Згiдно виразу (15) розмiрнi ефекти обумовленi рiвнiстю поверхневої енергiї та
енергiї НС надструктури зi зменшенням значення хвильового числа q будуть прояв-
лятись при бiльших лiнiйних розмiрах кристала. Як вiдомо [3] зi зменшенням тем-
ператури величина q зменшується, отже буде зростати вплив поверхнi на розподiл
параметра порядку по товщинi тонкошарового кристалу.

З метою пiдтвердження даного припущення було проведено дослiдження
впливу лiнiйного розмiру кристала вздовж вiсi НС надструктури на темпе-
ратурну залежнiсть двозаломлення вимiряного методом Сенармона. Виходячи
iз отриманих температурних залежностей оптичного двозаломлення кристала
[N(CH3)4]2Zn0.58Cu0.42Сl4 була побудована фазова dc, T дiаграма (рис.1). Згiдно
отриманої дiаграми при товщинi кристала dc = 35 ÷ 40мкм, спостерiгається змi-
щення температури фазового переходу вихiдна-неспiвмiрна фаза (Ti) в бiк низь-
ких температур. За тих же умов аналогiчне змiщення величини температури фа-
зового переходу неспiвмiрна-спiвмiрна довгоперiодична фази простежується при
dc = 75 ÷ 80мкм, а для фазового переходу неспiвмiрна-спiвмiрна сегнетоелектри-
чна фаза (Tc) при dc = 95÷ 100мкм (рис.1).

В нашому випадку, як i в роботi [2] передбачалося, що величина q є жорстко
визначена. У цьому випадку ми отримуємо осциляцiйну залежнiсть логарифмiчної
похiдної вiд амплiтуди на границi зразка, а отже, i вiд температури. Однак це не
єдиний можливий сценарiй. Поведiнка реальної системи керується бiльш складними
рiвняннями, нiж отриманi нами в наближеннi мало-змiнної амплiтуди. Це означає,
що реальна система в пошуку конфiгурацiї, яка мiнiмiзує вiльну енергiю, може пору-
шити деякi з наших припущень. Одна iз можливостей – це пiдбiр величини q таким
чином, щоб енергiя була мiнiмальною. Для вiдносно товстих плiвок qL - велике, i
достатньо дуже малих поправок до цiєї величини для мiнiмiзацiї енергiї. Iнша мо-
жливiсть полягає у змiнi хвильового числа q тiльки в межах деякого граничного
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Рис. 1: Фазова dc, T – дiаграма стану кристала [N(CH3)4]2Zn0.58Cu0.42Сl4 отримана з екс-
периментальних значень температурної поведiнки двозаломлення δ(∆nc).

шару. Лише числовий аналiз системи рiвнянь четвертого порядку може дати вiдпо-
вiдь на питання про те, яким шляхом пiде реальна система.

Очевидно, що при наведених припущеннях проблема фазового переходу в НС
фазу зводиться до граничної задачi, яка з математичної точки зору аналогiчна про-
блемi сегнетоелектричного фазового переходу в тонкiй плiвцi. Довжина екстрапо-
ляцiї δ в (9) описує вiдмiннiсть об’ємних i поверхневих властивостей i може бути як
позитивною, так i негативною. Природно припустити, що δ повинна бути позитивною
для тонкошарового кристала з вiльною поверхнею. Розмiрнi ефекти в тонкошарових
кристалах помiтнi, коли довжина екстраполяцiї спiвмiрна з товщиною плiвки. Та-
ким чином, якщо товщина плiвки L передбачається великою у порiвняннi з перiодом
просторової модуляцiї 2π

q , то це справедливо i для δ ≫ 2π
q .

Беручи до уваги, що в околi Ti фаза параметра порядку описується виразом
φ = qξ [1], i виходячи з виразу (7), за умови φ′′ = 0,

δφ =

√
12βrq

γ(2q − 1)
(16)

де β > 0, r > 0, q > 0 i при γ > 0 [1], вiдповiдає мiнiмуму термодинамiчного потенцi-
алу, у фазi з неоднорiдним параметром порядку. На вiдмiну вiд параметра екстра-
поляцiї, зумовленого змiною амплiтуди параметра порядку пiд впливом поверхневої
енергiї, даний параметр екстраполяцiї (зумовлений змiною фази параметра порядку
пiд впливом поверхневої енергiї), за умови зменшення величини хвильового числа
буде зменшуватись. Така поведiнка δφ за умови збiльшення перiоду надструктури
зумовлена зменшенням сили взаємодiї мiж розпiвмiрностями.

Виходячи iз експериментальних результатiв наведених на рис. 1, постає питан-
ня визначення спiввiдношення величини поверхневої енергiї, щодо енергiї НС стру-
ктури. За умови коли вони рiвнi параметр екстраполяцiї є обернено пропорцiйний
хвильовому числу НС структури. Тобто довжина екстраполяцiї менша або рiвна
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дожинi хвилi неспiвмiрностi. Згiдно рис. 1 розмiрний ефект починає проявлятись
коли довжина екстраполяцiї ≥ 150 довжин хвиль НС модуляцiї. Тобто поверхнева
енергiя повинна бути бiльшою за енергiю НС структури. За цих умов приповерхневу
область можна розглядати як просторову область в якiй вiдсутня НС надструктура,
а її зародження та змiна вiдбувається в об’ємнiй частинi кристала.

Розглянемо такий сценарiй впливу поверхневої енергiї на НС надструктуру в
солiтонному її режимi. Тобто розглянемо випадок коли поверхнева енергiя рiвна чи
бiльша за енергiю солiтонiв.

Енергiя солiтона Eсол., за визначенням – це рiзниця: Eсол. = Φ(| φсол. |) −
Φ
(
| φ = π

n |
)
, де φсол. - солiтонний розв’язок

(
nφ
4 = −π

4 + arctan exp
[
nq(z−z0)

2

])
[1].

На пiдставi виразу Φ = 2γρ2S
∫
dz

{
1
2

(
∂φ
∂z − k0

)2
+ ν (1 + cosnφ)

}
для Φ, рiвня-

ння ∂2φ
∂z2 + nν sinnφ = 0 , а також виразiв nφ

4 = −π
4 + arctan exp

[
nq(z−z0)

2

]
та

nφ
4 = −π

4 + arctan exp
[
−nq(z−z0)

2

]
запишемо Eсол. у виглядi

Eсол.

2γρ2S
=

∞∫
−∞

dz

(
∂φ

∂z

)2

− k0 [φ(∞)− φ(−∞)] = 8

√
ν

n
− 2πk0

n
(17)

В даному випадку використано i спiввiдношення q = 2
√
ν, що випливає з k = 4ν

q2

при k = 1.
Енергiя солiтонної ґратки складається з енергiї одного солiтона, помноженої на

кiлькiсть солiтонiв, та енергiї вiдштовхування солiтонiв U . Кiнцевий результат мо-
жна записати наступним чином

Φ

2γρ2V
=

(
4
√
ν

π
− | k0 |

)
k = U(k) (18)

де V – об’єм кристала) [1], k – деякий "середнiй хвильовий вектор"солiтонного стану:
k = L−1 [φ(∞)− φ(−∞)] = 2π

nL , L−1 – кiлькiсть солiтонiв на одиницю довжини.
Як зазначалось в роботi [1], з виразу (18) випливає важливий фiзичний висновок.

Нехай, k0 змiнюється з температурою та пiд дiєю деякої зовнiшньої сили. Доки k0
велике i коефiцiєнт при k вiд’ємний, у системi вигiдне iснування солiтонiв (нульове
значення енергiї Φ вiдповiдає однорiднiй фазi з φ = π

n ). За позитивного значення
коефiцiєнта при k поява солiтонiв невигiдна, тобто k повинне дорiвнювати нулю.
Отже, при | k0 |= k∗0 , де k∗0 = n2√ν

4π , виникає фазовий перехiд з неоднорiдного стану
в однорiдний. В областi, де | k0 |> k∗0 , iснує неоднорiдний стан (зокрема, модульова-
на структура з хвильовим вектором k0 ). При | k0 |< k∗0 iснує однорiдна структура,
що вiдповiдає лiфшицовiй точцi зони Бриллюена. Величина k0 для термодинамi-
чного потенцiалу є хвильовим вектором модульованої структури при вiдсутностi
анiзотропiї (точнiше – вiдхиленням вiд його значення у лiфшицовiй точцi). Згiдно
проведеного аналiзу в iнтервалi значень | k0 |< k∗0 реалiзується однорiдна структура.
Модульованi структури можуть мати хвильовi вектори тiльки за межами зазначе-
ного iнтервалу [1].
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Вiдомо, що анiзотропна взаємодiя, яка описується iнварiантом Дзялошинського,
приводить до порушення просторової перiодичностi з появою амплiтудної i частотної
модуляцiї надструктури [4,5]. Тому ми схильнi припустити, що пiд впливом поверх-
невої енергiї вiдбувається змiна даної анiзотропної взаємодiї. Спотворення хвилi НС
надструктури буде змiнювати i силу взаємодiї мiж солiтонами. Припускаючи, що по-
верхнева енергiя бiльша за енергiю НС надструктури, то вираз (18) можна записати
у виглядi:

Ep > Eсол. =

4
√

K
n

π
− | k0 |

( 2π

nL

)
+

(
1

l

)
B

(
1

l

)τ

(19)

де K - параметр анiзотропної взаємодiї, Ep - величина поверхневої енергiї, l – вiд-
стань мiж солiтонами, B > 0, τ > 1 (при малiй густинi солiтонiв n = 1

l [6].

Рис. 2: Залежнiсть рiзницi мiж енергiями Ep−Eсол. (Ep - поверхнева енергiї, Eсол. - енергiї
НС надструктури) вiд величини хвильового вектора НС надструктури ( ki) та товщини
кристала вздовж вiсi НС модуляцiї di, за умови K = 1, 6, n = 4, τ = 2 [7].

Згiдно рис. 2 в залежностi вiд густини солiтонiв (вiд величини хвильового ве-
ктора неспiвмiрностi ki) фазовий перехiд iз неоднорiдного стану в однорiдний (iз
НС фази в спiвмiрну) залежить вiд товщини тонкошарового кристалу вздовж вiсi
НС модуляцiї. Зокрема, чим менша величина хвильового вектора НС надструктури,
тим бiльша товщина при якiй вiдбувається фазовий перехiд iз неоднорiдного стану
в однорiдний. Тобто, чим менша енергiя взаємодiї мiж солiтонами, тим бiльша тов-
щина тонкошарового кристала, при якiй поверхнева енергiя стає рiвною енергiї НС
надструктури.
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Висновки

Пiдсумовуючи вище сказане, можна припустити, що в приповерхневому шарi,
внаслiдок того що поверхнева енергiя бiльша за енергiю взаємодiї мiж солiтонами,
НС надструктура є вiдсутня. Об’ємна частина кристала характеризується бiльшою
енергiєю НС надструктури по вiдношеннi до поверхневої енергiї. За умови зменшен-
ня об’ємної частини кристала енергiя НС надструктури зменшується оскiльки вона є
пропорцiйна густинi розпiвмiрностей (солiтонiв) [6]. Коли енергiя НС надструктури
стає рiвною поверхневiй енергiї в тонкошаровому (або мiкророзмiрному [8]) кристалi
спостерiгається перехiд iз неоднорiдного стану в однорiдний. Як пiд дiєю зовнiшнiх
чинникiв так i пiд впливом поверхневої енергiї проходить змiна величини хвильового
вектора неспiвмiрностi [9, 10]. Вiдкритим лишається питання як проходить процес
зародження НС надструктури в об’ємнiй частинi кристала. Якi властивостi має така
неспiвмiрна надструктура яка обмежена просторово з двох сторiн однорiдною стру-
ктурою. Щоб вiдповiсти на цi питання необхiдно провести подальшi дослiдження
спектральних та структурних властивостей мiкророзмiрних кристалiв якi володi-
ють НС надструктурою.

Подяка. Публiкацiя пiдготовлена в межах науково-дослiдної роботи СО-66Нр,
що фiнансується МОН України.

1. Изюмов Ю.А. Фазовые переходы и симметрия кристаллов / Ю.А. Изюмов,
М.Т. Сыромятников. – Наука, М. – 1984. – 247с.

2. Ктиторов С.А. Неоднородные состояния тонкопленочного несоразмерного сегне-
тоэлектрика / С.А. Ктиторов, О.С. Погорелова, Е.В. Чарная. // ФТТ. – 2003. –
Т.45, № 11. – С. 2062–2066.

3. Cummins H.Z. Experimental studies of structurally incommensurate crystal phases /
H.Z. Cummins // Phys. Rep. – 1990. – Vol. 185, № 5-6. – P. 211–409.

4. Ktitorov S.A. Inhomogeneous configurations in the Lifshitz-type improper
incommensurate ferroelectric thin films / S.A. Ktitorov, Ph.A. Pogorelov,
E.V. Charnaya // Phys. Solid State. – 2009. – Vol. 51, № 8. – P. 1570–1573.

5. Свелеба С. Фiзичнi властивостi кристалiв [N(CH3)4]2Zn1−xCuxСl4 (x =
0.5, 0.42, 0.25), [N(CH3)4]2CuСl4, [N(CH3)4]2MnСl4 з наноперiодичнiстю / С. Све-
леба, I. Карпа, I. Катеринчук [та iн.] // Електронiка та iнформацiйнi технологiї.
– 2011. – Вип. 1. – С. 60–72.

6. Гладкий В.В. Эволюция несоразмерной сверхструктуры кристалла со временем
вблизи структурного фазового перехода в однородную фазу / В.В. Гладкий,
В.А. Кириков, Е.С. Иванова // Письма в ЖЭТФ. – Т. 58, № 8. – С. 625–629.



С. Свелеба, I. Куньо, I. Карпа, I. Катеринчук
ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2017. Вип. 54 11

7. Карпа I. Вплив механiчних напружень на неоднорiднi стани в мiкрокристалах
з несумiрною надструктурою / I. Карпа, С. Свелеба, I. Катеринчук [та iн.] //
Електронiка та iнформацiйнi технологiї. – 2014. – Вип. 4. – С. 103–110.

8. Шимкив Р.М. Электронные спектры и фазовые переходы тонкослойных микро-
кристаллов [N(CH3)4]2CuСl4 / Р.М. Шимкив , С.А. Свелеба, И.В. Карпа [и др.]
// ЖПС. – 2011. – Т. 78, № 6. – С. 885–891.

9. Геси К. Фазовая диаграмма давление-температура для [N(CH3)4]2CuСl4 / К. Геси
// Кристаллография. – 1999. – Т. 44, № 1. – С. 89–94.

10. Карпа I. Вплив розмiрiв кристала [N(CH3)4]2CuСl4 на температури фазових пе-
реходiв / I. Карпа, С. Свелеба, I. Катеринчук [та iню] / Електронiка та iнформа-
цiйнi технологiї. – 2014. – Вип. 5. – С. 50–60.



12
С. Свелеба, I. Куньо, I. Карпа, I. Катеринчук

ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2017. Вип. 54

The influence of surface energy on incommensurate superstructure

S. Sveleba 1, I. Kuno 1, I. Karpa 1, I. Katerynchuk 1

1 Ivan Franko National University of Lviv hen. Tarnavskoho str., 107,
79017 Lviv, Ukraine e-mail: incomlviv@gmail.com

The effect of the distortion of the wave of incommensurate on the energy
of incommensurate (IC) superstructure was described. The effect of changing
the linear size (dc) of the crystal along incommensurate superstructure on the
temperature dependence of the birefringence was investigated. Phase dc, T di-
agram was built. It is established that the dimensional effects are due to the
equality of surface energy and the energy of the incommensurate state with
increasing value of the wave number q will be manifested at greater linear
dimensions of the crystal. Since the value of q decreases with the decreasing
of temperature, the surface effect on the distribution of the order parameter
in the thickness of the thin-layer crystal increases. The dimensional effect in
crystals [N(CH3)4]2Zn0.58Cu0.42Cl4 begins when the extrapolation length is
more than 150 wavelengths of the IC modulation. That is, the surface energy is
greater than the energy of the IC structure. Under these conditions, the near-
surface area can be considered as a spatial region in which the superstructure
is absent, and its origin and change takes place in the bulk part of the crystal.
The anisotropic interaction, which is described by the Dzyaloshinskii invariant,
changes under the influence of surface energy. The distortion of the wave of the
incommensurate state changes the strength of the interaction between the soli-
tons. It is established that the smaller the energy of the interaction between the
solitons, the greater the thickness of the thin-layer crystal, at which the surface
energy becomes the equal energy of the incommensurate state. It is established
that in thick-layer crystals in the near-surface layer, due to the fact that the
surface energy is greater than the energy of interaction between the soliton, the
incommensurate state is absent. The bulk part of the crystal is characterized by
a higher energy of the incommensurate state in relation to the surface energy.
If the volume part of the crystal decreases, the energy of the incommensurate
state decreases, since it is proportional to the density of the solitons. When the
energy of the incommensurate state becomes equal to the surface energy in a
thin-layer or microcrystal crystal, the transition from an inhomogeneous state to
a homogeneous state is observed. It is noted that, as a result of external factors,
under the influence of surface energy, the variation of the magnitude of the wave
vector of the incommensurate state is passes.

Key words: incommensurate superstructure, dimensional effects, order
parameter, soliton, surface energy
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Влияние поверхностной энергии на несоразмерную
сверхструктуру

С. Свелеба 1, И. Куньо 1, И. Карпа 1, И. Катеринчук 1

1 Львовский национальный университет имени Ивана Франко ул.
ген. Тарнавского, 107, 79017 Львов, Украина e-mail:

incomlviv@gmail.com

Описано влияние искажения волны несоразмерности на энергию несораз-
мерной сверхструктури. Исследовано влияние линейного размера (dc) кри-
сталла вдоль оси несоразмерной сверхструктуры на температурную зави-
симость двупреломления. Построена фазовая dc, T диаграмма. Исследова-
но влияние величины волнового вектора несоразмерной сверхструктуры на
поверхностную энергию и её взаемодействие с несоразмерной сверхструкту-
рой.

Ключевые слова: несоразмерная сверхструктура, размерные эффекты,
параметр порядка, солитон, поверхностная энергия
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