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Методом розмноження базисної групи векторiв було побудовано тривимiрну
модель оберненої гратки iкосаедричних квазiкристалiв. Показано можли-
вiсть застосування алгоритму, запропонованого для моделювання структу-
ри декагональних квазiкристалiчних фаз. Отриману модель було порiвняно
з вiдповiдною експериментальною електронограмою. З використанням ре-
зультатiв моделювання було проiндексовано дифракцiйнi рефлекси вiд iко-
саедричного квазiкристалу.

Ключовi слова: iкосадрична фаза, обернена гратка, золотий перерiз, мо-
дельна група, дифракцiйнi рефлекси.

1 ВСТУП
З моменту вiдкриття квазiкристалiв (QC) до них прикуто значну увага науковцiв

у зв’язку з особливостями їхньої структури та незвичними фiзичними i механiчни-
ми властивостями. Квазiкристалiчнi матерiали характеризуються наявнiстю осей
симетрiї 5-го, 8-го, 10-го та 12-го порядкiв, заборонених класичною кристалографi-
єю [1–3]. При цьому комплекс фiзичних та механiчних властивостей обумовлює їх
перспективнiсть для промислового використання [3–5]. На сьогоднi вiдкрито сотнi
QC-сплавiв у рiзних металевих системах. Бiльшiсть iз них – сплави на основi алю-
мiнiю [3]. Проте опис структури QC-фаз залишається актуальною задачею фiзики
твердого тiла. Серед методiв теоретичної побудови QC-структур найбiльш пошире-
ною є двофрагментарна модель, в основi якої лежить заповнення прямої, площини
чи об’єму двома елементарними структурними одиницями. У випадку одновимiр-
ного квазiкристала такими одиницями є послiдовнiсть довгих i коротких вiдрiзкiв;
площини – «товстих» та «тонких» ромбiв, що утворюють паркет Пенроуза [2]; об’єму
– «товстих» та «тонких» ромбоедрiв, що формують сiтку Аммана-Маккея. Двофра-
гментарну модель отримують за допомогою проекцiйного методу, методу перерiзiв
та методу, що використовує самоподiбнiсть квазiкристалiчної структури [3]. В робо-
тах [6–8] було запропоновано iнший метод моделювання оберненої гратки QC, який
полягав у розмноженнi групи базисних векторiв квазiгратки. За допомогою цього
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методу було побудовано моделi октагональних, декагональних та додекагональних
квазiкристалiв. Тому метою роботи є моделювання оберненої QC-гратки з iкосае-
дричною симетрiєю, яка має тривимiрну квазiперiодичнiсть.

2 МОДЕЛЮВАННЯ

Для моделювання оберненої гратки iкосаедричних квазiкристалiв було викори-
стано алгоритм, запропонований в [7] для декагональних QC. Вiдмiннiсть полягала
у тому, що за вихiдну групу I1 було обрано 12 вузлiв, якi задають вершини iкосае-
дра. Вектори, проведенi вiд початку координат до вузлiв групи I1 було прийнято за
базиснi. Групу I2 отримували додаванням 12 груп I1 , змiщених вiдносно початку
координат на базиснi вектори. На наступному етапi будували групу I3 шляхом дода-
вання до групи I2 12 груп, iдентичних до I2 , якi змiщували на вектори, збiльшенi в
τ разiв (τ – золотий перерiз). Наступну групу I4 отримували при додаваннi до групи
I3 груп вузлiв, iдентичних до I3 , iз змiщенням у τ2 разiв бiльшим. Алгоритм по-
будови групи I5 (рис. 1) є подiбним до побудови попереднiх груп, але зi змiщенням
вузлiв модельної групи I4 у τ3 разiв бiльшим. Тодi загальний алгоритм побудови
оберненої iкосаедричної гратки можна записати у виглядi:

I2 = I1 + {qi}I1 → I3 = I2 + {τqi}I2 → I4 = I3 + {τ2qi}I3 → I5 = I4 + {τ3qi}I4 → · · ·
(1)

Тобто, побудову n-ої модельної групи можна представити так:

In = In−1 + {τn−2qi}In−1 (2)

Для порiвняння отриманої моделi з експериментальною електронограмою вiд
iкосаедричної фази було графiчно побудовано модельну групу , загальний вигляд
якої представлено на рисунку 1.

Рис. 1: Модельна група I5
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На рис. 2, а представлено площину модельної групи , яка проходить через поча-
ток координат i орiєнтована перпендикулярно до осi симетрiї 5-го порядку модель-
ного кластера. На рис. 2, б наведено експериментальну електронограму сплаву [3],
iз вiдповiдною орiєнтацiєю. Накладання пронормованої модельної групи на реальну
електронограму вiд iкосаедричного квазiкристалу (рис. 2, в) дозволяє стверджувати
про коректнiсть запропонованого способу моделювання. Виходячи iз спiввiдношення
мiж базисними векторами , якi задають вершини iкосаедра, випливає, що будь-який
вузол модельної гратки може бути представленим у виглядi лiнiйної комбiнацiї ба-
зисних векторiв. Таким чином кожному вузлу цiєї гратки можна приписати iндекси,
якi є цiлочисловими коефiцiєнтами при вiдповiдних базисних векторах, а порiвнюю-
чи модельну гратку з дифракцiйною картиною вiд квазiкристалу можна встановити
iндекси дифракцiйних рефлексiв.

Отже, запропонований спосiб дозволяє отримувати модель оберненої гратки iко-
саедричних квазiкристалiв, яка може бути використаною для iдентифiкацiї квазi-
кристалiчних iкосаедричних фаз при дифрактометричних дослiдженнях.

Рис. 2: Порiвняння модельної групи з експериментальною електронограмою вiд iкосаедри-
чної фази: а) перерiз модельної групи , орiєнтованої перпендикулярно до осi 5-го порядку;
б) електронограма iкосаедричного сплаву [3]; (в) накладання модельної групи на наведену
електронограму.

Зазначимо, що зiставлення модельної ґратки з реальною електронограмою вима-
гає пiдбору деякого масштабу (нормування). При цьому можна визначити рефлекси,
що вiдповiдають базисним векторам. На вiдмiну вiд електронограм, отриманих вiд
кристалiчних речовин, визначення цих рефлексiв для квазiкристалiв не є очевидним.
Це означає що зiставлення модельної групи точок оберненої гратки з рефлексами
електронограми дозволяє коректно їх проiндексувати.

3 IНДЕКСАЦIЯ РЕФЛЕКСIВ
У роботi [9] було запропоновано iндексацiю дифракцiйних картин вiд iкосаедри-

чних квазiкристалiв за допомогою двох цiлих чисел N i M. Даний метод грунтується
на проецiюваннi перiодичної шестивимiрної оберненої кубiчної гiпергратки на три-
вимiрний простiр.



В.Гiржон, О. Смоляков, I. Гайворонський
ISSN 1024-588X. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя фiзична. 2017. Вип. 54 17

Шестивимiрний вектор такої гратки задається у виглядi:

Q = Q∥ +Q⊥ =

6∑
i=1

ni · qi (3)

де ni – цiлi числа; Q∥ та Q⊥ – складовi шестивимiрного вектора у фiзичному
та перпендикулярному просторах, вiдповiдно; qi – вектори базису перiодичної ше-
стивимiрної оберненої гiпергратки, ортогональнi мiж собою. Використаємо наступну
ортогональну систему векторiв qi [9]:

(4)

q1 = (1 τ 0τ̄ 1 0)

q2 = (τ 0 1 1 0τ̄)

q3 = (0 1 τ 0 τ̄ 1)

q4 = (1̄ τ 0 τ 1 0)

q5 = (τ 0 1̄ 1 0τ)

q6 = (0 1̄ τ 0 τ 1)

де першi трiйки компонентiв векторiв qi визначають координати вектора у “фi-
зичному” просторi Q∥ , а останнi трiйки – у “перпендикулярному” Q⊥ . Iндекси
тривимiрного вектора в паралельному та перпендикулярному просторах можна ви-
разити через iндекси шестивимiрного вектора (3).

Можна показати, що Q2
∥ = N + Mτ , де

(5)

N = 2
∑6

i=1 n
2
i

M = n2
1 + n2

2 + n2
3 + n2

4 + n2
5 + n2

6 + 2n1n+ 2n1n6 + 2n5n6 + 2n1n2 +

+2n4n5 + 2n2n3 + 2n2n6 + 2n3n4 + 2n3n6 + 2n4n6 − 2n1n3 − 2n3n5 −
−2n1n4 − 2n2n4 − 2n2n5

З формул (5) випливає, що вузол (100000) має iндекси N=2, M=1 . Використо-
вуючи це, а також прийнявши базисний вектор моделi за одиничний з iндексами
(або (2, 1) згiдно з позначеннями Кана), було проiндексовано експериментальну
електронограму. На рис. 3 представлена електронограма iкосаедричної фази [10]
з нумерацiєю рефлексiв у порядку зростання величини . В таблицi 1 наведено
характеристики вiдповiдних рефлексам вузлiв оберненої гратки.
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Рис. 3: Електронограма вiд iкосаедричного квазiкристалу [10].

Таблиця 1. Характеристики рефлексiв, наведених на рис. 3.
№ N,M | Q2

∥ | | Q2
⊥ |

1 4 1.0515 1.7013
2 4.4 1.7013 1.0515
3 8.12 2.7528 0.6498
4 12.16 3.2361 1.2361
5 16.2 3.656 1.6228
6 20.28 4.2485 1.3965
7 20.32 4.4541 1.3965
8 28.44 5.2361 0.7639
9 32.48 5.055 1.2997
10 36.56 5.9156 1.0029

Висновки
1. Запропоновано метод побудови моделi оберненої iкосаедричної гратки, який

полягає у рекурентному розмноженнi базисної групи векторiв квазiгратки.
2. Розроблено алгоритм iндексацiї дифракцiйних рефлексiв вiд iкосаедричних

фаз за допомогою запропонованого методу.
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MODELING OF RECIPROCAL LATTICE OF ICOSAHEDRAL
QUASICRYSTALS
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Most important problems, existing at studying of icosahedral quasicrystals as
well as ways to solve them by theretical and experimental methods are analyzed.
Main attention is focused on considering of modelling methods. One of these
methods suppose the modeling of reciprocal cell, which commonly has feature
for earch kind of quasicrystalline structures. Method, used in this work is based
on the known early methods, but it is supposed on the assumption that initial
group consists of 12 sites, which determine the tops of icosahedra. The second
group has been formed adding together 12 initial groups, but shifted from the
point of origin by basis vector. The next procedure was to add to obtained
group the12 identical groups, but in this case the shift was by τ2 in respect
to point of origin . The construction the reciprocal icosahedral cell of higher
order groups is similar with shift τn (τ -gold ratio). Obtained in such the model
group I5 was compared with appropriate experimental data on electron diffracti-
on and good agreement was observed that confirms the ability of proposed
modeling to describe the structure of real icosahedral materials. It is shown
that any site of reciprocal cell can be presented as linear combination of basic
vectors. Therefore each site corresponds to some indexes, which are integer-
valued coefficients at corresponding basic vectors and comparing the model cell
with diffraction pattern from quasicrystal it is possible to determine the indexes
of diffraction reflexes. Method, proposed in this work can be used in diffracti-
on studies, in particular at identification of quasicrystalline icosahedral phases.
It should be noted that comparison of model cell with experimental electron
diffraction pattern needs the fitting of certain scaling or in other words the
normalization. At this procedure it is possible to determine the reflexes, which
correspond to basic vectors. Contrary to case of electron diffraction patterns
for crystalline materials, the determination of such reflexes for quasicrystalline
phases is not trivial. This means that comparison of model group of points of
reciprocal cell with reflexes of electron diffraction patterns allows obtaining the
correct values of indexes. Method of indexation supposes the transition from
periodic six-dimensional reciprocal cubic hyper cell to three-dimensional space.
The equations, describing this transition are presented in detail.

Key words: icosahedral phase, reciprocal lattice, golden ratio, model group,
diffraction reflexes.
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МОДЕЛИРОВАНИЕ обратной решетки икосаэдрических
квазикристаллов
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Методом размножения базовой группы векторов было построено трехмер-
ную модель обратной решетки икосаэдрической квазикристаллов. Показа-
на возможность применения алгоритма, предложенного для моделирования
структуры декагональних квазикристаллических фаз. Полученную модель
была по сравнению с соответствующей экспериментальной электронограм-
ме. С использованием результатов моделирования были проиндексированы
дифракционные рефлексы от икосаэдрических квазикристаллов.

Ключевые слова: икосадрична фаза, обратная решетка, золотое сечение,
модельная группа, дифракционные рефлексы.
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