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Çàïðîïîíîâàíî iíòåãðàëüíó ôîðìó ðiâíÿíü ðiâíîâàãè ó òåîði¨ âíóòðiøíüî¨
áóäîâè çið ó ðàìêàõ ïîëiòðîïíî¨ ìîäåëi ç îñüîâèì îáåðòàííÿì. Äîñëiäæåíî
çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ, à òàêîæ ìàñè çîði òà ¨¨ ôîðìè âiä
êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Îöiíåíî ìåæi ñòiéêîñòi çið-ïîëiòðîï âiäíîñíî øâèäêîñòi
îáåðòàííÿ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çîði-ïîëiòðîïè, íåîäíîðiäíi åëiïñî¨äè, îñüîâå îáåðòàííÿ,
ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, ñòàáiëüíiñòü çið.

1 Âñòóï

Íàïðèêiíöi äåâ'ÿòíàäöÿòîãî � íà ïî÷àòêó äâàäöÿòîãî ñòîëiòòÿ ïðàöÿìè Ã. Ëå-
íà [1], Ê. Åìäåíà [2], Ð. Ôàóëåðà [3], Ê. Ðiòòåðà [4], Ó. Êåëüâiíà [5], À. Åääiíãòî-
íà [6] òà iíøèõ äîñëiäíèêiâ áóëî çàêëàäåíî îñíîâè òåîði¨ âíóòðiøíüî¨ áóäîâè çið.
Íà ïåðøîìó åòàïi ðîçãëÿäàëè ëèøå ìåõàíi÷íó ðiâíîâàãó íîðìàëüíèõ çið � ðiâíîâà-
ãó ñèë òÿæiííÿ i âíóòðiøíüîãî òèñêó ó ìîäåëÿõ ñôåðè÷íî¨ ñèìåòði¨, íå áåðó÷è äî
óâàãè äæåðåëà åíåðãi¨ çið, íåâiäîìi íà òîé ÷àñ. Ïiäñóìêîì öüîãî åòàïó ñòàëà êíè-
ãà Ê. Åìäåíà [2] 1907 ðîêó. Ó ïiçíiøèõ ðîáîòàõ Å. Ìiëíà [7], Ñ. ×àíäðàñåêàðà [8],
Ð. Äæåéìñà [9] òà iíøèõ àâòîðiâ, îïóáëiêîâàíèõ ó ïåðøié ïîëîâèíi äâàäöÿòîãî ñòî-
ëiòòÿ, öÿ òåîðiÿ áóëà óçàãàëüíåíà íà âèïàäîê ïîëiòðîïíèõ ìîäåëåé ç òâåðäîòiëüíèì
îñüîâèì îáåðòàííÿì. Âiäêðèòòÿ òåðìîÿäåðíèõ ðåàêöié âèðiøèëî ïðîáëåìó äæåðåë
åíåðãi¨ çið. Ñó÷àñíà òåîðiÿ íîðìàëüíèõ çið óçàãàëüíþ¹ ïîëiòðîïíó òåîðiþ i  ðóíòó-
¹òüñÿ íà ñèñòåìi ðiâíÿíü âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè, ùî âðàõîâó¹ ÿê ìåõàíi÷íó, òàê i
åíåðãåòè÷íó ðiâíîâàãó öèõ îá'¹êòiâ.

Îäíàê ïîëiòðîïíà òåîðiÿ íå âòðàòèëà ñâîãî çíà÷åííÿ i òåïåð, áî ¨¨ ìàòåìàòè÷íèé
àïàðàò ëåãêî àäàïòó¹òüñÿ äî îïèñó âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè êîìïàêòíèõ îá'¹êòiâ,
çîêðåìà âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ. Àäæå ðiâíÿííÿ ñòàíó åëåêòðîí-ÿäåðíî¨ ìîäåëi ç âè-
ðîäæåíîþ ðåëÿòèâiñòñüêîþ åëåêòðîííîþ ïiäñèñòåìîþ àñèìïòîòè÷íî (çà âèñîêèõ òà
íèçüêèõ ãóñòèí ðå÷îâèíè) ìà¹ ïîëiòðîïíèé õàðàêòåð. ×åðåç òå ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
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ðiâíîâàãè äëÿ çið-ïîëiòðîï (ç îáåðòàííÿì ÷è áåç íüîãî) âiäiãðàþòü ðîëü íóëüîâîãî
íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ìåõàíi÷íî¨ ðiâíîâàãè âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ [10].
Îñüîâå îáåðòàííÿ íåìàãíiòíèõ êàðëèêiâ ¹ ¹äèíîþ ïðè÷èíîþ çáiëüøåííÿ ¨õíüî¨ ìà-
ñè. Òîìó îäíi¹þ ç àêòóàëüíèõ ïðîáëåì òåîði¨ âèðîäæåíèõ êàðëèêiâ ¹ ðîçðàõóíîê
ìàêñèìàëüíî¨ ìàñè òà âñòàíîâëåííÿ ìåæ ñòiéêîñòi ùîäî êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Õî÷à
öþ ïðîáëåìó äîñëiäæóâàëè ÿê øëÿõîì ÷èñåëüíîãî iíòåãðóâàííÿ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè,
òàê i çà äîïîìîãîþ âàðiàöiéíîãî ìåòîäó [11], ïðîáëåìà ùå äàëåêà âiä îñòàòî÷íîãî
ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ó çâ'ÿçêó ç âèùåâèêëàäåíèì àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ ¹ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâ-
íÿííÿ ìåõàíi÷íî¨ ðiâíîâàãè çið-ïîëiòðîï ó øèðîêié îáëàñòi çìiíè êóòîâî¨ øâèäêîñòi
òà âèçíà÷åííÿ ìåæ ñòiéêîñòi íà öié îñíîâi. Çàçâè÷àé âèêîðèñòîâóþòü äèôåðåíöiàëü-
íi ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè. Ó íàøié ðîáîòi âîíè äîïîâíåíi iíòåãðàëüíîþ ôîðìîþ öèõ
ðiâíÿíü, ùî äà¹ çìîãó ñòðîãî âèçíà÷àòè ñòàëi iíòåãðóâàííÿ. Öå äà¹ òàêîæ ïðÿìèé
ñïîñiá çíàõîäæåííÿ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü ðiâíîâàãè i ìàêðîñêîïi÷íèõ õàðà-
êòåðèñòèê çîði âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi.

2 Çàãàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ

Ó ïîëiòðîïíié òåîði¨ ðiâíÿííÿ ñòàíó ìîäåëþ¹òüñÿ çàëåæíiñòþ [12]

P (r) = Kρν(r) ≡ Kρ1+1/n(r), (1)

äå P (r) � òèñê ó òî÷öi ç ðàäióñ-âåêòîðîì r, ρ(r) � ãóñòèíà, à K i ν ¹ ñòàëèìè. Çàãàëîì
(çà íàÿâíîñòi îáåðòàííÿ) ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè çàïèñóþòü â íåiíåðöiéíié (îáåðòîâié)
ñèñòåìi êîîðäèíàò ó âèãëÿäi

∇P (r) = −ρ(r) {∇Φgrav(r) +∇Φc(r)} , (2)

äå

Φgrav(r) = −G
∫
dr
′
ρ(r

′
)

|r− r′ |
(3)

¹ ãðàâiòàöiéíèì ïîòåíöiàëîì âñåðåäèíi çîði, à Φc(r) � âiäöåíòðîâèì. ßêùî âiñü Oz
ñôåðè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çáiãà¹òüñÿ ç âiññþ îáåðòàííÿ, òî

Φc(r) = −1

2
ω2r2 sin2 θ. (4)

Òóò θ � ïîëÿðíèé êóò, ω � êóòîâà øâèäêiñòü ñèñòåìè âiäëiêó, ÿêà ââàæà¹òüñÿ ñòàëîþ.
Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (1), (3) i (4) ó ðiâíÿííÿ (2) i âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü(

1 +
1

n

)
ρ1/n−1(r)∇ρ(r) = (1 + n)∇ρ1/n(r), (5)

íàäàìî ðiâíÿííþ ðiâíîâàãè âèãëÿäó äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âèçíà÷à¹ ðîç-
ïîäië ãóñòèíè,

K(1 + n)∆ρ1/n(r) = −4π G ρ(r) +
1

2
ω2∆ (r2 sin2 θ). (6)
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Çà íàÿâíîñòi îñüîâî¨ ñèìåòði¨ (ρ(r) = ρ(r, θ)) îïåðàòîð Ëàïëàñà çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi

∆ = ∆r +
1

r2
∆θ, ∆r =

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
, ∆θ =

∂

∂t
(1− t2)

∂

∂t
(7)

ïðè t = cos θ, òîìó ∆ (r2 sin2 θ) = 4. Ââîäÿ÷è áåçðîçìiðíó ðàäiàëüíó êîîðäèíàòó
ξ = r/λ, à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è ïiäñòàíîâêó

ρ(r, θ) = ρc Y
n(ξ, θ), (8)

ρc � ãóñòèíà ó öåíòði çîði, òðàíñôîðìó¹ìî ðiâíÿííÿ (6) äî áåçðîçìiðíî¨ ôîðìè

∆(ξ, θ) Y (ξ, θ) = Ω2 − Y n(ξ, θ). (9)

Ïðè öüîìó ìàñøòàá λ, áåçðîçìiðíi êóòîâà øâèäêiñòü Ω i ëàïëàñiàí âèçíà÷åíi ñïiâ-
âiäíîøåííÿìè

K(1 + n) = 4πGλ2ρ1−1/nc , Ω2 = ω2(2πGρc)
−1,

∆(ξ, θ) = ∆ξ +
1

ξ2
∆θ, ∆ξ =

1

ξ2
∂

∂ξ

(
ξ2
∂

∂ξ

)
.

(10)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (8) Y (0, θ) = 1, à óìîâà ∂Y (ξ, θ)/∂ξ = 0 ïðè ξ = 0 âiäïîâiäà¹
ðîçâ'ÿçêàì, ðåãóëÿðíèì â îêîëi ξ = 0. Çà âåëèêèõ çíà÷åíü Ω ìîæëèâà íåìîíîòîííà
çàëåæíiñòü Y (ξ, θ) âiä çìiííî¨ ξ â îáëàñòi åêâàòîðà i âèòiêàííÿ ðå÷îâèíè. Óìîâè
ñòiéêîñòi çîði â îáëàñòi åêâàòîðà

Y
(
ξ,
π

2

)
= 0,

∂

∂ξ
Y
(
ξ,
π

2

)
= 0 (11)

âèçíà÷àþòü ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà Ω
(n)
max i âiäïîâiäíå éîìó

çíà÷åííÿ åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà ξmaxe (n). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (8) ôiçè÷íèé çìiñò
ìàþòü ëèøå äîäàòíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (9), ùî ¹ äâîâèìiðíèì äèôåðåíöiéíèì ðiâ-
íÿííÿì äðóãîãî ïîðÿäêó ó ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ, â ÿêîìó ôiãóðóþòü äâà áåçðîçìiðíi
ïàðàìåòðè n,Ω ≥ 0.

Ðiâíÿííÿ (9) ïîäiáíå íà ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà, òîìó éîãî ôîðìàëüíî ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ÿê ðiâíÿííÿ äëÿ áåçðîçìiðíîãî ãðàâiòàöiéíîãî ïîòåíöiàëó, ñòâîðåíîãî ðîçïîäi-
ëîì áåçðîçìiðíî¨ ãóñòèíè (4π)−1{Ω2 − Y n(ξ, θ)}. Ç îãëÿäó íà öå ðiâíÿííþ íàäàìî
iíòåãðàëüíî¨ ôîðìè

Y (ξ, θ) = 1 +

∞∑
l=1

C2l ξ
2lP2l(t)−

1

4π

∫
{Ω2 − Y n(ξ

′
, θ
′
)}Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
, (12)

äå C2l � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ, P2l(t) � ïîëiíîì Ëåæàíäðà 2l-ãî ïîðÿäêó, ÿäðîì ðiâíÿííÿ
¹

Q(ξ, ξ
′
) = {|ξ − ξ

′
|−1 − (ξ

′
)−1}, (13)

à iíòåãðóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà îá'¹ìîì çîði. Áåðó÷è äî óâàãè òîòîæíiñòü

∆(ξ, θ) {ξl Pl(t)} = 0, (14)
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ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ðiâíÿííÿ (9) i (12) åêâiâàëåíòíi.
Êîðiíü ðiâíÿííÿ Y (ξ0(θ), θ) = 0 âèçíà÷à¹ ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó, îáåð-

òàííÿì ÿêî¨ âiäíîñíî îñi Oz óòâîðþ¹òüñÿ ïîâåðõíÿ çîði. Âèðàçè äëÿ ìàñè i îá'¹ìó
çîði ¹ òàêèìè:

M(n,Ω) = 2πρcλ
3

π∫
0

sin θ dθ

ξ0(θ)∫
0

ξ2Y n(ξ, θ) dξ,

V (n,Ω) =
2π

3
λ3

π∫
0

sin θ ξ30(θ) dθ.

(15)

Ïðè äîâiëüíîìó çíà÷åííi iíäåêñà ïîëiòðîïè n ãðàâiòàöiéíèé ïîòåíöiàë âñåðåäèíi
çîði (3) ïîâ'ÿçàíèé ç áåçðîçìiðíèì ïîòåíöiàëîì

Φn(ξ) = − 1

4π

∫
Y n(ξ

′
)

|ξ − ξ
′ |
dξ
′

(16)

òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì

Φgrav(r) = 4π G λ2ρc Φn(ξ). (17)

Ïåðåõîäÿ÷è ó ðiâíÿííi (2) äî áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ, îäåðæó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ

∂

∂ξ

{
Φn(ξ, θ) + Y (ξ, θ)

}
=

Ω2

3
ξ

{
1− P2(t)

}
. (18)

Ðiâíÿííÿ (12) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òåðìiíàõ Y (ξ, θ), Φn(ξ, θ), a càìå

Y (ξ, θ) + {Φn(ξ, θ)− Φn(0, 0)} = 1 +
∑
l=1

C2l ξ
2l P2l(t) +

+ Ω2 {Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0)},
(19)

äå Φ0(ξ, θ) � áåçðîçìiðíèé ïîòåíöiàë ìîäåëi çi ñòàëîþ ãóñòèíîþ. Öå äà¹ çìîãó ïåðå-
òâîðèòè ðiâíÿííÿ (18) äî òàêîãî âèãëÿäó

∂

∂ξ

{∑
l=1

C2l ξ
2l P2l(t) + Ω2 [Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0)]

}
= ξ

Ω2

3

(
1 − P2(t)

)
. (20)

Ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ Φ0(ξ, θ)−Φ0(0, 0) ëåãêî ðîçðàõóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàäè

ÿäðà Q(ξ, ξ
′
) çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà i âèêîíóþ÷è iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ ξ

′
â

ìåæàõ åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ ç åêñöåíòðèñèòåòîì e i åêâàòîðiàëüíèì ðàäióñîì ξe, ÿêi
âèçíà÷èìî ñàìîóçãîäæåíèì ÷èíîì ïiçíiøå. Òàêèì ñïîñîáîì âiäøóêó¹ìî, ùî

Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0) = − 1

4π

∫
dξ
′
Q(ξ, ξ

′
) =

=
ξ2

6
− ξ2

2
P2(t)

+1∫
−1

dt
′
P2(t

′
)

ξ0(t
′
)∫

ξ

dξ
′
/ξ
′
,

(21)
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äå

ξ0(t
′
) = ξe

{
1 + (t

′
)2

e2

1− e2

}−1/2
. (22)

Iíòåãðóâàííÿì çà çìiííèìè ξ
′
i t
′
îäåðæó¹ìî îñòàòî÷íèé âèðàç (äèâ. [11]):

Φ0(ξ, θ)− Φ0(0, 0) =
ξ2

6
+
ξ2

2
P2(t) I(e),

I(e) =
2

3
+

1− e2

e2
− (1− e2)1/2

e3
arcsin e.

(23)

Ïðè çìiíi åêñöåíòðèñèòåòó â ìåæàõ 0 ≤ e ≤ 1 ôóíêöiÿ I(e) çìiíþ¹òüñÿ â îáëàñòi
2e2/15 ≤ I(e) ≤ 2/3. Ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàç (23) ó ðiâíÿííÿ (20), îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

∑
l=1

C2l 2l ξ2l−2P2l(t) = −Ω2

3
P2(t) (1 + 3 I(e)). (24)

Çãiäíî ç îðòîãîíàëüíiñòþ ïîëiíîìiâ Ëåæàíäðà çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

C2 = −Ω2

6
(1 + 3 I(e)), (25)

à âñi iíøi ñòàëi C2l = 0.
Òîìó ðiâíÿííÿ (12) çà äîâiëüíèõ çíà÷åíü iíäåêñà ïîëiòðîïè n çàïèøåìî ó âèãëÿäi

Y (ξ, θ) = 1 +
Ω2ξ2

6
(1− P2(t)) +

1

4π

∫
Y n(ξ

′
, θ
′
)Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
. (26)

3 Ðiâíÿííÿ Åìäåíà

×àñòêîâèé âèïàäîê Ω = 0 âiäïîâiäà¹ çîði-ïîëiòðîïi çi ñôåðè÷íîþ ñèìåòði¹þ, à
ðiâíÿííÿ (9) ñòà¹ îäíîâèìiðíèì îäíîïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

∆ξ y(ξ) = −yn(ξ) (27)

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè y(0) = 1, dy/dξ = 0 ïðè ξ = 0, à òàêîæ ôiçè÷íîþ óìîâîþ
y(ξ) ≥ 0. Áåçðîçìiðíèé ðàäióñ çîði ¹ êîðåíåì ðiâíÿííÿ y(ξ1) = 0. Âñi õàðàêòåðèñòèêè
çîði âèçíà÷àþòüñÿ iíäåêñîì ïîëiòðîïè n ≥ 0. Çíà÷åííÿ n = 5 ¹ êðèòè÷íèì: ïðè n < 5
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (27) ¹ çíàêîçìiííèìè ôóíêöiÿìè ξ, à ïðè n ≥ 5 âîíè ¹ äîäàòíèìè
â óñié îáëàñòi 0 ≤ ξ ≤ ∞ i ãðàíè÷íà óìîâà íà ïîâåðõíi çîði íå ìîæå ðåàëiçóâàòèñÿ
(ξ1(5) =∞, ùî âiäïîâiäà¹ çîði áåç çîâíiøíüî¨ ãðàíèöi). Íàäàëi ðîçãëÿäàòèìåìî ëèøå

ìîäåëi ç n ≤ 5(ν ≥ 6/5). Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà êóòîâèìè çìiííèìè ÿäðà Q(ξ, ξ
′
)

ðiâíÿííÿ (12) íàáóâà¹ âèãëÿäó

y(ξ) = 1 +

ξ∫
0

{
(ξ
′
)2

ξ
− ξ

′

}
yn(ξ

′
) dξ

′
. (28)
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Õàðàêòåðíi îñîáëèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (27), (28) äîáðå âiäîìi [12]. Âîíè iëþñòðó-
þòüñÿ òî÷íèìè àíàëiòè÷íèìè ðîçâ'ÿçêàìè ïðè n = 0; 1; 5, à ñàìå

y0(ξ) = 1− ξ2/6; ξ1(0) =
√

6; y1(ξ) =
1

ξ
sin ξ; ξ1(1) = π;

y5(ξ) = {1 + ξ2/3}−1/2; ξ1(5) =∞.
(29)

Äëÿ iíøèõ çíà÷åíü iíäåêñà n ðîçâ'ÿçîê ìîæíà îäåðæàòè ÷èñåëüíèì iíòåãðóâàííÿì
ðiâíÿíü (27) àáî (28). Â îáëàñòi íåâåëèêèõ çíà÷åíü çìiííî¨ ξ ôóíêöi¨ Åìäåíà ìàþòü
òàêi ðîçêëàäè [12]:

yn(ξ) = 1− 1

3!
ξ2 +

n

5!
ξ4 − n(8n− 5)

3 · 7!
ξ6 + . . . . (30)

Ó âèïàäêó n 6= 0 ðiâíÿííÿ (27) ìîæíà �ëiíåàðèçóâàòè�, íåõòóþ÷è äîäàíêîì ynn(ξ) â
îáëàñòi ïîâåðõíi çîði. Ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ∆ξyn(ξ) = 0 ¹ ôóíêöiÿ

yn(ξ) = αn

(
1

ξ
− 1

ξ1(n)

)
' αn
ξ21(n)

(
ξ1(n)− ξ

)
, (31)

ÿêà âèçíà÷à¹ àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó â îêîëi ξ1(n). Ïðè öüîìó

αn = ξ21(n)

∣∣∣∣dyndξ
∣∣∣∣
ξ1(n)

(32)

¹ õàðàêòåðíèì ïàðàìåòðîì ïîëiòðîïíî¨ ìîäåëi, ùî âèçíà÷à¹ ¨¨ ìàñó òà åíåðãiþ. Âà-
æëèâîþ îñîáëèâiñòþ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ïðè n 6= 0 ¹ íàÿâíiñòü òî÷êè
ïåðåãèíó ξ2(n), ó ÿêié d 2yn/dξ

2 = 0. Öÿ òî÷êà ðîçäiëÿ¹ îáëàñòi çìiííî¨ ξ ç ðiçíèì
çíà÷åííÿì äðóãî¨ ïîõiäíî¨: ïðè ξ < ξ2(n) êðèâà yn(ξ) ¹ îïóêëîþ, à â îáëàñòi ξ > ξ2(n)
� óãíóòîþ. Ó ïåðøié îáëàñòi ñïðàâåäëèâi ðîçêëàäè çà ñòåïåíÿìè ξ2, à â äðóãié � ðîç-
êëàäè òèïó

yn(ξ) =

∞∑
m=1

an,m (ξ1(n)− ξ)m. (33)

Öi ðîçêëàäè ñïðàâåäëèâi òàêîæ i â îáëàñòi ξ > ξ1(n) i âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè îïèñi
çið ç îñüîâèì îáåðòàííÿì. Õàðàêòåð ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (27), (28) iëþñòðó¹ ðèñ. 1. Ó
òàáë. 1 íàâåäåíî çàëåæíiñòü ξ1(n), ξ2(n) òà αn âiä iíäåêñà ïîëiòðîïè.

Òàáë. 1: Ïàðàìåòðè ïîëiòðîïíèõ ìîäåëåé Åìäåíà

n 0 0, 25 0, 5 1, 0 1, 5 2, 0 2, 5 3, 0

ξ1(n) 2, 449 2, 592 2, 753 3, 142 3, 654 4, 353 5, 355 6, 897
ξ2(n) − 2, 478 2, 347 2, 081 1, 878 1, 721 1, 597 1, 496
αn 4, 899 4, 258 3, 789 3, 142 2, 714 2, 411 2, 187 2, 018

ßê âèäíî ç ôîðìóë (29), ôóíêöiÿ y1(ξ) çáiãà¹òüñÿ çi ñôåðè÷íîþ ôóíêöi¹þ Áåñ-
ñåëÿ ïåðøîãî ðîäó j0(ξ) [13]. Ôóíêöi¨ yn(ξ) ïðè n > 1 â àñèìïòîòèöi ξ � 1 òàêîæ
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Ðèñ. 1: Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Åìäåíà äëÿ iíäåêñà ïîëiòðîïè 0 ≤ n ≤ 3, 0

ñïiâïàäàþòü ç ôóíêöi¹þ j0(ξ). ßê âèäíî ç ðèñ. 1, ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (27) ¹ îñöè-
ëþþ÷èìè ôóíêöiÿìè ξ ïðè íåïàðíèõ n. Â öiëîìó ôóíêöi¨ yn(ξ) â îáëàñòi äîäàòíèõ
çíà÷åíü ¹ àíàëîãàìè ôóíêöi¨ j0(ξ).

Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (15) ìàñà i îá'¹ì çîði-ïîëiòðîïè áåç îáåðòàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿìè:

M(n) = 4π ρc λ
3

ξ1(n)∫
0

ξ2ynn(ξ) dξ = 4π ρc λ
3 αn;

V (n) =
4π

3

(
λ ξ1(n)

)3

.

(34)

4 Ìîäåëi ç îñüîâèì îáåðòàííÿì. Ëiíiéíi ðiâíÿííÿ

Ùîá âèÿâèòè îñíîâíi âiäìiííîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (9) i (26) âiä ôóíêöié Åì-
äåíà, ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâi âèïàäêè n = 0 òà n = 1, êîëè öi ðiâíÿííÿ ¹ ëiíiéíèìè i
äîïóñêàþòü ðîçâ'ÿçêè â àíàëiòè÷íié ôîðìi, íà âiäìiíó âiä ðîáiò [7, 8]. Çàçíà÷èìî,
ùî âèïàäîê n = 0 â öèõ ðîáîòàõ íå ðîçãëÿäàâñÿ.

4.1 Ïîëiòðîïà n = 0

Öÿ ïðîñòà ìîäåëü çi ñòàëîþ ãóñòèíîþ (ρ(r) = ρc) âiäïîâiäà¹ íåñòèñëèâié ðiäèíi,
à ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè âèçíà÷à¹ ëèøå ôîðìó i ðîçìiðè îá'¹êòà. Âîíà âèêî-
ðèñòîâó¹òüñÿ â òåîði¨ îäíîðiäíèõ ñôåðî¨äiâ òà åëiïñî¨äiâ îáåðòàííÿ [11]. Ìè ââàæà-
¹ìî íåçàëåæíèì ïàðàìåòðîì áåçðîçìiðíó êóòîâó øâèäêiñòü (à íå åêñöåíòðèñèòåò)
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i âèçíà÷à¹ìî ìàñó òà ôîðìó ïîâåðõíi ìîäåëi â îáëàñòi äîïóñòèìèõ çíà÷åíü êóòîâî¨
øâèäêîñòi.

Çãiäíî ç ôîðìóëàìè (23), (26) ïðè n = 0 ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè íàáóâà¹
âèãëÿäó

Y0(ξ, θ) = y0(ξ) +
ξ2

6
Ω2

(
1− P2(t)

)
− ξ2

2
P2(t) I(e), (35)

äå y0(ξ) � ôóíêöiÿ Åìäåíà äëÿ ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 0. Ç óìîâè Y0(ξ, θ) = 0
çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi

ξ0(θ) =
√

6 {1− Ω2(1− P2(t)) + 3P2(t) I(e)}−1/2. (36)

Âèçíà÷èâøè ç öi¹¨ ôîðìóëè ïîëÿðíèé i åêâàòîðiàëüíèé ðàäióñè òà ñêîðèñòàâøèñü
ñïiââiäíîøåííÿì 1 − e2 = ξ2p/ξ

2
e îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

e2 +

(
3e2 − 9

2

)
I(e) =

3

2
Ω2, (37)

ÿêå âèçíà÷à¹ çâ'ÿçîê åêñöåíòðèñèòåòó ç êóòîâîþ øâèäêiñòþ. Ó íàáëèæåííi e2 � 1

I(e) =
2

15
e2+

8

105
e4+. . . , e2 =

15

4
Ω2− 225

112
Ω4+. . . , I(e) =

1

2
Ω2− 2

15
Ω4+. . . . (38)

Ó öüîìó íàáëèæåííi

ξ0(θ) =
√

6

{
1− Ω2 +

5

2
P2(t)

[
Ω2 − 4

25
Ω4

]
+ . . .

}−1/2
=

=
√

6

{
1 +

Ω2

2

[
1− 5

2
P2(t)

]
+

3

8
Ω4

[
1− 67

15
P2(t) +

25

4
P 2
2 (t)

]
+ . . .

}
,

(39)

ó çâ'ÿçêó ç ÷èì

ξp '
√

6

{
1− 3

4
Ω2 +

167

160
Ω4 + . . .

}
, ξe '

√
6

{
1 +

9

8
Ω2 +

1151

640
Ω4 + . . .

}
. (40)

Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêîæ, ùî ìàñà i îá'¹ì çîði-ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 0 âèçíà÷àþ-
òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

M(Ω) = M(0) f(Ω), V (Ω) = V (0) f(Ω),

f(Ω) ∼= 1 +
3

2
Ω2 +

11

2
Ω4 + . . . ,

(41)

äå M(0) i V (0) � ìàñà i îá'¹ì çîði áåç îáåðòàííÿ. Ùîá äîñëiäèòè çàëåæíiñòü õàðà-
êòåðèñòèê çîði âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ â øèðøié îáëàñòi, ìè çíàéøëè ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (37) âiäíîñíî åêñöåíòðèñèòåòó ÷èñåëüíèì ìåòîäîì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äié-
ñíi ðîçâ'ÿçêè iñíóþòü ëèøå â îáëàñòi 0 ≤ Ω ≤ Ωmax = 0, 47399 . . ., à åêñöåíòðè-
ñèòåò ¹ íåîäíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ øâèäêîñòi (ðèñ. 2). Çíà÷åííþ Ωmax âiäïîâiäà¹
e(Ωmax) = 0, 92995 . . . . Êîíôiãóðàöi¨, ùî íàëåæàòü îáëàñòi 0 < e ≤ e(Ωmax), ¹ òèïî-
âèìè åëiïñî¨äàëüíèìè ñòðóêòóðàìè, à òi, ùî íàëåæàòü îáëàñòi e(Ωmax) < e ≤ 1, 0,
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Ðèñ. 2: Çàëåæíiñòü åêñöåíòðèñèòåòó e(Ω) âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω
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Ðèñ. 3: Çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ I(Ω) âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi Ω. Øòðèõ-ïóíêòèðíà êðèâà âiäïîâiä-
à¹ ìàëèì øâèäêîñòÿì (ìàëèì çíà÷åííÿì åêñöåíòðèñèòåòó), øòðèõîâà � ìàëèì øâèäêîñòÿì
ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ åêñöåíòðèñèòåòó

ïîäiáíi äî äèñêîâèõ ñòðóêòóð. Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü I(Ω) ≡ I(e(Ω)) âiä
øâèäêîñòi îáåðòàííÿ. Ïðè öüîìó I(e(Ωmax)) = 0, 27698. Ñóöiëüíà êðèâà íà ðèñ. 3 âiä-
ïîâiäà¹ çàëåæíîñòi, çîáðàæåíié íà ðèñ. 2, à ïóíêòèðíà � íàáëèæåííþ ìàëèõ øâèä-
êîñòåé (ô. (38)).
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Âèçíà÷åíi çi ñïiââiäíîøåííÿ (36) åêâàòîðiàëüíèé òà ïîëÿðíèé ðàäióñè

ξe(Ω) =
√

6

{
1− 3

2
[Ω2 + I(Ω)]

}−1/2
, ξp(Ω) =

√
6

{
1 + 3I(Ω)

}−1/2
(42)

íàâåäåíî íà ðèñ. 4 Ñóöiëüíi êðèâi âiäïîâiäàþòü ÷èñëîâèì ðîçðàõóíêàì â îáëàñòi

 1.5
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Ðèñ. 4: Çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ξe(Ω) òà ïîëÿðíîãî ξp(Ω) ðàäióñiâ âiä øâèäêîñòi îáåð-
òàííÿ Ω (øòðèõ-ïóíêòèðíi êðèâi âiäïîâiäàþòü íàáëèæåííþ ìàëèõ øâèäêîñòåé)

0 ≤ e ≤ e(Ωmax), à øòðèõ-ïóíêòèðíi êðèâi � íàáëèæåííþ ìàëèõ øâèäêîñòåé. ßê
âèäíî ç ðèñóíêà, íàáëèæåííÿ ìàëèõ øâèäêîñòåé çàñòîñîâíå â îáëàñòi Ω ≤ 0, 5 Ωmax.

Çàëåæíiñòü ìàñè çîði âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ

M(Ω) = M(0)ξ2e(Ω)ξp(Ω)ξ−31 (0) (43)

íàâåäåíî íà ðèñ. 5. Ïðè öüîìó øòðèõ-ïóíêòèðíà êðèâà âiäïîâiäà¹ ìàëèì øâèäêî-
ñòÿì çãiäíî ç ôîðìóëîþ (41).

Â îáëàñòi e(Ωmax) ≤ e ≤ 1

I(Ω) ≈ 2

3
− Ω2 − Ω4 + . . . , (44)

ùî âiäîáðàæà¹ øòðèõîâà êðèâà íà ðèñ. 3. Òîìó çãiäíî ç ôîðìóëàìè (42) â îáëàñòi
âåëèêèõ çíà÷åíü åêñöåíòðèñèòåòó i ìàëèõ çíà÷åíü øâèäêîñòi îáåðòàííÿ

ξe(Ω)⇒ 2

Ω2
+ . . . , ξp(Ω)⇒

√
2, (45)

ùî âiäïîâiäà¹ äèñêó ñòàëî¨ òîâùèíè i âåëèêîãî ðàäióñà.
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Ðèñ. 5: Çàëåæíiñòü ìàñè çîði-ïîëiòðîïè âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ Ω (øòðèõ-ïóíêòèðíà êðè-
âà ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëîþ (41)).

4.2 Ïîëiòðîïà n = 1

Ó öüîìó âèïàäêó ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ÿê äèôåðåíöiàëüíó, òàê i iíòåãðàëüíó ôîð-
ìó ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè. Ðiâíÿííÿ (9) çðó÷íî ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi íåîäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ

∆(ξ, θ) ϕ(ξ, θ) + ϕ(ξ, θ) = −Ω2

4
ξ2 sin2 θ,

ϕ(ξ, θ) = Y1(ξ, θ) − Ω2

4
ξ2 sin2 θ.

(46)

Ó âiäïîâiäíîìó îäíîðiäíîìó ðiâíÿííi çìiííi ðîçäiëÿþòüñÿ, à éîãî çàãàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê

ϕ(ξ, θ) =

∞∑
l=0

B2l j2l(ξ) P2l(t), (47)

äå j2l(ξ) � ñôåðè÷íà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó [13], B2l � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.
Ïiäñòàíîâêà ϕ(ξ, θ) = Ω2ϕ̃(ξ, θ) äà¹ çìîãó çâiëüíèòèñü âiä ïàðàìåòðà Ω2 ó ðiâíÿííi
(46):

∆(ξ, θ) ϕ̃(ξ, θ) + ϕ̃(ξ, θ) = −ξ
2

4
sin2 θ. (48)

×àñòêîâèé ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi

ϕ̃(ξ, θ) =

∞∑
l=2

b2l
[
ξ sin θ

]2l
. (49)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíiñòü

∆(ξ, θ) {ξ sin θ}2l = (2l)2{ξ sin θ}2l−2, (50)

âiäøóêó¹ìî, ùî
b2l = (−1)l−1 2−2l(l!)−2, (51)

òîìó
1

4
ξ2 sin2 θ + ϕ̃(ξ, θ) = 1− J0(ξ sin θ), (52)

äå J0(z) � ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó íóëüîâîãî ïîðÿäêó [13]. Ç äèôåðåíöiàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöi¨ Y1(ξ, θ) âèïëèâà¹ àñèìïòîòèêà

Y1(ξ, θ) ⇒ 1− ξ2

6
+

Ω2ξ2

4
sin2 θ + . . . (53)

ïðè ξ → 0, òîìó çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ òàêèì:

Y1(ξ, θ) = y1(ξ) + Ω2

{
1− J0(ξ sin θ)

}
+

∞∑
l=1

B2l j2l(ξ) P2l(t), (54)

äå y1(ξ) = j0(ξ) � ôóíêöiÿ Åìäåíà äëÿ ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1.
ßê ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ôóíêöiÿ J0(ξ sin θ) ìà¹ òàêèé ðîçêëàä çà ïîëiíîìàìè

Ëåæàíäðà (t = cos θ) i ñôåðè÷íèìè ôóíêöiÿìè Áåññåëÿ:

J0(ξ sin θ) =

∞∑
l=0

D2l j2l(ξ) P2l(t); D0 = 1; D2 =
5

2
; D4 =

27

8
; . . . . (55)

Ç îãëÿäó íà öå ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïðåäñòàâèòè â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi, à ñàìå

Y1(ξ, θ) = y1(ξ) + Ω2(1− y1(ξ)) +

∞∑
l=1

A2l j2l(ξ) P2l(t), (56)

äå ââåäåíî íîâi ñòàëi A2l = B2l − Ω2D2l.
Ç iíøîãî áîêó, çãiäíî ç ðiâíÿííÿì (26)

Y1(ξ, θ) = 1 +
Ω2ξ2

6

(
1− P2(t)

)
+

1

4π

∫
Y1(ξ

′
, θ
′
)Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
. (57)

×åðåç òå, ùî ðiâíÿííÿ (57) � íåîäíîðiäíå, òî éîãî ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ çíà-
õîäæåííÿ ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ A2l. Ïiäñòàâëÿþ÷è ó íüîãî âèðàç (56), îäåðæó¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ

∞∑
l=1

A2l j2l(ξ) P2l(t) = −P2(t)
Ω2

6
ξ2
{

1 + 3I(e)

}
+

+
1

4π

∞∑
l=1

A2l

∫
j2l(ξ

′
) P2l(t

′
)Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
.

(58)
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Iíòåãðóâàííÿ çà çìiííèìè ξ
′
, t
′
, ϕ
′
âèêîíà¹ìî ó ðàìêàõ ìîäåëi åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ ç

åêñöåíòðèñèòåòîì e i åêâàòîðiàëüíèì ðàäióñîì ξe, ÿê i ó âèïàäêó n = 0, ðîçêëàäàþ÷è

ÿäðî Q(ξ, ξ
′
) ó ðÿä çà ïîëiíîìàìè Ëåæàíäðà:

1

4π

∞∑
l=1

A2l

∫
j2l(ξ

′
) P2(t

′
)Q(ξ, ξ

′
) dξ

′
=

=

∞∑
l=1

A2l

4l + 1

P2l(t)

ξ1+2l

ξ∫
0

(ξ
′
)2+2lj2l(ξ

′
)dξ

′
+

+
1

2

∞∑
l=1

A2lP2l(t)ξ
2l

+1∫
−1

P 2
2l(t

′
)dt
′

ξ0(t
′
)∫

ξ

j2l(ξ
′
)(ξ
′
)1−2ldξ

′
+

+
1

2

∞∑
l,m=1

A2lP2m(t)ξ2m(1− δm,l)
+1∫
−1

P2l(t
′
)P2m(t

′
)dt
′
×

×
ξ0(t

′
)∫

ξ

j2l(ξ
′
)(ξ
′
)1−2mdξ

′
,

(59)

äå δn,l � ñèìâîë Êðîíåêåðà, à ξ0(t
′
) âèçíà÷åíî ôîðìóëîþ (22).

Iíòåãðóâàííÿ çà çìiííîþ ξ
′
âèêîíó¹òüñÿ â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi, âèêîðèñòîâóþ÷è

ðiâíÿííÿ äëÿ ôóíêöié j2l(ξ), à òàêîæ ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ

(4l + 1) j2l(ξ) = ξ{j2l+1(ξ) + j2l−1(ξ)};
d

dξ
jl(ξ) = jl−1(ξ)− l + 1

ξ
jl(ξ); l ≥ 1.

(60)

Ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ìíîæíèêàõ ξ2lP2l(t) ó ëiâié i ïðàâié ñòî-
ðîíàõ ñïiââiäíîøåííÿ (58), îäåðæó¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ ñòàëèõ A2l:

A2S2,2 +A4S2,4 +A6S2,6 + . . . = −Ω2

6

(
1 + 3I(e)

)
;

A2B4,2 +A4S4,4 +A6B4,6 + . . . = 0;

A2C6,2 +A4C6,4 +A6S6,6 + . . . = 0; . . . .

(61)

Êîåôiöi¹íòè S2l,2l, S2l,2n, B2n,2l, C2n,2l,. . . ¹ ôóíêöiÿìè ïàðàìåòðiâ e, ξe i âèçíà÷àþ-
òüñÿ òàêèìè ñïiââiäíîøåííÿìè:

S2l,2l =

1∫
0

P 2
2l(t) ξ

1−2l
0 j2l−1(ξ0) dt;

S2,4 =

1∫
0

P2(t)P4(t) ξ−10 {j3(ξ0) + 2ξ−10 j2(ξ0)} dt;
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S2,6 =

1∫
0

P2(t)P6(t) ξ−10 {j5(ξ0) + 4ξ−10 j4(ξ0) + 8ξ−20 j3(ξ0)} dt;

B4,2 = −
1∫

0

P4(t)P2(t)
{ ξ0∫
ξ1(n)

j2(ξ′)(ξ′)−3 dξ′
}
dt;

B4,6 =

1∫
0

P4(t)P6(t) ξ−30 {j5(ξ0) + 2ξ−10 j4(ξ0)} dt;

C6,2 = −
1∫

0

P6(t)P2(t)
{ ξ0∫
ξ1(n)

j2(ξ′)(ξ′)−5dξ′
}
dt;

C6,4 = −
1∫

0

P6(t)P4(t)
{ ξ0∫
ξ1(n)

j4(ξ′)(ξ′)−5dξ′
}
dt . . . .

(62)

ßê âèäíî iç ñïiââiäíîøåíü (62),

S2l,2l ≈ S̃2l,2l = (4l + 1)−1ξ−11 j2l−1(ξ1), (63)

äå ξ1 = π ¹ áåçðîçìiðíèì ðàäióñîì çîði ó íàáëèæåííi Åìäåíà. Íåäiàãîíàëüíi êîåôi-
öi¹íòè (62) ¹ ìàëèìè âåëè÷èíàìè, ïðîïîðöiéíèìè äî êâàäðàòà åêñöåíòðèñèòåòó (äî
Ω2). Íàáëèæåííþ Å. Ìiëíà�Ñ. ×àíäðàñåêàðà [7, 8] âiäïîâiäàþòü

Ã2 = −Ω2

6
{S̃2,2}−1, Ã4 = Ã6 = . . . = 0, (64)

ùî îçíà÷à¹ ïîâíå íåõòóâàííÿ çìiíîþ ôîðìè ïîâåðõíi çîði çà ðàõóíîê îáåðòàííÿ ïðè
âèçíà÷åííi ñòàëèõ A2l.

Êîåôiöi¹íòè A2l ¹ ôóíêöiÿìè êóòîâî¨ øâèäêîñòi, à òàêîæ åêñöåíòðèñèòåòó e òà
åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà ξe, ÿêi ñàìi ¹ ôóíêöiÿìè êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Òîìó âèíèêà¹
çàäà÷à ñàìîóçãîäæåíîãî âèçíà÷åííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòðiâ åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ.
Ç óìîâè

Ω2 + (1− Ω2) y1 (ξ0(t)) +

∞∑
l=1

A2l j2l(ξ0(t)) P2l(t) = 0, (65)

çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi çîði ïðè çàäàíîìó çíà÷åííi êóòîâî¨ øâèäêîñòi ξ0(t) ≡
ξ0(t|Ω). Êîðiíü öüîãî ðiâíÿííÿ ïðè t = 1 âèçíà÷à¹ ïîëÿðíèé ðàäióñ ξp(Ω) ≡ ξ0(1|Ω),
à êîðiíü ðiâíÿííÿ ïðè t = 0 äà¹ åêâàòîðiàëüíèé ðàäióñ ξe(Ω) ≡ ξ0(0|Ω) ïðè 0 ≤ Ω ≤
Ωmax. Ðiâíÿííÿ

e2(Ω) = 1−
[
ξ0 (1|Ω)

ξ0 (0|Ω)

]2
(66)

âèçíà÷à¹ çàëåæíiñòü åêñöåíòðèñèòåòó âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi, e(Ω). Ñèñòåìà ðiâ-
íÿíü (61), (65), (66), ó ÿêié Ω ¹ íåçàëåæíèì ïàðàìåòðîì, âèçíà÷à¹ çàëåæíiñòü
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e(Ω), ξe(Ω), ξp(Ω) òà A2l(Ω) âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Öÿ ñèñòåìà ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ÷è-
ñåëüíî, ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Àëãîðèòì ïîñëiäîâíèõ iòåðàöié ¹ òàêèì.
Ïðè ïî÷àòêîâîìó çíà÷åííi Ω1 � 1 ó íóëüîâîìó íàáëèæåííi ξe(Ω) = ξp(Ω) âèçíà-
÷à¹ìî ç ðiâíÿííÿ (65) ïðè A2l = 0. Äàëi çíàõîäÿòüñÿ âåëè÷èíè S2l,2l, S2,4, . . . , C6,4

i ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü (61). Ó íàñòóïíié iòåðàöi¨ çíàõîäèìî ξp(Ω) òà ξe(Ω)
ç ðiâíÿííÿ (65) ïðè çíàéäåíèõ êîåôiöi¹íòàõ A2l, îá÷èñëþ¹ìî åêñöåíòðèñèòåò e(Ω),
çíîâó ðîçðàõîâó¹ìî S2l,2l, . . . , C6,4 i ò. ä. Îñòàòî÷íi çíà÷åííÿ A2l(Ω1) âèêîðèñòîâóþ-
òüñÿ ÿê íóëüîâå íàáëèæåííÿ äëÿ ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê ïðè Ω2 = Ω1+∆Ω i ò. ä.
Îäåðæàíi òàêèì ñïîñîáîì ñòàëi iíòåãðóâàííÿ òà õàðàêòåðèñòèêè åëiïñî¨äà íàâåäåíî
ó òàáë. 2.

Ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè çíèêàííÿ
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (65) ïðè t = 0: ïðè çíà÷åííi Ωmax åêâàòîðiàëüíèé ðàäióñ ñòà¹
áåçìåæíèì, à ïîëÿðíèé çàëèøà¹òüñÿ ñêií÷åííèì. Öå òî÷êà íåñòiéêîñòi, ïðè ÿêié
íàñòà¹ âèòiêàííÿ ðå÷îâèíè iç îêîëó åêâàòîðà ó âiäïîâiäíîñòi äî óìîâè (11). Ó íà-
áëèæåííi A2l = 0 ïðè l ≥ 2 çíàõîäèìî, ùî Ωmax = 0, 29770 . . . . Ïðè âðàõóâàííi
A2(Ω), A4(Ω), A6(Ω) îäåðæó¹ìî çíà÷åííÿ Ωmax = 0, 24607 . . . .

Ó òàáë. 2 íàâåäåíî çàëåæíiñòü e(Ω), ξe(Ω), ξp(Ω), A2(Ω) − A6(Ω), à òàêîæ ìíî-
æíèêà

η(Ω) = M(Ω)/ME (67)

âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Òóò M(Ω) ïîçíà÷à¹ ìàñó åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ ó íàáëèæåííi
A2n = 0 ïðè n ≥ 4, à ME ¹ ìàñîþ çîði-ïîëiòðîïè áåç îáåðòàííÿ. Êðiì òîãî íàâåäåíî
çàëåæíiñòü âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi áåçðîçìiðíîãî ìîìåíòó iíåðöi¨

ζ(Ω) = I(Ω)/I(0), (68)

äå I(0) = 8π2λ5ρc(π
2 − 6)/3 � ìîìåíò iíåðöi¨ â ìîäåëi Åìäåíà.

Íà ðèñ. 6 çîáðàæåíî çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ
ó ðiçíèõ íàáëèæåííÿõ. Àíàëîãi÷íî íà ðèñ. 7 ïîäàíî çàëåæíiñòü ïîëÿðíîãî ðàäióñà
âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ ó òèõ ñàìèõ íàáëèæåííÿõ.

Êðiì òîãî íà ðèñ. 8 ïîäàíî ïåðåðiç ïîâåðõíi çîði-ïîëiòðîïè âiäïîâiäíî äî ôîð-
ìóëè (65), à òàêîæ ïîâåðõíi åëiïñî¨äà çãiäíî ç ôîðìóëîþ (22) ïðè Ω = 0, 2, ïðè÷îìó
âèêîðèñòàíî e(Ω) òà ξe(Ω) ç òàáë. 2. ßê áà÷èìî, ¹ íåâåëèêå âiäõèëåííÿ ôîðìè çîði
âiä òî÷íîãî åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ.

5 Âèñíîâêè i ïåðñïåêòèâè

Çàïðîïîíîâàíèé íàìè ìåòîä îïèñó çið ó ïîëiòðîïíié ìîäåëi, ùî ãðóíòó¹òüñÿ íà
âèêîðèñòàííi iíòåãðàëüíî¨ òà äèôåðåíöiàëüíî¨ ôîðìè ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè, ¹ çàìêíó-
òèì, íå ïîòðåáó¹ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ i çàáåçïå÷ó¹ ïðîñòèé i ïðîçîðèé àëãîðèòì
ñàìîóçãîäæåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i. Ó ÷àñòêîâîìó âèïàäêó n = 0 öåé ïiäõiä äà¹
ìîæëèâiñòü îäåðæàòè òî÷íèé àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè i äîñëiäèòè
çàëåæíiñòü ôîðìè i ðîçìiðiâ çîði âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi. Îäíàê öÿ ìîäåëü çàíàäòî
ïðîñòà i ìè ðîçãëÿäà¹ìî ¨¨ íàñàìïåðåä äëÿ iëþñòðàöi¨ ìåòîäó.

Ìîäåëü ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 äà¹ çìîãó çàïèñàòè àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
äâîâèìiðíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ðiâíîâàãè ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà ïîëiíî-
ìàìè Ëåæàíäðà i ñôåðè÷íèìè ôóíêöiÿìè Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó, ó ÿêîìó ôiãóðó¹
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Ðèñ. 6: Çàëåæíiñòü åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñà ξe(Ω) âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ Ω ó ðiçíèõ íàáëè-
æåííÿõ. Êðèâà 1 ïîáóäîâàíà çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [8], êðèâi 2 i 3 âiäïîâiäàþòü ôîðìóëi
(56): êðèâà 2 âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ A2l = 0 (l ≥ 2), êðèâà 3 � âðàõóâàííþ äîäàíêiâ ç
òî÷íiñòþ äî A6 âêëþ÷íî. Êðèâà 4 ïîáóäîâàíà çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [9]
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Ðèñ. 7: Çàëåæíiñòü ïîëÿðíîãî ðàäióñà ξp(Ω) âiä øâèäêîñòi îáåðòàííÿ Ω ó ðiçíèõ íàáëèæåí-
íÿõ. Êðèâà 1 ïîáóäîâàíà çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [8], êðèâi 2 i 3 âiäïîâiäàþòü ôîðìóëi (56):
êðèâà 2 âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ A2l = 0 (l ≥ 2), êðèâà 3 � âðàõóâàííþ äîäàíêiâ ç òî÷íiñòþ
äî A6 âêëþ÷íî. Êðèâà 4 ïîáóäîâàíà çà ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [9]
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Òàáë. 2: Çàëåæíiñòü õàðàêòåðèñòèê ïîëiòðîïè ç iíäåêñîì n = 1 âiä êóòîâî¨ øâèäêîñòi

Ω e(Ω) ξp(Ω) ξe(Ω) A2(Ω) A4(Ω) A6(Ω) η(Ω) ζ(Ω)

0, 01000 0, 02739 3, 14112 3, 14230 −0, 00082 6, 10775 · 10−7 −8, 02713 · 10−10 1, 00023 1, 00062

0, 02000 0, 05478 3, 13971 3, 14443 −0, 00329 9, 796 · 10−6 −5, 15628 · 10−8 1, 00092 1, 00249

0, 03000 0, 08219 3, 13734 3, 14799 −0, 00743 4, 97925 · 10−5 −5, 91249 · 10−7 1, 00207 1, 00563

0, 04000 0, 10961 3, 13402 3, 15302 −0, 01324 0, 000158264 −3, 3532 · 10−6 1, 00369 1, 01006

0, 05000 0, 13706 3, 12973 3, 15955 −0, 02076 0, 000389238 −1, 2947 · 10−5 1, 00580 1, 01583

0, 06000 0, 16455 3, 12447 3, 16765 −0, 03003 0, 000814471 −3, 92393 · 10−5 1, 00839 1, 02298

0, 07000 0, 19208 3, 11820 3, 17737 −0, 04109 0, 00152534 −0, 00010072 1, 01150 1, 03158

0, 08000 0, 21967 3, 11092 3, 18880 −0, 05399 0, 00263535 −0, 000229121 1, 01513 1, 04172

0, 09000 0, 24733 3, 10259 3, 20205 −0, 06881 0, 00428336 −0, 000475679 1, 01933 1, 05351

0, 10000 0, 27507 3, 09318 3, 21725 −0, 08564 0, 00663789 −0, 000919578 1, 02410 1, 06707

0, 11000 0, 30291 3, 08266 3, 23456 −0, 10456 0, 00990262 −0, 00167936 1, 02951 1, 08256

0, 12000 0, 33087 3, 07097 3, 25416 −0, 12569 0, 0143237 −0, 00292837 1, 03557 1, 10016

0, 13000 0, 35900 3, 05807 3, 27632 −0, 14919 0, 0201994 −0, 00491599 1, 04237 1, 12011

0, 14000 0, 38731 3, 04388 3, 30131 −0, 17521 0, 0278935 −0, 00799698 1, 04994 1, 14270

0, 15000 0, 41586 3, 02832 3, 32953 −0, 20397 0, 0378538 −0, 0126729 1, 05839 1, 16830

0, 16000 0, 44471 3, 01127 3, 36147 −0, 23574 0, 0506373 −0, 0196514 1, 06782 1, 19736

0, 17000 0, 47394 2, 99259 3, 39779 −0, 27082 0, 0669518 −0, 0299343 1, 07834 1, 23047

0, 18000 0, 50367 2, 97208 3, 43938 −0, 30965 0, 0877136 −0, 0449518 1, 09014 1, 26843

0, 19000 0, 53407 2, 94946 3, 48752 −0, 35278 0, 11415 −0, 0667796 1, 10343 1, 31232

0, 20000 0, 56538 2, 92430 3, 54414 −0, 40103 0, 147978 −0, 0985096 1, 11855 1, 36371

0, 21000 0, 59802 2, 89594 3, 61237 −0, 45558 0, 191751 −0, 14496 1, 13597 1, 42496

0, 22000 0, 63273 2, 86321 3, 69793 −0, 51842 0, 249659 −0, 21424 1, 15648 1, 50007

0, 23000 0, 67114 2, 82368 3, 81334 −0, 59350 0, 329832 −0, 322202 1, 18158 1, 59696

0, 24000 0, 71852 2, 77019 4, 00008 −0, 69231 0, 455201 −0, 513924 1, 21544 1, 73805

0, 24100 0, 72446 2, 76320 4, 02826 −0, 70491 0, 472987 −0, 543279 1, 21980 1, 75727

0, 24200 0, 73086 2, 75562 4, 06018 −0, 71850 0, 492654 −0, 576426 1, 22449 1, 77830

0, 24300 0, 73793 2, 74724 4, 09737 −0, 73341 0, 514881 −0, 614842 1, 22964 1, 80179

0, 24400 0, 74604 2, 73767 4, 14281 −0, 75034 0, 54095 −0, 661368 1, 23546 1, 82894

0, 24500 0, 75612 2, 72593 4, 20403 −0, 77099 0, 574031 −0, 723247 1, 24249 1, 86270

0, 24600 0, 77450 2, 70593 4, 33124 −0, 80636 0, 634619 −0, 849421 1, 25413 1, 92196

0, 24601 0, 77507 2, 70536 4, 33555 −0, 80739 0, 63648 −0, 85372 1, 25445 1, 92369

0, 24602 0, 77563 2, 70481 4, 33977 −0, 80839 0, 638275 −0, 857875 1, 25477 1, 92537

0, 24603 0, 77626 2, 70418 4, 34461 −0, 80951 0, 640319 −0, 862636 1, 25512 1, 92728

0, 24604 0, 77702 2, 70344 4, 35043 −0, 81086 0, 64275 −0, 86836 1, 25554 1, 92955

0, 24605 0, 77800 2, 70249 4, 35808 −0, 81259 0, 645908 −0, 875871 1, 25608 1, 93248

0, 24606 0, 77959 2, 70100 4, 37053 −0, 81535 0, 650937 −0, 888039 1, 25693 1, 93714

0, 24607 0, 78685 2, 69478 4, 42985 −0, 82731 0, 672619 −0, 94297 1, 26065 1, 95773

íàáið ñòàëèõ iíòåãðóâàííÿ A2l (ô. (56)). Âèêîðèñòàííÿ iíòåãðàëüíî¨ ôîðìè ðiâíÿí-
íÿ ðiâíîâàãè (57) ïîâíîþ ìiðîþ iëþñòðó¹ ïåðåâàãè çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó, áî äà¹
ìîæëèâiñòü îäåðæàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ ñòà-
ëèõ iíòåãðóâàííÿ, ó çâ'ÿçêó ç ÷èì âèíèêà¹ ìîæëèâiñòü ñàìîóçãîäæåíîãî ðîçðàõóíêó
ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê åëiïñî¨äà, à òàêîæ âñòàíîâëåííÿ îáëàñòi ñòiéêîñòi çîði
ùîäî øâèäêîñòi îáåðòàííÿ. Òî÷íiñòü ðîçðàõóíêó Ωmax, ÿê i âñiõ iíøèõ õàðàêòåðè-
ñòèê çîði, çàëåæèòü âiä ÷èñëà âðàõîâàíèõ ÷ëåíiâ ðÿäó (56) i òî÷íîñòi ðîçðàõóíêó
ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ (62). ßê âèäíî ç ðèñ. 6, 7, íàáëèæåííÿ Ñ. ×àíäðàñåêàðà [8],
êîëè âðàõîâó¹òüñÿ ëèøå äîäàíîê òèïó A2j2(ξ)P2(t), à S2,2 âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(63), çàäîâiëüíî îïèñó¹ çìiíó ïîëÿðíîãî òà åêâàòîðiàëüíîãî ðàäióñiâ òiëüêè â îáëàñòi
ìàëèõ êóòîâèõ øâèäêîñòåé (Ω ≤ 0, 5Ωmax).

ßê âèäíî ç òàáë. 2, ñòàëi iíòåãðóâàííÿ A2(Ω), A4(Ω), A6(Ω), . . . óòâîðþþòü çíà-
êîçìiííèé ðÿä, ïðè÷îìó |A2l(Ω)| ∼ Ω2l. Âiäíîñíi âíåñêè äîäàíêiâ ðÿäó (56) iëþñòðó-
þòü ðèñ. 6 � 8. Ðÿä (56) ìà¹ äîáðó çáiæíiñòü, à áiëüøå ÷èñëî âðàõîâàíèõ ÷ëåíiâ ðÿäó
çàáåçïå÷ó¹ òî÷íiøi çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê. Ó öüîìó ñåíñi òî÷íiñòü ÷èñëîâèõ ðîçðà-
õóíêiâ ó ðîáîòi [9] ïðèáëèçíî âiäïîâiäà¹ âðàõóâàííÿ äîäàíêà, ïðîïîðöiéíîãî A2(Ω),
ïðè íå äóæå òî÷íîìó ðîçðàõóíêó öi¹¨ ñòàëî¨ iíòåãðóâàííÿ. Çàãàëîì âàæëèâiøèì ¹
òî÷íiøèé ðîçðàõóíîê A2(Ω), íiæ âðàõóâàííÿ äîäàíêiâ ç A4(Ω), A6(Ω).

ßê âèïëèâà¹ ç íàøèõ ðîçðàõóíêiâ, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ êóòîâî¨ øâèäêîñòi
Ωmax çìåíøó¹òüñÿ â 1,9 ðàçà ïðè ïåðåõîäi n = 0 äî n = 1. Ç ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè
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Ðèñ. 8: Ôðàãìåíò ïåðåðiçó åëiïñî¨äà îáåðòàííÿ â îêîëi åêâàòîðà ïðè Ω = 0, 2. Êðèâà 1 çî-
áðàæà¹ ïåðåðiç ïîâåðõíi åëiïñî¨äà ó íàáëèæåííi A2l (l ≥ 2), êðèâà 2 âiäïîâiäà¹ íàáëèæåííþ
A2l (l ≥ 4), êðèâà 3 � ÷àñòèíà åëiïñà, ïîáóäîâàíà ó âiäïîâiäíîñòi äî ôîðìóëè (22), ó ÿêié
âèêîðèñòàíî ξe(Ω) òà e(Ω), âçÿòi ç òàáë. 2

Ð. Äæåéìñà [9], ó ÿêié ðîçãëÿíóòî ïîëiòðîïè ç iíäåêñàìè n = 1, 3/2, 2, 3, ìîæíà
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî Ωmax ìà¹ òàêó ïðèáëèçíó çàëåæíiñòü âiä iíäåêñà ïîëiòðîïè:
Ωmax(n) ≈ Ωmax(1) · 21−n. Çìåíøåííÿ îáëàñòi çìiíè Ω ¹ ïiäñòàâîþ äëÿ òîãî, ùîáè
ïðîïîíîâàíèé íàìè ìåòîä çàñòîñóâàòè äî îïèñó ðiâíîâàãè ïîëiòðîï ç n > 1, ëiíåà-
ðèçóâàâøè ðiâíÿííÿ (9) çà äîïîìîãîþ ïiäñòàíîâêè

Yn(ξ, θ) = yn(ξ) + Ψn(ξ, θ), (69)

âðàõîâóþ÷è ó ïðàâié ñòîðîíi öüîãî ðiâíÿííÿ ëèøå ëiíiéíi çà Ψn(ξ, θ) ÷ëåíè, çãiäíî
ç ìåòîäèêîþ Å. Ìiëíà [7].
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New method of calculation of stellar equilibrium with axial rotation
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New method for the calculation of equilibrium of stars with axial rotation was
proposed in the frame of polytropic model. Our approach is based on the si-
multaneous use of di�erential and integral forms of equilibrium equation. The
system of the equations is exactly determined and allows to calculate correctly
integration constants. General method is illustrated in the case of linear equati-
ons describing the equilibrium of polytropes with indexes n = 0 and n = 1.
The solution of two-dimensional di�erential equations in partial derivatives
were represented in analytical form. The dependence of surface shape, mass
and volume of star on angular velocity were investigated in the case n = 0, it
was showed the presence of two modes � ellipsoidal and disk and determined
the critical value of velocity Ωmax. For the polytrope with index n = 1 the
solution of the second order di�erential equation in partial derivatives can be
represented in the form of expansion in series by spherical Bessel functions of
�rst kind and Legendre polynomials of radial variable. Unlike works of E. Milne
and S. Chandrasekhar, which are based on perturbation theory with respect
to rotation, in our works integration constants are determined self-consistenly
with accurate consideration of the ellipsoidal shape of the stellar surface. The
solution of linear system of algebraic equations for the integration constants are
determined simultaneously with the eccentricity and equatorial radius by iterati-
on method. The dependences of the characteristics of star (polar and equatorial
radii, eccentricity, mass, volume, moment of inertia) on the value of dimensi-
onless angular velocity Ω were calculated. At small values Ω our results coincide
with the results of E. Milne, S. Chandrasekhar and R. James and are signi�-
cantly di�erent from them at small velocities, which are closed to the critical
Ωmax. The last one is approximately on 20% less than calculated by R. James.
The results of numerical calculation were represented in the form of tables and
�gures.

Key words: polytropic-stars, heterogeneous ellipsoids, axial rotation, mechani-
cal equilibrium equation, stability of stars.
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