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Розроблено математичну модель електромагнітного трансформатора напруги. Явище 
гістерезису відтворено на моделі Джилса-Атертона, у якій враховано вплив швидкості 
перемагнічування на величину коерцитивної сили.  
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Вступ 

Труднощі проведення натурного вивчення ферорезонансних процесів (ФРП) та пов’язана 
із цим небезпека пошкодження обладнання підстанції сприяли становленню математичного 
моделювання як основного засобу вивчення ФРП. Найскладнішою частиною математичної 
моделі для дослідження ФРП є модель нелінійного електромагнітного трансформатора 
напруги (ТН). Проблемі дослідження ФРП присвячено велику кількість робіт як вітчизняних, 
так і закордонних авторів, однак є підстави вважати, що проблему ще остаточно не 
розв’язано. Зазвичай автори під час формування математичної моделі електромагнітного ТН 
здійснюють значні спрощення: магнітну систему враховують лише за основною кривою 
намагнічування, не враховують каскадність, використовують кусочно-лінійну апроксимацію 
тощо [1, 2]. Враховуючи велику чутливість характеру розвитку ферорезонансного процесу до 
початкових умов та точності опису параметрів елементів схеми заміщення, будь-які 
спрощення розрахункової схеми призводять до значних похибок під час моделювання. 

Метою цієї роботи є розробка математичної моделі електромагнітного трансформатора 
напруги для дослідження ферорезонансних процесів у розподільчих пристроях з 
урахуванням явища гістерезису та каскадності.  

Схема заміщення електромагнітного трансформатора напруги 

Електромагнітні трансформатори типу НКФ, які використовують у розподільчих 
пристроях (РП) підстанцій електричних мереж напругою 110 – 500 кВ, мають каскадне 
виконання. Кожен каскад представляє собою окремий трансформатор із нерозгалуженим 
магнітопроводом (рис. 1), тому магнітний потік через усі котушки одного каскаду можна 
вважати однаковим. 

 

 
Рис. 1. Магнітна система каскаду ТН 

 
Електрична схема заміщення каскаду ТН представлена на рис. 2. Активні опори та 



ЕНЕРГЕТИКА ТА ЕЛЕКТРОТЕХНІКА 

Наукові праці ВНТУ, 2014, № 4 2 

індуктивності розсіювань представлені елементами 1,R 2 ,R 1,L 2.L 1 2,n n  – кількості витків 
відповідно первинної та вторинної обмоток. 

 
Рис. 2. Електрична схема заміщення каскаду трансформатора 

 
Напруженість магнітного поля, зумовлену струмами в обмотках трансформатора, 

визначають за співвідношенням: 

 
срl

niniH 2211 
 , (1) 

де срl  – середня довжина магнітної силової лінії. 
Магнітний потік можна розраховувати за формулою: 

 ( )B H S   , (2) 

де S  – переріз магнітопроводу ТН. 

Функції апроксимації кривих намагнічування 

Для моделювання нелінійних індуктивних елементів найчастіше застосовують основну 
криву намагнічування, що представляє собою геометричне місце вершин гістерезисних 
циклів, отриманих під час циклічного перемагнічування осердя. Вона може бути 
представлена у вигляді залежностей потокозчеплення від струму намагнічування обмотки 

( )f i   або магнітної індукції від напруженості магнітного поля ( )B f H . Також можна 
використовувати обернені функціональні залежності. У роботі [3] наведено низку варіантів 
апроксимації кривих намагнічування. Розглянемо їх детальніше. 

Кусочно-лінійна апроксимація передбачає заміну реальної кривої ламаною з кількома 
точками злому. Кількість лінійних ділянок залежить від необхідної точності відображення 
кривої намагнічування та діапазону її зміни. Основною перевагою використання кусочно-
лінійної апроксимації є можливість переходу до розв’язку лінійної задачі. А основним 
недоліком цього наближення є стрибкоподібна зміна похідної під час переходу від однієї 
ділянки до іншої, що може призвести до неприпустимих похибок під час використання 
числових методів, тому під час дослідження ферорезонансних схем використання цієї 
функції апроксимації є обмеженим. 

Логарифмічна та експоненціальна апроксимації обмежені задачами розрахунку магнітних 
кіл із постійними полями, тому під час дослідження ферорезонансних схем використання 
цих функцій апроксимації є нераціональним. Гіперболічна апроксимація основної кривої 
намагнічування має наближення до реальної кривої лише в областях сильних полів, тому під 
час дослідження ферорезонансних схем використання цієї апроксимації взагалі є 
неприпустимим. 

Загалом широке застосування мають степеневі функції, оскільки вони дозволяють 
виконувати розрахунки магнітних кіл зі змінними магнітними полями. Точність апроксимації 
реальної кривої степеневим поліномом пропорційна кількості членів полінома. Однак 
збільшення кількості членів поліному призводить до ускладнення визначення коефіцієнтів 
полінома. 

Функції гіперболічних синуса і тангенса під час розкладання в ряд перетворюються у 
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степеневі поліноми. Апроксимації гіперболічними синусом і тангенсом близькі до 
апроксимації степеневим поліномом і в багатьох випадках мають достатню збіжність із 
даними натурних експериментів. 

Метод сплайнів є доволі ефективним за умови пред’явлення жорстких вимог до точності 
апроксимації кривої намагнічування. За рахунок застосування різних апроксимувальних 
функцій на окремих ділянках кривої намагнічування досягають неперервністі не тільки самої 
сплайн-функції, але і її похідної. Обмеженням використання методу сплайнів є громіздкість 
розрахунків. 

Високої точності апроксимації кривої намагнічування вдається досягнути використанням 
раціональних функцій. Однак для визначення коефіцієнтів апроксимації необхідно 
використовувати велику кількість експериментальних точок (2n+1), що не завжди можливо 
через обмеженість вихідних даних. 

Широкого розповсюдження набуло застосування функцій з арктангенсами під час 
апроксимації кривих намагнічування нелінійних індуктивних елементів, оскільки як сама 
функція, так і її похідна обчислюються порівняно просто за достатньої відповідності 
оригіналу, тому для подальших досліджень у якості моделі була застосована арктангенсна 
функція апроксимації з трьома коефіцієнтами та лінійним членом [2]:  

  B arctg H H     , (3) 

де , ,    – коефіцієнти апроксимації. 

Моделювання магнітного гістерезису 

Під час моделювання ферорезонансних процесів за основною кривою намагнічування 
явище гістерезису зазвичай пропонують враховувати введенням до розрахункової моделі 
активної поперечної провідності. Однак таке врахування явища гістерезису накладає певні 
неточності, що в поєднанні із чутливістю ферорезонансних процесів може призвести до 
хибних результатів моделювання, тому під час моделювання ферорезонансних процесів слід 
використовувати моделі гістерезису. У більшості комп’ютерних стимуляторів явище 
гістерезису описують за моделями Дж. Чана [4] та Джилса-Атертона [5]. Модель Дж. Чана є 
простішою, однак вона не дозволяє достатньо точно відтворити основну криву 
намагнічування, що є дуже важливим під час моделювання ферорезонансних процесів. 
Основою моделі Джилса-Атертона є безгістерезисна крива, яка представляє собою 
залежність безгістерезисної намагніченості від напруженості магнітного поля. Модель 
Джилса-Атертона дозволяє максимально точно відобразити основну криву намагнічування, 
тому під час моделювання ферорезонансних процесів доцільно використовувати саме її. 

Зв'язок між магнітною індукцією, напруженістю магнітного поля та намагніченістю 
описують співвідношенням:  
 0 ( )B M H  . (4) 

Виразивши із цієї рівності намагніченість і підставивши магнітну індукцію із (3), 
отримаємо залежність безгістерезисної намагніченості від напруженості магнітного поля: 

  
0 0 0

1( ) ( ) 1an anM H B H H arctg H H 


  
 

      
 

. (5) 

Похідна безгістерезисної намагніченості від напруженості магнітного поля має доволі 
простий математичний запис: 

 .
)H(dH

dM an 1
1
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2
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Опис гістерезисних процесів у феромагнетику ґрунтується на теорії руху доменних стінок 
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у змінному магнітному полі. Ефект відставання внутрішнього поля під час перемагнічування 
подібний до ефекту сухого тертя між доменними стінками.  Реальні процеси 
перемагнічування феромагнітних матеріалів супроводжуються пружним вигином доменних 
границь, тому гістерезисна модель має враховувати ефект в’язкого тертя, що досягається 
врахуванням добавки пропорційної до похідної безгістерезисної намагніченості від 
напруженості магнітного поля. У результаті отримуємо рівняння: 

 ,
dH

dM
C

C
K

MM
dH
dM anan 







1
  (7) 

де K  – величина коерцитивної сили петлі гістерезису;   – коефіцієнт, що враховує напрям 
перемагнічування.  

Однією із основних характерних рис ферорезонансних процесів є значне спотворення 
форми кривих струму та напруги, тобто виникнення вищих гармонійних складників. Іншою 
особливістю ферорезонансних схем є можливість виникнення усталених коливань на 
частотах, відмінних від частоти мережі, насамперед на третій субгармоніці.  

Модель Джилса-Атертона за змінних значень швидкості намагнічування, що має місце під 
час ферорезонансу, має розбіжності з експериментальними результатами. Основним 
параметром, що характеризує динамічні властивості (насамперед, втрати) феромагнітних 
матеріалів є залежність коерцитивної сили від швидкості перемагнічування. У роботі [6] 
автори пропонують апроксимувати згадану залежність лінійною функцією виду: 

 0C C hcf
dHH H K
dt

   , (8) 

де 0 ,C hcfH K  – коефіцієнти лінійної регресії. 
Підставивши значення розрахованої за (8) коерцитивної сили у рівняння (7), отримаємо 

повне рівняння перемагнічування феромагнітного осердя ТН: 

 .
dH

dM
C

C

dt
dHKH

MM
dH
dM an

hcfC

an 








1
0

  (9) 

Отримані рівняння (2), (3) та (7) представляють собою кінцеву модель для опису магнітної 
системи кожного окремого каскаду електромагнітного трансформатора напруги. Розроблена 
модель була реалізована в середовищі Matlab. Отримана для одного каскаду НКФ-330 
гістерезисна крива  представлена на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Крива гістерезису одного каскаду НКФ-330 

 
Результати чисельного моделювання із використанням розробленої моделі каскаду ТН 
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показали, що врахування явища гістерезису має значний вплив, насамперед, на границі 
областей існування ферорезонансних процесів, а також на виникнення та перебіг 
ферорезонансних процесів на субгармоніках.  

 

Висновки 

Розроблено модель трансформатора напруги, яка враховує каскадність і явище 
гістерезису. Ураховано вплив швидкості перемагнічування осердя трансформатора на 
величину втрат активної енергії, що вкрай важливо, оскільки ферорезонансні процеси 
супроводжуються значним спотворенням форми кривої струму та можуть виникати на 
частотах, відмінних від основної. 
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MODEL OF ELECTOMAGNETIC VOLTAGE TRANSFORMER FOR 
STUDY OF FERRORESONANCE PROCESSES 

Mathematical model of electromagnetic voltage transformer has been developed. The phenomenon of 
hysteresis is simulated on Jiles-Atherton model, that takes into consideration the impact of reversal of 
magnetization speed on the value of coercive force.  

Key words: ferroresonance, basic curve of magnetization, hysteresis, model of Jiles-Atherton. 

Introduction  

Problems, dealing with realization of field study of ferroresonance processes (FRP) and danger of 
damaging the equipment of substations, contributed to the formation of mathematical simulation, as 
the main tool for studying FRP. The most complex part of mathematical model for FRP investigation 
is the model of non-linear electromagnetic voltage transformer (VT). Many papers both of Ukrainian 
and foreign authors are devoted to the problem of FRP study, but there are reasons to think that the 
problem has not been solved yet. As a rule, the authors in the process of formation of mathematical 
model of electromagnetic VT perform considerable simplifications: they take into account magnetic 
system only by main magnetization curve, without taking into consideration the stage character, use 
piecewise-linear approximation, etc. [1, 2]. Taking into consideration high sensitivity of 
ferroresonance process development character to initial conditions and accuracy of equivalent circuit 
elements parameters description, any simplifications of calculation circuit result in considerable 
errors in the process of simulation. 

The aim of the given study is to develop mathematical model of electromagnetic voltage 
transformer for investigation of ferroresonance processes in distributive devices, taking into account 
the phenomenon of hysteresis and stage character.  

Equivalent circuit of electromagnetic voltage transformer 

Electromagnetic transformer of НКФ type, used in distributive devices (DD) of substations of 
110 – 500 кV electric grids are of stage form realization. Each stage is separate transformer with 
single - path magnetic circuit (Fig. 1). That is why, magnetic flux across all the coils of one stage 
may be considered to be uniform. 

 

 
Fig. 1. Magnetic system of VT stage 

 
Electric equivalent circuit of VT stage is presented in Fig. 2. Active resistances and leakage 

inductances are presented by elements 1,R 2 ,R 1,L 2.L 1 2,n n  – number of turns of primary and 
secondary windings, correspondingly. 
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Fig. 2. Electric equivalent circuit of transformer stage 

 
Magnetic intensity, caused by currents in transformer windings, is determined by the relation: 

 
avl

niniH 2211 
 , (1) 

where avl  – average length of magnetic line of force. 
Magnetic flux may be calculated by the formula: 

 ( )B H S   , (2) 

where S  – cross-section of VT magnetic circuit. 

Approximation functions of magnetization curves  

Main magnetization curve is often used for simulation of non-linear inductive elements, this curve 
is a geometric place of hysteresis cycles vertices, obtained during cycle reversal of magnetization of 
the core. It may be presented in the form of magnetic-flux linkage dependences on magnetizing 
current of winding )i(f  or magnetic induction from magnetic field intensity ( )B f H . Also 
inverse functional dependences may be used. In [3] some variants of magnetization curves 
approximation are presented. We will consider them in details. 

Piecewise-linear approximation provides replacement of real curve by broken one with several 
breakpoints. The number of linear sections depends on the necessary accuracy of magnetization 
curve representation and the range of its change. Main advantage of using piecewise-linear 
approximation is the possibility of transition to solution of the linear problem. But the main 
drawback of the given approximation is discontinuous  change of the derivative during the transition 
from one section to another, that may lead to inadmissible errors while using numerical methods. 
That is why, in the process of investigation of ferroresonance circuits usage of the given 
approximation functions is limited. 

Logarithmic and exponential approximations are limited by the problems of calculation of 
magnetic circuits with static fields, that is why, in the process of ferroresonance circuits study the 
usage of the given approximation functions is unreasonable. Hyperbolic approximation of the main 
magnetization curve has approximation to real curve only in the areas of strong fields, hence , in the 
process of ferroresonance circuits study, the usage of the given approximation is inadmissible. 

On the whole, power functions are widely used, because they allow to carry out calculations of 
magnetic circuits with varying magnetic fields. Accuracy of approximation of real curve by power 
polynomial is proportional to the number of polynominal members. However, increase of the number 
of polynominal members leads to complication of polynominal coefficients determination. Functions 
of hyperbolic sine and tangent while expension into a series are transformed into power 
polynominals. 

Approximations by hyperbolic sine and tangent are close to the approximation by power 
polynominal and in many cases coincide with the data of field experiments. Method of splines is 
rather efficient on condition of rigid requirements to the approximation accuracy of magnetization 
curve. As a result of application of various approximating functions at certain sections of 
magnetization curve continuity not only of spline-function itself  but  also its derivative is achieved. 

Limitation of spline-method usage is cumbersome calculations. 
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High accuracy of magnetization curve approximation can be achieved, using rational functions. 
However, for determination of approximation coefficients it is necessary to use a large  number of 
experimental points (2n+1), but this is not always possible because of output data limitation. 

Functions with arc tangent are widely used while approximation of magnetization curves of non-
linear inductive elements, as the functions itself and its derivative are calculated rather easy in case of 
sufficient correspondence with the original. That is why, for further research, the arc tangent 
function of approximation with three coefficients and linear member was used as a model [2]: 
   HHarctgB   , (3) 

where , ,    – approximation coefficients. 

Simulation of magnetic hysteresis  

In the course of ferroresonance processes simulation   by the  main magnetization curve the 
phenomenon of hysteresis is suggested to be taken into consideration by  introducing into calculation 
model active transversal conductance. However, such account of the hysteresis phenomenon causes 
certain inaccuracy, which in combination with sensitivity of ferroresonance processes may lead to 
erroneous results of simulation. That is why, during simulation of ferroresonance processes  
hysteresis models should be used. In greater part of computer simulators the phenomenon of 
hysteresis is described, using models of J. Chan [4] and Jiles-Atherton [5].        J. Chan model is 
simpler, but it does not allow to reproduce with sufficient accuracy main magnetization curve, that is 
very important for ferroresonance processes simulation. The basis of Jiles-Atherton models is non-
hysteresis curve, that is the dependence of non-hysteresis magnetization on the magnetic field 
intensity. Jiles-Atherton model allows to represent very accurately main magnetization curve, that is 
why, for simulation of ferroresonance processes  it is expedient to use this model. 

The connection between magnetic induction, magnetic field intensity and magnetization is 
described by the relation:  
 )(0 HMB   . (4) 

Having expressed from the given equality the magnetization and substituted magnetic induction from 
(3), we obtain the dependence of non-hysteresis magnetization on magnetic field intensity: 

  
0 0 0

1( ) ( ) 1an anM H B H H arctg H H 


  
 

      
 

. (5) 

The derivative of non-hysteresis magnetization from magnetic field intensity has rather simple 
mathematical notation: 

 2
0

1 1
1 ( )

andM
dH H

 


 
 

   
  

 (6) 

The description of hysteresis processes in ferromagnet is based on the theory of domain walls motion 
in varying magnetic field. The effect of internal field lag while reversal of magnetization is similar to 
the effect of dry friction between the domain walls. Real processes of reversal magnetization of 
ferromagnetic materials are accompanied by elastic bend of domain boundaries. That is why, 
hysteresis model must take into account the effect of viscous friction, that is achieved by account of 
addition of  proportional to the derivative  non-hysteresis magnetization from the intensity of 
magnetic field. As a result, we obtain equation: 

 
1

an anM M dMdM C
dH K C dH




   


 (7) 

where K  – value of coercive force of hysteresis loop;   – coefficient that takes into account the 
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direction of reversal of magnetization.  
One of the main characteristics of ferroresonance processes is considerable distortion of the form 

of current and voltage curves, i. e. arising of higher harmonic components. Another characteristic 
feature of ferroresonance circuits is the possibility of origination of stable oscillations on the 
frequencies, different from the frequency of the grid, first of all, on the third sulharmonic. 

Jiles-Atherton model at variable values of magnetization rate, taking place during ferroresonance, 
has the discrepancy with experimental results. Main parameter, characterizing dynamic properties  
(first of all losses) of ferromagnetic materials is the dependence of coercive force on reversal of 
magnetization rate. In [6] the authors propose to approximate the above-mentioned dependence by 
the linear function of the type: 

 0C C hcf
dHH H K
dt

   , (8) 

where 0 ,C hcfH K  – coefficients of linear regression. 
Having substituted the value of coercive force, calculated by (8) in the equation (7) we obtain the 

complete equation of reversal of magnetization of ferromagnetic core of VT: 

 
0

1
an an

C hcf

M M dMdM C
dHdH C dHH K
dt




   
 

 (9) 

The obtained equations (2), (3 ) and (7)  represent final model for the description of magnetic 
system of each separate stage of electromagnetic voltage transformer. The developed model was 
realized in the environment Matlab. Hysteresis curve, obtained for one stage НКФ-330 is shown in 
Fig. 3. 

The results of numerical modeling, using the developed model of VT stage, showed that taking 
into account the phenomenon of hysteresis performs considerable impact, first of all, on the 
bounderies of areas, where ferroresonance processes exist,  also on origination and the course of 
ferroressonance processes on subharmonics.  

 

 
Fig. 3. Hysteresis curve of one stage of НКФ-330 

Conclusions 

The model of voltage transformer, that takes into account stages and hysteresis phenomenon has 
been developed. The impact of reversal of magnetization rate of transformer core on the value of 
active energy losses is taken into consideration, it is extremely important, because ferroresonance 
processes are accompanied by considerable distortion of current curve form and may appear at the 
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frequencies, different from the basic one. 
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