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Обчислено та зіставлено термодинамічні функцій електронного газу у сильноанізотропних 
шаруватих напівпровідниках (GaSe, In4Se3) для трьох моделей залежності енергії від квазіімпульсу. 
Показано, що розрахунок термодинамічних функцій навіть для квазікласичного газу електронів виявляє 
недоліки моделі. Отримані залежності термодинамічних функцій від параметра перемішування  
узгоджуються із висновками інших авторів  і вказують на звуження галузі застосовності теорії 
пружності та наближення Дебая в таких кристалах. 

Ключові слова: сильно анізотропні шаруваті напівпровідники, термодинамічні функції, 
одночастинкові  електронні спектри. 

 
Вступ 
Шаруваті матеріали забезпечили поступ у розвитку фотоелектронних та електронних 

пристроїв.  Притаманна тільки таким кристалам процедура інтеркаляції відкрила нові обрії в галузі 
накопичувачів енергії, зокрема такі шаруваті напівпровідники, як A3B6 мають неабияку перспективу 
як матеріали для водневої енергетики. А, отже, важливо розуміти та вміти передбачати фізичні 
процеси, що відбуваються у таких напівпровідниках. Вихідним положенням для цього є знання 
коректної моделі одночастинкового спектра, що задовільно відображає особливості цих матеріалів. 
Шаруваті кристали містять у елементарній комірці атоми двох або більше шарів, зв'язок між якими 
описується слабкою Ван-дер-Ваальсовою взаємодією, яка згідно із [1] становить лише 2 – 3% від 
величини внутрішнього зв’язку. Для врахування такої особливості хімічного зв’язку  у [2 – 4]  був 
запропонований закон дисперсії, що містить косинусоїдальну залежність вздовж осі kz, отриману із 
наближення сильного зв’язку. Така дисперсія добре узгоджується із висновками роботи [5], у якій 
досліджуються особливості кінетичних, гальваномагнітних та квантових осцилятивних  
властивостей  шаруватого напівпровідника InSe, а також вивчається вплив інтеркаляції літієм та 
свинцем на його властивості у області температур 4,3 – 300 К.  Теоретичний аналіз, проведений у 
[6], вказує на те, що внаслідок двовимірності електронного газу: а) повинен спостерігатися 
від’ємний коефіцієнт магнітоопору; б) повинна виконуватися умова ( )ln−: Hδρ для слабкого та 

( )ln: Hδρ  для сильного  поля. Обидва твердження підтверджені експериментальними даними [5]. 
У [7] отримано обидві особливості магнітоопору при 10<T K . Двовимірний характер провідності 
InSe при низьких температурах проявляється і у особливостях квантових осциляцій магнітоопору, 
які спостерігалися для кутів нахилу магнітного поля відносно осі С, менших від критичного, а  
частота осциляцій визначається лише компонентою магнітного поля паралельного С-осі. Тому 
автори [7] доходять висновку, що поверхня Фермі має форму циліндра із твірною, паралельною до 
С-осі.  Про спостереження двовимірного електронного газу у InSe при низьких температурах 
свідчить і робота [8]. Тобто існує достатньо аргументів на користь одночастинного спектра 
електронів, запропонованого у [2–4].  

Однак велика кількість дослідників вважають, що достатньо для опису електронів у 
шаруватих напівпровідниках користатися звичайною параболічною дисперсією із відмінними 
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поперечною та поздовжньою ефективними масами. Інакше кажучи, що особливість хімічного 
зв’язку та фізичних властивостей таких матеріалів не проявляється у одночастинкових спектрах 
електронів [9]. Зіставлення термодинамічних функцій електронного газу, проведене у цій роботі, 
покаже, що насправді як параболічна, так і модель із сильного зв’язку дають збіжні результати у 
разі слабковиродженого газу електронів. Тобто, існує великий клас задач із фізичними параметрами 
(високі температури та низькі концентрації носіїв), для яких обидві моделі еквівалентні, а отже, 
доцільно використовувати простішу (параболічну) дисперсію. 

Відомі роботи [10–12], в яких електронний спектр шаруватого напівпровідника In4Se3 
подається у вигляді суми, що містить складові квазіімпульсу у другому та четвертому порядках. 
Можна розглядати такий запис як розклад рівняння для ізоенергетичної поверхні за поліномами, 
що повинен бути тим досконаліший, чим вищого порядку поліном використовується. Знаходження 
термодинамічних функцій для електронного газу, що описується такою дисперсією, дозволяють 
дійти висновку щодо використаних коефіцієнтів розкладу.  

Аналіз термодинамічних величин сильновиродженого електронного газу дає змогу зробити 
такі висновки. 

 
Моделі  одночастинковий спектрів 
Розглянемо електронний газ із ізоенергетичними поверхнями, що описуються трьома 

моделями.  
1. Параболічною, наприклад [13–15] 
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2. Моделлю, отриманою із наближення сильного зв’язку [2–4]  
( )2( ) 1 cos⊥= + −

r
E k k zα γ .                                                             (2) 

3. Моделлю, отриманою при розкладі ізоенергетичної поверхні за поліномами [10–12].   

( ) 2 2 2 4 4 4
1 2 3 1 2 3  = − − − + + + +

r
x y z x y zE k k k k k k k Cα α α β β β .                                 (3) 

Модель 3 автори [10 – 12] використовують для опису електронного спектра у In4Se3  – пря-
мозонного напівпровідника, плівки якого мають великі перспективи використання у фотоволь-
таїчних пристроях [16]. Обчислення термодинамічних функцій проводилися із значеннями 
ефективних мас та параметрів, наведених у [10–12].   

Статистична сума моделі 1 відома, наприклад [13, 14] 
2/ 3

1 3
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VZ m m

h
πθ .                                                                      (4) 

Для моделі 2 вираз для статистичної суми (Z) доводиться у [17] 
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де tm  – ефективна маса у площині шару, d –стала ґратки у напрямку kz, V – об’єм та Lz – розмір 
зразка у напрямку, перпендикулярному до шарів.  

Для моделі 3 вираз для статистичної суми вперше отримано у [18]:  
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D-n(x)– функція параболічного циліндра, ai  – сталі ґратки In4Se3,  αi– коефіцієнти у E(k) при k2,βi – 
коефіцієнти у E(k) при k4.  

 
Внутрішня енергія слабковиродженого газу електронів  
Для квазікласичного (слабковиродженого) газу вираз для внутрішньої енергії у разі пара-

болічної дисперсії відомий. Для моделі 2 ми отримали вираз для внутрішньої енергії у [19] 
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Для моделі 3, з огляду на складний вираз статистичної суми, наводимо лише числові 
обчислення внутрішньої енергії. Отримані значення внутрішньої енергії та її зміни із температурою 
подаємо на рис. 1. Як бачимо із рис. 1, хоча вираз для внутрішньої енергії (7) виглядає геть 
відмінним від 1,5θ  (значення внутрішньої енергії для класичного та параболічного газу), для всієї 
області зміни ми отримаємо практично збіжні числові значення для моделей 1 та 2. Дійсно, адже у 
квазікласичного газу внутрішня енергія визначається лише ступенями вільності, однаковими для 
всіх трьох моделей. 
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Рис. 1. Зміна внутрішньої енергії із температурою: 
а – для класичного випадку, параболічного спектра та моделі 2; б – для моделі 3 

 
Щодо моделі 3, то отримані нами від’ємні значення внутрішньої енергії не можна зрозуміти 

фізично (це якийсь “віртуальний” газ, для створення якого потрібно затратити енергію).  Для пояс-
нення отриманих розбіжностей розглянемо детально ізоенергетичну поверхню у зоні Бріллюена для 
моделі 3 в околі точки Г (рис. 2). Як бачимо, записаний у (3) закон дисперсії із параметрами [10–12] 
описує зону провідності, у якої мінімум зміщується із точки Г(0 0 0) у деяку загальну точку із 
координатами (0,109  0,1211 0,0324)  у безрозмірних одиницях.  Значення внутрішньої енергії, що 
збігаються із моделями 1, 2, можна отримати для моделі 3, якщо провести інтегрування, починаючи 
від точки 0,0723, оминаючи точку Г (рис.3). У такому разі, як бачимо, отримано збіжні значення 
внутрішньої енергії для всіх трьох моделей. Однак, при цьому вилучена із розгляду найцікавіша та 
найважливіша точка мінімум зони провідності (Г). Очевидно таке протиріччя пов’язане із погано 
заданими параметрами моделі 3. Отже, доходимо висновку, що знаходження термодинамічних 
функцій навіть для слабковиродженого газу електронів дозволяє виявити недоліки моделей 
одночастинкового спектра. 
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Рис. 2. Ізоенергетичні поверхні моделі 3 в околі точки Г 
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Рис. 3. Внутрішня енергія для 1, 2  

та “підправленої” 3 
Рис. 4. Зміна з температурою теплоємності 

електронного газу моделей 1 та 2 
 

Інші термодинамічні функції квазікласичного газу електронів 
Отже, відкладемо до кращих часів модель 3 і обмежимо наступні зіставлення моделями 1 та 2. 

Використаємо при обчисленнях параметри GaSe, наведені у [20]. У [21] доводиться вираз для 
термодинамічного потенціалу Гіббса слабковиродженого газу, записаного через статистичну суму 
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Який для моделі 2 набуде вигляду [22]: 
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А ентропія, обчислена як похідна від (9) за температурою така: 

                  ( ) ( )
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Обчислений за виразом (9) термодинамічний потенціал порівнюється із Ω1. Ми отримуємо 
різні значення. Термодинамічний потенціал моделі (2) за модулем менший від термодинамічного 
потенціалу моделі (1) приблизно на 2,8 – 2,9 %. Частково таку відмінність можна пояснити 
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“неповноправним” ступенем вільності, що є у моделі 2. Ентропія моделі 1 та моделі 2 – (10) прак-
тично збігаються, відносна різниця 2S  від  1S  становить 41,1 10 %−⋅  при 250 К та 53,7 10 %−⋅  при  
550 К. Для обох моделей ентропія слабко змінюється із температурою – відносна зміна  1S  при 550 К по 

відношенню до 250 К становить 63,1 10 %−⋅ , аналогічна відносна зміна 2S становить 57,9 10 %−⋅ . 
Теплоємність для моделі 2, обчислена як похідна від (7) за температурою така: 

( )
( )

( )
( )

2

2 2 1
2

0 0

1  
     = + −       

I I
C Nk

I I
δ δ

δ
δ δ

.                                                (11) 

На рис. 4 показана зміна із температурою теплоємності (11) та теплоємності, отриманої із 
моделі (1). 

Як бачимо (рис. 4), отримано дещо вищі значення для теплоємності   електронного газу 
моделі 2. Однак це близькі за величиною значення: відносні відхилення  від C1 зростають від 1,32% 
при Т = 200 К до 4,34% при Т=550 К. Окрім того, теплоємність електронного газу моделі 2, 
сильніше залежить від температури. Опосередковані пояснення залежності C2(T) 
слабковиродженого газу електронів знаходимо у [20] при простеженні зміни температури Дебая з 
температурою.  

 
Залежність термодинамічних функцій від параметра перемішування  
Зазначимо, що модель 2 приваблива тим, що містить параметр γ – параметр перемішування, 

який визначається як матричний елемент гамільтоніана на електронних станах атомів різних шарів. 
У шаруватих матеріалах відбувається насичення зв’язків у межах шару, в той час як між шарами 
хвильові функції перекриваються незначно, що приводить до малості цього параметра. Фізичний 
зміст параметра – ширина дозволеної зони на границі зони Бріллюена у напрямку kz(T). Існує 
велика кількість експериментальних даних, що вказують на те, що інтеркаляції приводять до 
розширення елементарної комірки, за рахунок збільшення віддалі між шарами [23, 24]. 

Вважаємо, що кількість інтеркальованих атомів не істотно впливає на концентрацію 
електронів, однак змінює γ  у (2) [25]. На рис. 5 показано залежності внутрішньої енергії та 
теплоємності від γ . Числові значення та термодинамічного потенціалу практично не змінювалися 
із зміною γ .  

0.05 0.10 0.15 0.20
0.05
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
0.50
0.55
0.60
0.65
0.70

U
  Д
ж

 

g, еВ  

 100 K
 200 K
 300 K

 
а 

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

1.4

1.6

1.8

2.0

2.2

2.4

C
v  
м
Д
ж

/К
 

g, еВ       

 100 K  
 200 K  
 300 K  

 
б 

Рис. 5. Залежності внутрішньої енергії (а)  



Вісник Національного університету “Львівська політехніка”, Електроніка, № 798, 2014 8 

та теплоємності (б) від температури в моделі 2 
Як очевидно з рис. 5, зміна цього параметра у електронному спектрі приводить до немоно-

тонностей у енергії та теплоємності. Наявність таких особливостей можна пояснити  переходом 
Ліфшиця [26–28] від замкнених до відкритих ізоенергетичних поверхонь, які є у таких кристалах. З 
рис. 5. б бачимо, що зміна γ  істотно впливає на енергії відкритих  ізоенергетичних поверхонь, і 
значно менше змінює енергію замкнених ізоенергетичних поверхонь. Такий висновок підтверд-
жується роботою [29], в якій досліджується вплив гідростатичного тиску на енергетичний спектр 
InSe і показано істотне зростання енергій зон з малою дисперсією в напрямку [001], порівняно із 
іншими. 

У залежності теплоємності слабко виродженого електронного газу у шаруватому   напів-
провіднику від параметра γ бачимо, чітко виражений максимум. Наявність такого максимум 
пов’язана із переходом від замкненої до відкритої ізоенергетичної поверхні, тобто особливістю ван – 
Хова. Із зростанням анізотропії положення максимуму зміщується в область низьких температур, 
тобто перехід від замкнених до відкритих ізоенергетичних поверхонь має місце при все менших 
значеннях енергії. Це означає, що межа застосовності параболічної дисперсії із зростанням 
анізотропії зменшується. Цікаво, що отриманий висновок узгоджується із висновками, отриманими 
із дослідження фононного спектра. Відомо [30 – 32], що у сильно анізотропних кристалах границя 
застосовності Дебаєвого наближення та теорії пружності істотно зменшується порівняно із зви-
чайними тривимірними кристалами. 

 
Висновки 
Із проведеного дослідження доходимо таких висновків: 
• розрахунок навіть найпростіших термодинамічних величин дозволяє виявити недоско-

налості моделей; 
• числові значення термодинамічних величин для параболічної та моделі, отриманої із 

сильного зв’язку для слабковиродженого газу практично збігаються. Отже, поки не проводиться 
інтеркаляція, та дослідження проводять при високих температурах та малих концентраціях носіїв 
струму цілком достатньо використовувати параболічну модель, вирази для якої відомі; 

• вже для слабковиродженого електронного газу бачимо залежність теплоємності від 
температури. Це узгоджується із відомими в літературі змінами температури Дебая від температури; 

• зміна внутрішньої енергії від параметра перемішування (шаруватості) містить явно 
виражений максимум, який можна пояснити переходом Ліфшиця від замкнених до відкритих 
ізоенергетичних поверхонь; 

• зміна параметра перемішування (шаруватості) істотно впливає на енергії відкритих  
ізоенергетичних поверхонь, і значно менше змінює енергію замкнених ізоенергетичних поверхонь; 

• зміна теплоємності від параметра перемішування також містить максимум. Цікаво, що із 
зростанням анізотропії положення максимуму зміщується в область низьких температур, тобто 
перехід від замкнених до відкритих ізоенергетичних поверхонь відбувається при все менших 
значеннях енергії. Це вказує на обмеженість можливості використання параболічної дисперсії  із 
зростанням анізотропії; 

• отримані залежності дозволяють підтримати висновки, зроблені в літературі щодо 
фононного спектра у шаруватих напівпровідниках, про те, що у сильно анізотропних кристалах 
границя застосовності Дебаєвого наближення та теорії пружності істотно зменшується порівняно із 
звичайними тривимірними кристалами. 
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We evaluated and compared the thermodynamic functions of electron gas in strong anisotropic layered 
semiconductors (GaSe, In4Se3) for  three models of energy depending on quasimomentum. It is shown that 
evaluation of thermodynamic function even for quasi classical gas reveals the flaws of the models. The 
received dependences of thermodynamic functions on mixing parameter consist with the  results of other 
authors and indicate the restriction of application area for elastic theory and Debye approximation in such 
crystals. 
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