
ÂIÑÍÈÊ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒÓ
�ËÜÂIÂÑÜÊÀ ÏÎËIÒÅÕÍIÊÀ�

�Ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íi íàóêè�
�804, 2014, c. 91�96

JOURNAL OF LVIV POLYTECHNIC
NATIONAL UNIVERSITY

�Physical and mathematical sciences�
�804, 2014, p. 91�96

ÏIÄÑÓÌÎÂÓÂÀÍÍß ÌÅÒÎÄÎÌ ÂÅÉ�ÐØÒÐÀÑÑÀ�ÃÀÓÑÑÀ
ÐÎÇÁIÆÍÈÕ ÐßÄIÂ

Ñóõîðîëüñüêèé Ì. À., Iâàñèê Ã. Â., Êøàíîâñüêèé I. Ï.
Íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò �Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà�

âóë. Ñ. Áàíäåðè 12, 79013, Ëüâiâ, Óêðà¨íà

(Îòðèìàíî 8 æîâòíÿ 2014 ð.)
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ñòåïåíåâèé ðÿä ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ ìîæíà ïiäñóìóâàòè öèì ìåòîäîì çà ìåæåþ êðóãà
çáiæíîñòi. Îòðèìàíî ôîðìóëó äëÿ ëîãàðèôìi÷íèõ ïîõiäíèõ ôóíêöié, ìåðîìîðôíèõ ó ñè-
ìåòðè÷íîìó êiëüöi.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ, ëîãàðèôìi÷íà ïîõiäíà.

2000 MSC: 30D35

ÓÄÊ: 517.5

Âñòóï

Ìåòîäè ïiäñóìîâóâàííÿ ðîçáiæíèõ ÷èñëîâèõ òà
ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ äîñòàòíüî øèðîêî âèêëàäåíî
ó ðîáîòàõ [3, 5, 6]. Ó ðîáîòàõ [1, 4] ðîçâèíóòî ìåòî-
äè ïiäñóìîâóâàííÿ ðîçáiæíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿ-
äiâ, ùî  ðóíòóþòüñÿ íà ìàòåìàòè÷íîìó àïàðàòi iíòå-
ãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ óñåðåäíåííÿ.

Ó ðîáîòi äîñëiäæåíî ïiäñóìîâóâàííÿ ðîçáiæíèõ
ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ ìåòîäîì Âåé¹ðøòðàññà-Ãàóññà, â
îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü îïåðàòîð óñåðåäíåííÿ ç ÿäåð-
íîþ ôóíêöiþ Ãàóññà. Ïîêàçàíî, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä
ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ ìîæå áóòè ïiäñóìîâàíèé öèì
ìåòîäîì çà ìåæåþ êðóãà çáiæíîñòi.

Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðiâ óñåðå-
äíåííÿ [1], ÿêi ïîäàíî âiäïîâiäíî äî òåðìiíiâ òà ïî-
çíà÷åíü öi¹¨ ðîáîòè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêöiÿ f (x) òàêà, ùî

f (x) (1 + |x|)−λ ∈ L1 (E) � ôóíêöiÿ, iíòåãðîâíà çà
Ëåáåãîì, äå λ>1; E= {x : |x|<∞}, i ω (x)∈L1 (E) �
ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

|ω (x)| (1 + |x|)λ ≤M <∞,

∫ ∞

−∞
ω (x) dx = 1. (1)

Òîäi ó êîæíié òî÷öi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f (x)
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (x) = lim
σ→+0

∫ ∞

−∞
f (t)

1

σ
ω

(
t− x

σ

)
dt, (2)

äå {σ} � äîäàòíà ÷èñëîâà ìíîæèíà ç òî÷êîþ çãó-
ùåííÿ σ = 0.

Íåðiâíiñòü â (1) âèêîíó¹òüñÿ àâòîìàòè÷íî ó
âèïàäêó ôiíiòíî¨ ôóíêöi¨ ω (x).

Ðîçãëÿíåìî òðèãîíîìåòðè÷íèé ðÿä ïåðiîäè÷íî¨
ôóíêöi¨ f (x) ∈ L1 [−π; π]

f (x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx+ bn sinnx, (3)

äå an =
1

π

π∫
−π

f (x) cosnx dx; bn =
1

π

π∫
−π

f (x) sinnx dx.

Çàñòîñîâóþ÷è îïåðàòîð óñåðåäíåííÿ äî ôóíêöi¨
f (x) i ðîçâèâàþ÷è éîãî ó ðÿä çà ôiêñîâàíîãî çíà÷åí-
íÿ σ ̸= 0, ìàòèìåìî ðÿä (iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ
ôóíêöi¨)

fσ (x) =

∞∫
−∞

f (t)
1

σ
ω

(
t− x

σ

)
dt =

=
a0
2

+

∞∑
n=1

φn (σ) (an cosnx+ bn sinnx) , (4)

äå φn (σ) =
∞∫

−∞
ω (x) cos (σnx) dx.

ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1, òî ó êîæíié
òî÷öi íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ f (x) ñïðàâäæó¹òüñÿ ãðà-
íè÷íà ðiâíiñòü (2), ÿêà ç óðàõóâàííÿì (4) íàáóäå âè-
ãëÿäó

f (x)= lim
σ→+0

[
a0
2
+

∞∑
n=1

φn (σ) (an cosnx+ bn sinnx)

]
.

(5)
Ðiâíiñòü (5) âèçíà÷à¹ óçàãàëüíåíó ñóìó, à ïîñëiäîâ-
íiñòü {φn (σ)} ïðè σ → +0 � ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ
ðÿäó (3).

×iëüíå ìiñöå ó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi çàéìàþòü
ìåòîä Ïóàññîíà�Àáåëÿ {φn (σ) = ρn} ç ÿäðîì îïå-

ðàòîðà óñåðåäíåííÿ ω (x) =
1

π

1

1 + x2
, äå ρ = e−σ,

ρ → 1 − 0, i ìåòîä Âåé¹ðøòðàññà�Ãàóññà{
φn (σ) = ρn

2
}
ç ÿäðîì ω (x) =

1

2
√
π
exp

(
−x

2

4

)
,
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äå ρ = e−σ
2

, ρ → 1 − 0. ßäåðíi ôóíêöi¨ öèõ ìåòîäiâ
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíi ôóíêöi¨ i çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè (1).

Ñïðàâåäëèâà àíàëîãi÷íà (5) ãðàíè÷íà ðiâíiñòü
äëÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó îïåðà-
òîðiâ óñåðåäíåííÿ Ïóàññîíà�Àáåëÿ i Âåé¹ðøòðàññà�
Ãàóññà.

Òåîðåìà 2. ßêùî ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ f (x) ∈
∈ L1 [−π; π] ìà¹ â òî÷öi x ïîõiäíó k-ãî ïîðÿäêó, òî
ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (k) (x) = lim
σ→+0

∞∫
−∞

f (t)
1

σ

∂k

∂xk
ω

(
t− x

σ

)
dt =

= lim
ρ→1−0

{
a0
2

+
∞∑
n=1

ρn
v

nk
[
an cos

(
nx+

kπ

2

)
+

+bn sin

(
nx+

kπ

2

)]}
,

äå ν = 1 àáî ν = 2.
Ââiâøè óçàãàëüíåíó ÷àñòèííó ñóìó ðÿäó (4), ðiâ-

íiñòü (5) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ïîäâiéíî¨ ãðàíè-
÷íî¨ ðiâíîñòi. Äëÿ âèïàäêó íàâåäåíèõ ïiäñóìîâóâàëü-
íèõ ïîñëiäîâíîñòåé âîíà ìà¹ âèãëÿä

f(x)= lim
ρ→1−0

lim
N→∞

[
a0
2
+

N∑
n=1

ρn
ν

(an cosnx+bn sinnx)

]
.

Òîäi, f (x) � óçàãàëüíåíà ñóìà ðÿäó (3) ó òî÷öi x,
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÿê çàâãîäíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0
iñíóþòü íîìåð N i ÷èñëî ρN òàêå, ùî lim

N→∞
ρN = 1,

ùî äëÿ âñiõ n ≥ N ρ = ρN ñïðàâäæóþòüñÿ íåðiâíiñòü∣∣∣∣∣f (x)−
[
a0
2

+
n∑
k=1

ρk
ν

N (ak cos kx+ bk sin kx)

]∣∣∣∣∣ ≤ ε.

(6)

I. Ïiäñóìîâóâàííÿ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ

Íåõàé

f (z) =
∞∑
n=0

cnz
n (7)

� ñòåïåíåâèé ðÿä àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f (z), çáiæ-
íèé ó êðóçi |z| < R, 0 < R < ∞. Òîäi
lim
n→∞

n
√

|cn| = 1/R, îñêiëüêè ìíîæèíà êîìïëåêñíèõ

÷èñåë
{
An = f (n) (0)

/
n !
}
ìîæå ìàòè äåêiëüêà òî÷îê

çãóùåííÿ.
Êîåôiöi¹íòè ðÿäó (7), âíàñëiäîê ãðàíè÷íîãî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ äëÿ ðàäióñà çáiæíîñòi, ìàþòü äëÿ âåëè-
êèõ çíà÷åíü íîìåðà n àñèìïòîòè÷íó îöiíêó |An| =
= O (nm/Rn), äå |m| <∞.

Ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïiäñóìîâóâàííÿ ìåòîäîì
Âåé¹ðøòðàññà�Ãàóññà ñòåïåíåâîãî ðÿäó (7) çà ìåæåþ
êðóãà çáiæíîñòi. Çàóâàæèìî, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä íå

ìîæíà ïiäñóìóâàòè ìåòîäîì Ïóàññîíà�Àáåëÿ ççîâ-
íi êðóãà çáiæíîñòi |z| > R, îñêiëüêè íåîáõiäíà óìî-
âà çáiæíîñòi ðÿäó iíòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ (4)
lim
n→∞

ρn |cn| |z|n = 0, âèçíà÷à¹ çíà÷åííÿ ρ < 1, i ãðà-

íè÷íèé ïåðåõiä ïðè ρ→ 1− 0 íåìîæëèâèé.
Ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi ïiäñóìîâóâàííÿ ðÿäó (7)

ìåòîäîì Ïóàññîíà�Àáåëÿ íà ìåæi êðóãà çáiæíîñòi,
|z| = R. Ôóíêöiÿ

f (z) =
1

1− z
=

1− r cosψ

1 + r2 − 2r cosψ
+ i

r sinψ

1 + r2 − 2r cosψ

ìà¹ ïîëþñ ó òî÷öi z = 1. Çàïèøåìî ¨¨ ðÿä

f (z) =

∞∑
n=0

zn =

∞∑
n=0

rn cosnψ+i

∞∑
n=1

rn sinnψ, |z| < 1.

Íà îäèíè÷íîìó êîëi L (ãðàíèöi êðóãà çáiæíîñòi)
ðÿä ðîçáiãà¹òüñÿ (â êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi ñóìè) i ìà¹
âèãëÿä

f
(
eiψ
)
∼

∞∑
n=0

cosnψ + i
∞∑
n=1

sinnψ. (8)

Ó òî÷êàõ z = eiψ ∈ L, ψ ̸= 0, ðÿä (8) ìà¹ óçàãàëüíåíó
ñóìó, ÿêà çà ìåòîäîì Ïóàññîíà-Àáåëÿ âèçíà÷à¹òüñÿ

f
(
eiψ
)
= lim
ρ→1−0

( ∞∑
n=0

ρn cosnψ + i
∞∑
n=1

ρn sinnψ

)

= lim
ρ→1−0

1

1− ρeiψ
=

1

1− eiψ
.

Çà òåîðåìîþ 2 ìîæíà òàêîæ ïiäñóìóâàòè öèì ìåòî-
äîì ó òî÷êàõ êîëà L, êðiì òî÷êè z = 1, ðÿä áóäü-ÿêî¨
ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ f (z)

f (k) (z) =
k !

(1− z)
k+1

=

∞∑
n=0

(n+ k) !

n !
zn, |z| < 1,

f (k)
(
eiψ
)
= lim
ρ→1−0

( ∞∑
n=0

(n+ k) !

n !
ρn cosnψ+

+i
∞∑
n=1

(n+ k) !

n !
ρn sinnψ

)
=

k !

(1− eiψ)
k
, ψ ̸= 0.

Ìåòîä Âåé¹ðøòðàññà�Ãàóññà ¹ ïîòóæíiøèì
(ó ðîçóìiííi ïiäñóìîâóâàííÿ ðîçáiæíèõ ðÿäiâ ç âè-
ùèì ïîðÿäêîì çðîñòàííÿ êîåôiöi¹íòiâ), íiæ ìåòîä
Ïóàññîíà�Àáåëÿ.

Ïåðåòâîðèìî ðÿä (7) ç óðàõóâàííÿì ïîäàííÿ
z = reiψ = r (cosψ + i sinψ), −π < ψ ≤ π, 0 ≤ r < R,
i ïîçíà÷åííÿ A∗

n = cnn
mRn:

f (z) =

∞∑
n=0

cnr
neinψ =

c0+
∞∑
n=1

c∗nn
m
( r
R

)n
cosnψ+i

N∑
n=1

c∗nn
m
( r
R

)n
sinnψ. (9)
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Ïiäñóìîâóâàííÿ ìåòîäîì Âåé¹ðøòðàññà�Ãàóññà ðîçáiæíèõ ðÿäiâ

Òóò lim
n→∞

n
√

|c∗n| = 1 i ââàæà¹ìî, ùî ó äåÿêié òî÷öi

z0 = R · eψ0 ãðàíèöi êðóãà çáiæíîñòi, ÿêà íå ¹ îñî-
áëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f (z), çáiæíèì (ó êëàñè÷íîìó
ðîçóìiííi ñóìè) ¹ ðÿä

f∗ (ψ0) = c0 +
∞∑
n=1

c∗n (cosnψ0 + i sinnψ0.) (10)

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà. Äëÿ àíàëiòè÷íî¨ â îäèíè÷íîìó êðóçi

|z| < 1 ôóíêöi¨ f (z) = ln (1− z), ln 1 = 0,
i ¨¨ ïîõiäíèõ ó òî÷êàõ îäèíè÷íîãî êîëà L =
=
{
z = eiψ0 : −π < ψ0 ≤ π

}
, êðiì òî÷êè z = 1, âè-

êîíóþòüñÿ ãðàíè÷íi ðiâíîñòi

ln (1− z) =

= lim
σ→+0

∞∫
−∞

ln
(
1− eiψ

) 1

2
√
πσ

exp

[
−
(
ψ − ψ0

2σ

)2
]
dψ =

= − lim
ρ→1−0

∞∑
n=1

ρn
2 1

n
zn, (11)

(k − 1) !

(1− z)
k
=

= lim
σ→+0

∞∫
−∞

ln
(
1−eiψ

) 1

2
√
πσ

∂k

∂ψk
exp

[
−
(
ψ − ψ0

2σ

)2
]
dψ =

= lim
ρ→1−0

∞∑
n=1

ρn
2 (n+ k − 1) !

n !
zn.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ iíòåãðàë âiä
ôóíêöi¨ f (z) ïî êîëó L

∫
|z|=1

ln (1− z) dz = lim
δ1→0
δ2→0

δ2∫
−δ1

ln
(
1− eiψ

)
deiψ =

= lim
δ1→0
δ2→0

[(
eiψ − 1

)
ln
(
1− eiψ

)
− eiψ

]δ2
−δ1

= 0.

Îòæå, ôóíêöiÿ f (z) iíòåãðîâíà íà êîëi L. Òîäi
âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1 i ñïðàâåäëèâà ïåðøà
ðiâíiñòü (11). Çà iíòåãðîâíîñòi ôóíêöi¨ f (z) íà êîëi
L âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 i äëÿ ïîõiäíèõ âiä
öi¹¨ ôóíêöi¨ ñïðàâåäëèâà iíøà ôîðìóëà (11) â óñiõ
òî÷êàõ, êðiì òî÷êè z = 1.

Òåîðåìà 3. Íåõàé f (z) � ìåðîìîðôíà ôóíêöiÿ,
àíàëiòè÷íà â êðóçi |z| < R, 0 < R <∞ i àíàëiòè÷íà
íà ìíîæèíi E0 =

{
z = reiψ : R ≤ r < r1

}
, ùî ëå-

æèòü íà ïðîìåíi arg z = ψ. Òóò R ·eiψ=z0 � òî÷êà,
ùî ëåæèòü íà ãðàíèöi êðóãà, r1e

iψ = z1 � ïåðøà îñî-
áëèâà òî÷êà ôóíêöi¨ íà öüîìó ïðîìåíi, àáî z1 = ∞,
ÿêùî îñîáëèâèõ òî÷îê íà ïðîìåíi íåìà¹. Òîäi ñïðà-
âåäëèâà òàêà ôîðìóëà:

f (z) = lim
ρ→1−0

∞∑
n=0

ρn
2

cnz
n, z ∈ E0. (12)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ôóíêöiÿ íà-
çèâà¹òüñÿ ìåðîìîðôíîþ, ÿêùî â êîæíié îáìåæåíié
÷àñòèíi ïëîùèíè âîíà àíàëiòè÷íà, õiáà-ùî, çà âèíÿ-
òêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà ïîëþñiâ. Ââàæà¹ìî, ùî òî÷êà
z=reiψ∈E0 i çàñòîñó¹ìî äî ôóíêöi¨ f (z)=f

(
reiψ

)
çà

êóòîâîþ êîîðäèíàòîþ îïåðàòîð óñåðåäíåííÿ ç ÿäðîì
Ãàóññà

Sσ
(
reiψ

)
=

∞∫
−∞

f
(
reit
) 1

2
√
πσ

exp

(
− (t− ψ)

2

4σ2

)
dt. (13)

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f (z) ìà¹ òiëüêè ïîëþñè, ¨¨ âè-
ðàç íà êîëi |z| = r çà ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ r =

∣∣z0∣∣
ìîæå ìàòè òiëüêè ñèíãóëÿðíîñòi âèãëÿäó

(
z − z0

)−k
.

Òîìó çà òåîðåìîþ 2 òà äîâåäåíîþ ëåìîþ ó ôîðìóëi
(13) ìîæëèâå iíòåãðóâàííÿ i ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ïðè
σ → 0 (z ̸= z0). Ðîçâèíåìî ôóíêöiþ Sσ

(
reiψ

)
, σ ̸= 0,

ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè çìiííî¨ r i ïåðåòâîðèìî ¨¨ ç óðà-
õóâàííÿì ïîçíà÷åíü, ïðèéíÿòèõ â (9) i (10)

Sσ
(
reiψ

)
=

=

∞∑
n=0

f (n) (0)

n !
rn

1

2
√
πσ

∞∫
−∞

ei nt exp

(
− (t− ψ)

2

4σ2

)
dt =

=
∞∑
n=0

f (n) (0)

n !
rnei nψ

1

2
√
π

∞∫
−∞

ei nσu exp

(
−u

2

4

)
du =

=

∞∑
n=0

ρn
2 f (n) (0)

n !
rnei nψ =

=
∞∑
n=0

ρn
2

cnr
nei nψ = c0+

∞∑
n=1

nm
( r
R
ρn
)n

c∗ne
i nψ, (14)

äå ρ = e−σ
2

.
Ïîêàæåìî, ùî ðÿä â (14) çà óìîâè 0 < ρ < 1 çái-

ãà¹òüñÿ ó áóäü-ÿêié ñêií÷åííié ïëîùèíi. Äiéñíî,

1

R′ = lim
n→∞

n

√
nm
( r
R
ρn
)n

c∗n =
( r
R

)
lim
n→∞

ρn n
√
c∗n =

=
( r
R

)
lim
n→∞

ρn = 0

i, âiäïîâiäíî, R′ = ∞.
Îòæå, äëÿ òî÷îê ìíîæèíè E0 çà óìîâè σ ̸= 0

ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

∞∫
−∞

f
(
reit
) 1

2
√
πσ

exp

(
− t− ψ

4σ2

)
dt =

= c0 +
∞∑
n=1

nm
( r
R
ρn
)n

c∗ne
i nψ. (15)

Ïåðåòâîðèìî çà Àáåëåì [2] ðÿä ó ôîðìóëi (15)

c0 +
∞∑
n=1

nm
( r
R
ρn
)n

c∗ne
i nψ =

Mathematics 93



Ñóõîðîëüñüêèé Ì. À., Iâàñèê Ã. Â., Êøàíîâñüêèé I. Ï.

= c0 +
∞∑
n=1

nm
( r
R
ρn
)n

[Gn (ψ)−Gn−1 (ψ)] =

=
(
1− r

R
ρ
)
c0 +

∞∑
n=1

[
nm
( r
R
ρn
)n

−

− (n+ 1)
m
( r
R
ρn+1

)n+1
]
Gn (ψ) , (16)

äå G0 = c0 = c∗0 , Gn (ψ) =
∑n
k=0 c

∗
ke
i kψ � ÷àñòèííà

ñóìà ðÿäó (10). Ðÿä (10) çáiãà¹òüñÿ i, òîìó, ïîñëiäîâ-
íiñòü {Gn (ψ)} îáìåæåíà:

|Gn (ψ)| ≤ A <∞. (17)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ó ôîðìóëi (15) ïðè
ρ → 1 − 0. Çà òåîðåìîþ 2 ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó ëi-
âié ÷àñòèíi ôîðìóëè (15) ìîæëèâèé, îñêiëüêè êîæíà
òî÷êà ìíîæèíè E0 ¹ òî÷êîþ àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨
f (z). Òîìó

lim
ρ→1−0

∞∫
−∞

f
(
reit
) 1

2
√
πσ

exp

(
− t− ψ

4σ2

)
dt=f

(
reiψ

)
. (18)

Äëÿ âiäøóêàííÿ ãðàíèöi ðÿäó (16) ñêîðèñòà¹ìîñÿ
îçíà÷åííÿì ãðàíèöi i äîñëiäèìî çàëèøîê öüîãî ðÿäó

ΛN=
∞∑
n=N

[
nm
( r
R
ρn
)n

− (n+1)
m
( r
R
ρn+1

)n+1
]
Gn (ψ) .

Ïîñëiäîâíiñòü {φn (ρ) = nm (rρn/R)
n} ∞

n=0 íå ¹
ìîíîòîííîþ. Íîìåð íàéáiëüøîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíî-
ñòi çíàéäåìî ç íåîáõiäíî¨ óìîâè åêñòðåìóìó ôóíêöi¨,
ùî çàäà¹ çàãàëüíèé ÷ëåí öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi,

ln
r

R
+ 2n ln ρ+

m

n
= 0.

Òóò R, r, m, ρ � âåëè÷èíè, çíà÷åííÿ ÿêèõ çàäàíi.
Îòæå,

N0 =

[
1

2

(
ln
r

R
+

√
ln2

r

R
+ 4m ln

1

ρ2

)
ln−1 1

ρ2

]
(19)

� íîìåð íàéáiëüøîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi (N0 < N).
Çàëåæíiñòü ïàðàìåòðà ρ i íàéáiëüøîãî ÷ëåíà ïîñëi-
äîâíîñòi âiä íîìåðà N0 òàêà:

ρ =

(
R

r

) 1
2N0

e
m

2N2
0 , φN0 (ρ) =

( r
R

)N0
2

Nm
0 e

m
2 . (20)

Ðîçãëÿíóòà ïîñëiäîâíiñòü çà óìîâè n ≥ N ìîíîòîííî
ñïàäà¹. Îñêiëüêè ïàðàìåòðè N i N0 = N0 (ρ) âèáè-
ðàþòüñÿ íåçàëåæíî, ââiâøè çìiííèé êîåôiöi¹íò α çà
ôîðìóëîþ N = αN0, çíàéäåìî ç óðàõóâàííÿì (17) i
(20) îöiíêó äëÿ çàëèøêó ðÿäó (15):

|ΛN | =

=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=N

[
nm
( r
R
ρn
)n

− (n+1)
m
( r
R
ρn+1

)n+1
]
Gn (ψ)

∣∣∣∣∣ ≤

≤A
∞∑
n=N

[[
nm
( r
R
ρn
)n

− (n+ 1)
m
( r
R
ρn+1

)n+1
]]

=

= ANm
( r
R
ρN
)N

= A

(
R

r

) N2

2N0
−N

Nme
mN2

2N2
0 =

= Ae
mα2

2

(
R

r

) (α−2)
2 N

Nm. (21)

ßêùî α > 2, òîáòî ïàðàìåòð ρ i íîìåð N âèáðà-
íi òàêèìè, ùî N > 2N0, òî lim

N→∞
|ΛN | = 0, òîáòî, ó

òî÷êàõ ìíîæèíè E0, ÿêà ëåæèòü çà êðóãîì çáiæíî-
ñòi, âèêîíó¹òüñÿ ãðàíè÷íà ðiâíiñòü (12). Îòæå, ðÿä
(7) çáiãà¹òüñÿ i éîãî óçàãàëüíåíà ñóìà ç óðàõóâàííÿì
ôîðìóëè (18) äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ ôóíêöi¨ ó ïåâíié
òî÷öi.

Íàñëiäîê 1. Äëÿ ïîõiäíî¨ k - ãî ïîðÿäêó âiä ìå-
ðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨ f (z) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f (k) (z) = lim
ρ→1−0

∞∑
n=0

ρn
2 (n+ k) !cn+k

n !
zn, z ∈ E0.

Äîâåäåííÿ. Ôóíêöiÿ f (k) (z) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
òåîðåìè 3, îñêiëüêè ìà¹ îäíàêîâi ç ôóíêöi¹þf (z) ïî-
ëþñè i òàêîæ ¹ ìåðîìîðôíîþ.

Íàñëiäîê 2. Ðÿä ïåðâiñíî¨ ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨
ïiäñóìîâó¹òüñÿ çà ìåòîäîì Âåé¹ðøòðàññà�Ãàóññà
íà ìíîæèíi E0.

Äîâåäåííÿ. Iíòåãðóâàííÿ ÿê òðèãîíîìåòðè÷íî-
ãî, òàê i ñòåïåíåâîãî ðÿäó ïîêðàùó¹ àñèìïòîòè÷íi
îöiíêè êîåôiöi¹íòiâ îäåðæàíèõ ðÿäiâ, òîìó àíàëîãi-
÷íà ç (12) ðiâíiñòü ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ðÿäó ïåðâi-
ñíî¨ ìåðîìîðôíî¨ ôóíêöi¨.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé f(z) � ìåðîìîðôíà ôóíê-
öiÿ, àíàëiòè÷íà â êðóçi |z|<R, 0<R<∞, i àíàëi-
òè÷íà íà ìíîæèíi E0 =

{
z = reiψR ≥ r ≤ r1 <∞ :

ψ1 ≤ ψ ≤ ψ2}. Òîäi, ñòåïåíåâèé ðÿä (7) ðiâíîìiðíî
ïiäñóìîâó¹òüñÿ ìåòîäîì Âåé¹ðøòðàññà-Ãàóññà íà
êîæíié äóçi Lr =

{
z=reiψ : ψ1≤ψ≤ψ2

}
, R≥r≤r1.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíîìiðíå ïiäñóìîâóâàííÿ îçíà÷à¹,
ùî äëÿ äîâiëüíî ìàëîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ íîìåð N ,
à òàêîæ iñíó¹ ÷èñëî ρN , lim

N→∞
ρN = 1, ùî äëÿ âñiõ

n ≥ N , ρ = ρN â óñiõ òî÷îê äóãè Lr âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü ∣∣∣∣∣f (z)−

N∑
n=0

ρn
2

N cnz
n

∣∣∣∣∣ ≤ ε. (22)

Çà òåîðåìîþ 3 äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî
r, R ≥ r ≤ r1, íåðiâíiñòü (22) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëü-
íîãî çíà÷åííÿ ψ ∈ L. Îòæå, íà öié äóçi ñòåïåíåâèé
ðÿä (7) ïiäñóìîâó¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Íåðiâíiñòü (21) âèçíà÷à¹ ïîõèá-
êó íàáëèæåííÿ âiäïîâiäíèì òðèãîíîìåòðè÷íèì ïî-
ëiíîìîì îïåðàòîðà óñåðåäíåííÿ ôóíêöi¨, à íå ñàìî¨
ôóíêöi¨.

Çàóâàæåííÿ 2. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 âñòàíîâ-
ëþ¹ ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü óçàãàëüíåíî¨ ñó-
ìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó ó òî÷êàõ, ùî ëåæàòü ïîçà îáëà-
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ñòþ éîãî çáiæíîñòi. Çà âèáðàíèì çíà÷åííÿì ïàðàìå-
òðà ρ, âiäïîâiäíî, çà çíà÷åííÿì íîìåðà N0, ùî çàäà¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ (19), i âèáðàíèì çíà÷åííÿì N > 2N0,
çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ñóìè ðÿäó ó òî÷öi z = reiψ0

øóêà¹ìî çà íàáëèæåíîþ ôîðìóëîþ

f
(
reiψ0

)
≈

N∑
n=0

(ρnr)
n
cne

i nψ0 .

Çàóâàæåííÿ 3. Iç íàáëèæåííÿì ρ äî îäèíèöi ó
âèðàçi ÷àñòêîâî¨ ñóìè ðÿäó (21) ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí
ïiäñóìîâóþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi, ùî çàäà¹òüñÿ äðóãîþ
ôîðìóëîþ (20), çðîñòà¹ (ÿê i ó âèïàäêó ïiäñóìîâó-
âàííÿ ðîçáiæíèõ ðÿäiâ áóäü-ÿêèì óçàãàëüíåíèì ìå-
òîäîì). Òîìó âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè (21) äëÿ îá÷è-
ñëåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ ìîæëèâî ëèøå
ó òî÷êàõ, áëèçüêèõ äî ãðàíèöi îáëàñòi çáiæíîñòi.

Äëÿ ïðèêëàäó çíàéäåìî óçàãàëüíåíó ñóìó ó òî÷öi
z = −2 (r = 2, ψ0 = π) ðÿäó ôóíêöi¨

f (z) =
1

(1− z)
2 =

N∑
n=0

(n+ 1) rnei nψ0 ,

çáiæíîãî (ó êëàñè÷íîìó ðîçóìiííi ñóìè) â îäèíè-
÷íîìó êðóçi |z| < 1. Çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ó öié òî÷öi

f (−2) = 0, 1.... Íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (óçà-
ãàëüíåíó ñóìó âiäïîâiäíîãî ðÿäó) çà ìåæåþ êðóãà
çáiæíîñòi øóêà¹ìî çà ôîðìóëîþ

f (z) ≈
N∑
n=0

(ρnr)
n
(n+ 1) (cosnψ0 + i sinnψ0) .

ßêùî âèáðàòè ρ = 0, 99 i N = 90, òî çíàéäåìî
f (−2) ≈ 0.11. Ïðè öüîìó çà ôîðìóëàìè (19) i (20)
çíàéäåìî N0 = 35, φN0 = 1, 07 · 106. Çáiëüøåííÿ çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðà ρ ïðèâåäå äî iñòîòíîãî çðîñòàííÿ
çíà÷åííÿ ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà ïîñëiäîâíîñòi i, âiä-
ïîâiäíî, äî çìåíøåííÿ òî÷íîñòi îá÷èñëåííÿ.

Âèñíîâêè

Ó òåîðåìi 3 ñòåïåíåâèé ðÿä ïiäñóìîâó¹òüñÿ ç âè-

êîðèñòàííÿì ïîñëiäîâíîñòi
{
ρn

2
}
, ÿêà ¹ ÷àñòèííèì

âèïàäêîì (ïðè ν = 2) ïîñëiäîâíîñòi
{
ρn

ν}
. Ïîñëi-

äîâíiñòü
{
ρn

ν}
ïðè ν > 1 i ρ→ 1− 0 òàêîæ âèçíà÷à¹

ìåòîä ïiäñóìîâóâàííÿ ðîçáiæíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ.
Îäíàê ÷ëåíè öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi íå ìàþòü ÿâíîãî ií-
òåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi (4).
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ÐÀÑÕÎÄßÙÈÕÑß ÑÒÅÏÅÍÍÛÕ ÐßÄÎÂ

Ñóõîðîëüñêèé Ì. À., Èâàñûê Ã. Â., Êøàíîâñêèé È. Ï.
Íàöèîíàëüíûé óíèâåpñèòåò �Ëüâèâñüêà ïîëèòýõíèêà�

óë. Ñ. Áàíäåpû 12, 79013, Ëüâîâ, Óêðàèíà

Èññëåäîâàíî ñóììèðîâàíèå ðàñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ìåòîäîì Âåéåðøòðàññà-
Ãàóññà, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò îïåðàòîð óñðåäíåíèÿ ñ ÿäåðíîé ôóíêöèåé Ãàóññà. Ïîêà-
çàíî, ÷òî ñòåïåííîé ðÿä ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ìîæåò áûòü ïðîñóììèðîâàí ýòèì ìåòîäîì
çà ãðàíèöåé êðóãà ñõîäèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
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Summation of divergent power series by Weierstrass-Gauss based on the averaging operator
with Gaussian kernel function is investigated. It is shown that the power series of meromorphic
functions can be summed up by this method outside the circle of convergence.
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