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Âñòóï

Ïðîñòi ÷èñëà ìàþòü ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ â
ìàòåìàòèöi çàãàëîì: ¹ íåáàãàòî êðàùå âiäîìèõ àáî
ëåãøèõ äëÿ ðîçóìiííÿ ïðîáëåì ó ÷èñòié ìàòåìàòè-
öi, íiæ ïèòàííÿ øâèäêîãî âèçíà÷åííÿ ¹ äàíå ÷èñëî
ïðîñòèì ÷è ñêëàäåíèì. Åôåêòèâíi òåñòè ïðîñòîòè òà-
êîæ íåîáõiäíi â ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ: ó íèçöi
êðèïòîãðàôi÷íèõ ïðîòîêîëiâ âèêîðèñòîâóþòü âåëèêi
ïðîñòi ÷èñëà.

Ó 2002 ð. Ì. Àãðàâàë, Í. Êàéàë, Í. Ñàêñåíà
[1] ïðåäñòàâèëè äåòåðìiíîâàíèé ïîëiíîìiàëüíèé àë-
ãîðèòì AKS, ÿêèé âèçíà÷à¹ âõiäíå ÷èñëî n ïðîñòèì
÷è ñêëàäåíèì. Äîâåäåíî [3], ùî AKS âèêîíó¹òüñÿ çà
÷àñ (log n)7.5+o(1). Õ. Ëåíñòðà òà Ê. Ïîìåðàíñ [4] äà-
ëè iñòîòíî çìiíåíó âåðñiþ AKS ç ÷àñîì âèêîíàííÿ
(log n)6+o(1). Âiäîìi òàêîæ iìîâiðíiñíi âàðiàíòè AKS
[2] ç ÷àñîì âèêîíàííÿ (log n)4+o(1) . Äëÿ ïîäàëüøî-
ãî ïîêðàùåííÿ îöiíêè ÷àñó âèêîíàííÿ áóëî çðîáëåíå
òàêå ïðèïóùåííÿ [1], ÿêå ÷àñòî íàçèâàþòü ãiïîòåçîþ
Àãðàâàëà: ÿêùî r ïðîñòå ÷èñëî, ÿêå íå äiëèòü n, òà
ÿêùî (X − 1)n = Xn − 1(mod n,Xr − 1), òî àáî n
ïðîñòå àáî n2 ≡ 1(mod r).

ßêùî öÿ ãiïîòåçà âèÿâèòüñÿ ñïðàâåäëèâîþ, òî öå
ïîêðàùèòü îöiíêó ÷àñó âèêîíàííÿ àëãîðèòìó AKS
äî (log n)3+o(1). Ãiïîòåçà ïåðåâiðåíà äëÿ r < 100 òà
n < 1010 [1]. Ó [4] äà¹òüñÿ åâðèñòè÷íèé àðãóìåíò,
ÿêèé ïðèïóñêà¹, ùî íàâåäåíà ãiïîòåçà õèáíà. Ïðî-
òå, â [4] çàóâàæåíî, ùî ïåâíèé âàðiàíò ãiïîòåçè ìîæå
âñå æ áóòè ïðàâèëüíèì (íàïðèêëàä, ÿêùî ïðèéìåìî
r > log n).

Ó ðîáîòi ðîçãëÿäà¹ìî ïiäãðóïè ìóëüòèïëiêàòèâ-
íî¨ ãðóïè âiäïîâiäíèõ ñêií÷åííèõ ïîëiâ.

I. Ïiä ðóíòÿ àëãîðèòìó AKS òåñòóâàí-
íÿ ïðîñòîòè òà ïîñòàíîâêà çàäà÷i

N òà Z ïîçíà÷àþòü âiäïîâiäíî ìíîæèíè íàòó-
ðàëüíèõ òà öiëèõ ÷èñåë. (a, b) ïîçíà÷à¹ íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê ÷èñåë a òà b. ßêùî r ∈ N , a ∈ Z òà

(a, r) = 1,òî ïîðÿäîê a çà ìîäóëåì r � öå òàêå íàéìåí-
øå k, ùî ak ≡ 1(mod r). Éîãî ïîçíà÷à¹ìî Or(a). Äëÿ
r ∈ N , φ(r) ¹ ôóíêöi¹þ Åéëåðà, ÿêà äà¹ êiëüêiñòü
÷èñåë, ìåíøèõ âiä r i âçà¹ìíî ïðîñòèõ ç r. Ëåãêî áà-
÷èòè, ùî Or(a)|φ(r) äëÿ áóäü-ÿêîãî a, (a, r) = 1.

⟨u1, ..., uk⟩ ïîçíà÷à¹ ãðóïó, ïîðîäæåíó åëåìåíòà-
ìè u1, ..., uk. A∗ ïîçíà÷à¹ ãðóïó îäèíèöü êiëüöÿ A.
Zn ïîçíà÷à¹ êiëüöå öiëèõ ÷èñåë çà ìîäóëåì n. Íàãà-
äà¹ìî, ùî êîëè p ïðîñòå òà h(X) íåðîçêëàäíèé íàä
Zp ïîëiíîì ñòåïåíÿ d, òî Zp[X]/h(X) � ñêií÷åííå ïî-
ëå ç pd åëåìåíòiâ [5, 6]. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
ïîçíà÷åííÿ f(X) = g(X)(mod n, h(X)) äëÿ ïîäàííÿ
ðiâíÿííÿ f(X) = g(X) â êiëüöi Zn[X]/h(X). log ïî-
çíà÷àòèìå ëîãàðèôì çà îñíîâîþ 2.

Â îñíîâi àëãîðèòìó AKS ëåæàòü òàêi ìiðêóâàííÿ
[1]. Íåõàé n äîâiëüíå öiëå, äëÿ ÿêîãî ñëiä âèçíà÷èòè:
âîíî ïðîñòå ÷è ñêëàäåíå. Äëÿ öüîãî ïåðåâiðÿ¹ìî ðiâ-
íîñòi (X + a)n ≡ Xn+ a â êiëüöi Zn(X)/(Xr − 1) äëÿ
÷èñåë a = 1, ..., l. ßê ñòåïiíü r ïîëiíîìà Xr − 1 âè-
áèðà¹ìî íàéìåíøå r, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Or(n) >

> log2 n. ×èñëî ðiâíÿíü l =
⌊√

φ(r) log n
⌋
. Ðîçãëÿ-

äà¹ìî ïiäãðóïó A ãðóïè Z∗
r , ïîðîäæåíó åëåìåíòàìè

n òà p. Ïðèïóñòèìî, ùî |A| = t.

Òàêîæ ðîçãëÿäà¹ìî ïiäãðóïó G ãðóïè
U=(Zp[X]/h(X))∗ (p � ïðîñòèé äiëüíèê n, h(X) �
íåðîçêëàäíèé íàä Zp äiëüíèê Xr − 1), ïîðîäæåíó
ìíîæèíîþ åëåìåíòiâ X + a, a = 0, ..., l. Îñêiëüêè
t<φ(r), l<t, òî óòâîðþþ÷è äîáóòêè ùîíàéáiëüøå l+1
ïîëiíîìiâ âèäó X + a òà ïîêàçóþ÷è, ùî âîíè ðiçíi â
U , ìè îòðèìó¹ìî íèæíþ ãðàíèöþ |G| ≥ 2l+1.

ßêùî n íå ¹ ñòåïåíåì p, ìîæíà îòðèìàòè òà-
êîæ âåðõíþ ãðàíèöþ äëÿ |G|. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîç-
ãëÿäà¹ìî ìíîæèíó I = {(n/p)ipj |0 ≤ i, j ≤

⌊√
t
⌋
}.

I ìiñòèòü
(⌊√

t
⌋
+ 1
)2

> t ðiçíèõ ÷èñåë. Îñêiëü-
êè |A| = t, òî ïðèíàéìíi äâà ÷èñëà ç I ñïiâïàäà-
þòü çà ìîäóëåì r: α ≡ βmod r. Òîäi (X + a)α ≡
≡ Xα + a ≡ Xβ + a ≡ (X + a)β . Çíà÷èòü,
(X + a)α−β = 1 òà α − β äiëèòü |G|. Îòæå,

|G| < α < (np · p)⌊
√
t⌋ ≤ n⌊

√
t⌋. Òàê ÿê t > log2 n,
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òî |G| ≥ 2l+1 ≥ 2⌊
√
t logn⌋+1 > n⌊

√
t⌋ i ìè îòðèìó¹ìî

ñóïåðå÷íiñòü.
Îòæå, iäåÿ àëãîðèòìó AKS ïîëÿãà¹ â òàêîìó:

ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà åëåìåíòiâ X + a ïîðîäæó¹
�äîñòàòíüî âåëèêó� ïiäãðóïó ãðóïè (Zp[X]/h(X))∗.
Ç öüîãî ïîãëÿäó ìîæíà òðàêòóâàòè ãiïîòåçó Àãðà-
âàëà â òàêèé ñïîñiá. ßêùî ðiâíiñòü (X − 1)n =
= Xn − 1(mod n,Xr − 1) âèêîíó¹òüñÿ, òî ìíîæèíà,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà X − 1, ïîðîäæó¹
äîñòàòíüî âåëèêó ïiäãðóïó.

Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíå, âàæëèâîþ çàäà÷åþ ¹ ðîç-
ãëÿä âëàñòèâîñòåé ïiäãðóï ìóëüòèïëiêàòèâíî¨ ãðóïè
ñêií÷åííèõ ïîëiâ âèãëÿäó Zp[X]/h(X), äå p � ïðîñòå
÷èñëî, h(X) � íåðîçêëàäíèé íàä Zp äiëüíèê ïîëiíî-
ìà Xr − 1. ßê ïðàâèëî, â àëãîðèòìi AKS âèáèðàþòü
h(X) = (Xr−1)/(X−1). Òàêi ïîëÿ íàçèâàþòü ðîçøè-
ðåííÿìè ïðîñòîãî ïîëÿ Zp íà îñíîâi öèêëîòîìi÷íèõ
ïîëiíîìiâ.

Â îñòàòî÷íîìó ïiäñóìêó áàæàíî ç'ÿñóâàòè òàêå
ïèòàííÿ: ÿêó ìiíiìàëüíó ìíîæèíó åëåìåíòiâ ñëiä
âçÿòè, ùîá óòâîðèòè äîñòàòíüî âåëèêó ïiäãðóïó. ×àñ
âèêîíàííÿ àëãîðèòìó äîâåäåííÿ ïðîñòîòè çàëåæèòü
âiä êiëüêîñòi åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè.

II. Ïiäãðóïà, ïîðîäæåíà åëåìåíòîì
X − 1

Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òàêèé äîïîìiæíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 1. (1) n− pi äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî i äi-
ëèòüñÿ íà p− 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p− 1|n− 1.

(2) n − pi äëÿ áóäü-ÿêîãî öiëîãî i äiëèòüñÿ íà p + 1
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p+ 1|n+ 1.
� Äîâåäåííÿ. (1) Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü n − pi =

= (n−1)−(pi−1). Îñêiëüêè p−1|pi−1, n−pi äiëèòüñÿ
íà p− 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè p− 1|n− 1.

(2) Ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü n−pi = (n+1)−(pi+1).
Îñêiëüêè p + 1|pi + 1, n − pi äiëèòüñÿ íà p + 1 òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè p+ 1|n+ 1. �

Íàâåäåíi íèæ÷å òåîðåìè 1 òà 2 îïèñóþòü âëàñòè-
âîñòi ïiäãðóïè ⟨X − 1⟩.

Òåîðåìà 1. Íåõàé p1, ..., pk � ïîïàðíî ðiçíi
ïðîñòi ÷èñëà, n = p1...pk, r � ïðîñòå ÷èñëî, pi ïðè-
ìiòèâíå çà ìîäóëåì r äëÿ i = 1, ..., k. ßêùî äëÿ
êîæíîãî i = 1, ..., k iñíó¹ òàêå öiëå ÷èñëî ai, ùî

n ≡ paii (mod 2r(p
(r−1)/2
i − 1)), òî

(X − 1)n = Xn − 1(mod n,Xr − 1).

� Äîâåäåííÿ. Ïîëiíîìè X − 1 òà Cr(X) = Xr−1+
+Xr−2 + ... + X + 1 âçà¹ìíî ïðîñòi â êiëüöi ïîëiíî-
ìiâ Zn[X]. Òîìó, ùîá äîâåñòè ðiâíiñòü (X − 1)n =
= Xn − 1(mod n,Xr − 1) äîñèòü äîâåñòè, ùî

(X − 1)n = Xn − 1(mod n,Cr(X)).

Çà êèòàéñüêîþ òåîðåìîþ ïðî çàëèøêè ìà¹ìî òà-
êèé içîìîðôiçì:

Zn[X]/Cr(X) ∼=
k∏
i=1

Zpi [X]/Cr(X).

Êîæíå ôàêòîð-êiëüöå Ri = Zpi [X]/Cr(X) ¹ ïîëåì,
îñêiëüêè êîæíå ïðîñòå ÷èñëî pi ïðèìiòèâíå çà ìîäó-
ëåì r (Or(pi) = r − 1) , i, çíà÷èòü, ïîëiíîì Cr(X)
íåðîçêëàäíèé íàä Zpi [X] [5]. Òîáòî äîñèòü äîâåñòè
ðiâíiñòü

(X − 1)n = Xn − 1(mod pi, Cr(X)) (1)

äëÿ êîæíîãî pi.
Çà ïðèïóùåííÿì n ≡ paii (mod 2r(p

(r−1)/2
i − 1))

äëÿ äåÿêîãî öiëîãî ai, i òîìó n ≡ paii (mod r). Òîäi
Xn ≡ Xp

ai
i çà ìîäóëåì pi i, îòæå, çà ìîäóëåì Cr(X).

Îñêiëüêè Ri ïîëå, òî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

(X − 1)p
ai
i ≡ Xp

ai
i − 1(mod pi, Cr(X)) (2)

Îñêiëüêè pi ïðèìiòèâíå çà ìîäóëåì r , òî pr−1
i ≡

≡ 1(mod r) òà p
(r−1)/2
i ≡ −1(mod r)(áî r � ïðîñòå

÷èñëî). Òîäi (X−1)p
(r−1)/2
i ≡X−1−1 òà (X−1)p

(r−1)/2
i −1

≡ − X−1 â ïîëi Ri. Îñêiëüêè (−X−1)2r = 1, òî ïî-
ðÿäîê X − 1 â Ri äiëèòü 2r(p

(r−1)/2
i − 1). Çà ïðèïó-

ùåííÿì n≡paii (mod 2r(p
(r−1)/2
i −1)) i òîìó (X − 1)n ≡

≡ (X−1)p
ai
i . Îñêiëüêè âiäïîâiäíî ëiâi òà ïðàâi ÷àñòè-

íè ðiâíÿíü 1 òà 2 ñïiâïàäàþòü i ðiâíÿííÿ 2 âèêîíó¹-
òüñÿ, òî ðiâíÿííÿ 1 òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ. �

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1 äëÿ âèïàäêó r = 5, îòðè-
ìó¹ìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé p1, ..., pk ïîïàðíî ðiçíi ïðî-
ñòi ÷èñëà i íåõàé n = p1...pk. Ïðèïóñòèìî, ùî ñïðà-
âåäëèâi òàêi óìîâè:

(1) k � íåïàðíå

(2) pi(mod 5) ∈ {2, 3} äëÿ i = 1, ..., k;

(3) p1(mod 16) ∈ {3, 5, 11, 13} òà äëÿ i = 2, ..., k âèêî-
íó¹òüñÿ: ÿêùî pi ≡ p1(mod 5), òî pi ≡ p1(mod 16), â
iíøîìó ðàçi pi ≡ p31(mod 16);

(4) pi − 1|n− 1 äëÿ i = 1, ..., k;

(5) pi + 1|n+ 1 äëÿ i = 1, ..., k.

Òîäi (X − 1)n = Xn − 1(mod n,X5 − 1) òà
n2 ≡ 1(mod 5).
� Äîâåäåííÿ. Ïàðíå ÷èñëî äiëüíèêiâ pi, ÿêi äîðiâ-

íþþòü 2 àáî 3 çà ìîäóëåì 5, äàþòü 1 àáî -1 çà ìîäó-
ëåì 5. Äiéñíî, ÿêùî pi(mod 5)≡2 òà pj(mod 5)≡ 2,
òî pipj(mod 5) ≡ −1. ßêùî pi(mod 5) ≡ 2 òà
pj(mod 5)≡3, òî pipj(mod 5) ≡ 1. ßêùî pi(mod 5) ≡ 3
òà pj(mod 5) ≡ 3, òî pipj(mod 5) ≡ −1.

Íåïàðíå ÷èñëî (ïðèíàéìíi òðè) äiëüíèêiâ pi, ÿêi
äîðiâíþþòü 2 àáî 3 çà ìîäóëåì 5 äàþòü 2 àáî 3 çà
ìîäóëåì 5. Çíà÷èòü, n2 ̸= 1(mod 5). Çà òåîðåìîþ 1
äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äëÿ êîæíîãî i iñíó¹ òàêå öiëå ai,
ùî ðiâíiñòü n ≡ paii (mod 10(p2i − 1)) ñïðàâåäëèâà.

Âiäîìi äâà ðiçíèõ âàðiàíòè ðîçêëàäó 10(p2i −1) íà
4 ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèõ ìíîæíèêè çàëåæíî âiä
çíà÷åííÿ pi(mod 16):
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� ÿêùî pi(mod 16) ∈ {3, 11}, òî 10(p2i − 1) =
= 5 · 16 · pi−1

2 · pi+1
4 ;

� ÿêùî pi(mod 16) ∈ {5, 13}, òî 10(p2i − 1) =
= 5 · 16 · pi−1

4 · pi+1
2 .

Â îáèäâîõ âèïàäêàõ äîñèòü ïîêàçàòè iñíóâàííÿ
òàêîãî öiëîãî ai, ùî ðiâíiñòü n ≡ paii (mod 10(p2i − 1))
ñïðàâåäëèâà çà ìîäóëåì êîæíîãî äiëüíèêà.

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê.
ßêùî n ≡ pi(mod 5), òî ai = 1, n ≡ pi(mod 16)

çà óìîâîþ (3), n ≡ pi(mod (pi − 1)/2) çà ëåìîþ
1 òà óìîâîþ (4), n≡pi(mod(pi+1)/4) çà ëåìîþ 1 òà
óìîâîþ (5).

ßêùî n ̸= pi(mod 5), òî ai = 3 (îñêiëüêè
2 ≡ 33mod 5 òà 3 ≡ 23mod 5), n ≡ p3i (mod 5),
n ≡ p3i (mod 16) çà óìîâîþ (3), (11 ≡ 33(mod 16),
3 ≡ 113(mod 16),13 ≡ 53(mod 16),5 ≡ 133(mod 16)),
n ≡ p3i (mod (pi − 1)/2) çà ëåìîþ 1 i óìîâîþ (4),
n ≡ p3i (mod (pi + 1)/4) çà ëåìîþ 1 òà óìîâîþ (5).

Ó äðóãîìó âèïàäêó äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå. �
Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 2 òàêîæ ïðàâèëüíà ó âè-

ïàäêó, ÿêùî óìîâó (3) çàìiíèòè íà òàêó:
(3′) p1(mod 32) ∈ {7, 9, 23, 25} òà äëÿ i = 2, ..., k âè-

êîíó¹òüñÿ: ÿêùî pi ≡ p1(mod 5), òî pi ≡ p1(mod 32),
â iíøîìó âèïàäêó pi ≡ p31(mod 32). Àíàëîãi÷íi óìî-
âè ìîæíà çàïèñàòè, çàìiíÿþ÷è 32 íà áiëüøi ñòåïåíi
äâiéêè.

Òàêîæ ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïîðÿäîê ãðóïè
(Zpi [X]/Cr(X))∗ äîðiâíþ¹ (p2i − 1)(p2i + 1). Âèêîíó-
¹òüñÿ óìîâà 10|p2i +1. Ïîðÿäîê åëåìåíòà X − 1 ç òåî-
ðåìè 2 â ãðóïi (Zpi [X]/Cr(X))∗ äiëèòü 10(p2i − 1) äëÿ
áóäü-ÿêîãî ïðîñòîãî äiëüíèêà pi ÷èñëà n.

Òåîðåìà 2 óçàãàëüíþ¹ òâåðäæåííÿ ç ðîáîòè [4].
Çãiäíî ç íåþ ìîæíà øóêàòè êîíòðïðèêëàäè [4] äëÿ
ãiïîòåçè Àãðàâàëà ïðè r = 5. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó
1, öå ìîæíà ðîáèòè i äëÿ r > 5. Ó äîïîâíåííÿ äî
îá÷èñëþâàëüíèõ ðåçóëüòàòiâ ç [1] ãiïîòåçó ïåðåâiðå-
íî äëÿ r = 5 òà 10100 < n < 10100 + 105 [8]. Íi îäèí
êîíòðïðèêëàä ïîêè ùî íå çíàéäåíî.

III. Ëàíöþã ïiäãðóï ìóëüòèïëiêàòèâ-
íî¨ ãðóïè

×èñëî n ïðèïóñêà¹ìî ïðèìiòèâíèì çà ìîäóëåì r.
Çàóâàæèìî, ùî äëÿ p|n åëåìåíò X − 1 ¹ îäèíèöåþ â
êiëüöi Zp[X]/(Cr(X)).

Òåîðåìà 1.ßêùî (X−1)n=Xn−1(mod n,Xr−1),
òî ⟨X⟩ ⊂ ⟨X + 1⟩ ⊂ ⟨X − 1⟩ ñòðîãî çðîñòàþ÷èé ëàí-
öþã ïiäãðóï ãðóïè (Zp[X]/Cr(X))∗ äëÿ áóäü-ÿêîãî
ïðîñòîãî äiëüíèêà p ÷èñëà n.

� Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè (X − 1)n = Xn−
−1(mod n,Xr−1), òî (X−1)n=Xn−1(mod p,Cr(X)).
Îñêiëüêè n ïðèìiòèâíå çà ìîäóëåì r, iñíó¹ òàêå öi-
ëå a, ùî na ≡ 2(mod r). Òîäi (X − 1)n

a

= X2 − 1 =
= (X − 1)(X + 1). Çíà÷èòü, X + 1 = (X − 1)n

a−1 ∈
∈ ⟨X − 1⟩ òà ⟨X + 1⟩ ⊆ ⟨X − 1⟩.

Îñêiëüêè X + 1 ∈ ⟨X − 1⟩ òà (X − 1)n = Xn−
−1(mod p,Cr(X)), òî (X+1)n=Xn+1(mod p,Cr(X)).

Îñêiëüêè n ïðèìiòèâíå çà ìîäóëåì r, iñíó¹ òàêå öi-
ëå c, ùî nc ≡ r−1(mod r). Òîäi (X+1)n

c

= Xnc+1 =
= Xr−1 + 1 = X−1 + 1 = X−1(X + 1). Íàãàäà¹ìî, ùî
Xr = 1. Çâiäñè, (X + 1)n

c−1 = X−1(mod p,Cr(X)).
Òîäi

⟨
X−1

⟩
⊆ ⟨X + 1⟩. Îñêiëüêè ãðóïè

⟨
X−1

⟩
òà

⟨X⟩ ñïiâïàäàþòü, òî ⟨X⟩ ⊆ ⟨X + 1⟩. Îñêiëüêè ⟨X⟩ =
= {1, X, ...,Xr−1}, çðîçóìiëî, ùî X + 1 /∈ ⟨X⟩ òà
⟨X⟩ ⊂ ⟨X + 1⟩.

Äëÿ äîâåäåííÿ ⟨X + 1⟩ ⊂ ⟨X − 1⟩ ðîçãëÿíåìî àâ-
òîìîðôiçì σ êiëüöÿ Zp[X]/(Cr(X)), ÿêèé âiäîáðàæà¹
X âX−1. Ïðèïóñòèìî (X+1)V = X−1(mod p,Cr(X))
äëÿ äåÿêîãî öiëîãî V . Ñêîðèñòà¹ìîñü äëÿ α=(X+1)V

òà β = X − 1 òèì ôàêòîì, ùî ç α = β âèïëèâà¹
α · (σ(α))−1 = β · (σ(β))−1.

Çàóâàæèìî, ùî X + 1 òà X − 1 ¹ îäèíèöÿìè, i
òîìó [σ(X + 1)]−1 òà [σ(X − 1)]−1 iñíóþòü. Ìà¹ìî
(X + 1)[σ(X + 1)]−1 = (X + 1)[X−1(X + 1)]−1 = X òà
(X−1)[σ(X−1)]−1 = (X−1)[−X−1(X−1)]−1 = −X.
Òîäi XV = −X� ñóïåðå÷íiñòü.

Îòæå, ëàíöþã ïiäãðóï ⟨X⟩ ⊂ ⟨X + 1⟩ ⊂ ⟨X − 1⟩ ¹
ñòðîãî çðîñòàþ÷èì. �

Òåîðåìà 2. ßêùî p � ïðîñòå òà
a ̸= 0, 1,−1(mod p), òî X + a /∈ ⟨X − 1⟩ â ãðóïi
(Zp[X]/Cr(X))∗.

� Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî (X − 1)V = X+
+a(mod p,Cr(X)). Çíîâó ðîçãëÿíåìî àâòîìîðôiçì σ
êiëüöÿ Zp[X]/(Cr(X)), ÿêèé ïåðåâîäèòü X â X−1.
Òîäi ìà¹ìî

(X + a)[σ(X + a)]−1 = (X − 1)V [σ((X − 1)V )]−1,

(X + a)[X−1 + a)]−1 = (−X)V ,

X + a = (−1)V (−X)V−1 + (−1)V aXV .

ßêùî X = (−1)V aXV , òî (−1)V ̸= a, ùî íåìî-
æëèâî. Òîäi X = (−1)VXV−1, V − 1 ≡ 1(mod r),
V ≡ 2(mod r). Ç iíøîãî áîêó, a = (−1)V aXV ,
V ≡ 0(mod r) � ñóïåðå÷íiñòü. �

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 1 òà 2, ìà¹ìî òàêèé ñòðîãî
çðîñòàþ÷èé ëàíöþã ïiäãðóï

⟨X⟩ ⊂ ⟨X + 1⟩ ⊂ ⟨X − 1⟩ ⊂ ⟨X − 1, X + 2⟩ .

Áiëüøå òîãî, äëÿ r = 5 ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. ßêùî ïðîñòå ÷èñëî p íå äîðiâíþ¹
2,3,5,11,19 òà p2 ̸= 1(mod 5), òî ïîðÿäîê åëåìåíòà
X + 2 â ïîëi Zp[X]/(C5(X)) íå äiëèòü 10(p2 − 1).

� Äîâåäåííÿ. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî (X + 2)×
×(X3−X2+3X−5) ≡ −11(mod p,C5(X)), òîáòî åëå-
ìåíò −11−1(X3 −X2 +3X − 5) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíèì
îáåðíåíèì äëÿ X + 2 â ïîëi

Zp[X]/(C5(X)) = Zp[X]/(X4 +X3 +X2 +X + 1).
Ìà¹ìî (X + 2)p

2 ≡ X−1 + 2 = X−1(2X + 1) òà
(X+2)p

2−1 ≡ −11−1X−1(2X+1)(X3−X2+3X−
5) = −11−1X−1(−3X3 + 3X2 − 9X − 7). Òîäi

(X + 2)
10(p2−1)

≡ 11−10(−3X
3
+ 3X2−9X− 7)

10 ≡

≡ −11−10(19486165920X3 + 26683280040X2+

+22802637960X + 29275201379).
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Ðîçêëàä íà ïðîñòi ìíîæíèêè êîåôiöi¹íòiâ ïîëiíî-
ìà ïðè íåíóëüîâèõ ñòåïåíÿõ X ¹ òàêèì:

19486165920 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 3 · 5 · 13 · 19 · 164357;

26683280040 = 2 · 2 · 2 · 3 · 5 · 19 · 167 · 70079;

22802637960 = 2 · 2 · 2 · 3 · 3 · 5 · 19 · 67 · 49757.

Îñêiëüêè p íå äiëèòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëü-
íèê êîåôiöi¹íòiâ (ÿêèé äîðiâíþ¹ 2 · 2 · 2 · 3 · 5 · 19 ),
òî öi êîåôiöi¹íòè îäíî÷àñíî íå äîðiâíþþòü íóëþ

çà ìîäóëåì p. Çíà÷èòü, ïîëiíîì (X + 2)
10(p2−1)

íå äî-
ðiâíþ¹ 1. �

Äîâåäåíi òåîðåìè 1, 2 òà 3 äàþòü çìîãó ïðèïó-
ñòèòè, ùî òàêèé âàðiàíò ãiïîòåçè Àãðàâàëà ìîæå áó-
òè ïðàâèëüíèì: ÿêùî r ïðîñòå ÷èñëî, ÿêå íå äiëèòü
n, ÿêùî (X − 1)n = Xn − 1(mod n,Xr − 1) i ÿêùî
(X + 2)n = Xn + 2(mod n,Xr − 1), òî àáî n ïðîñòå
àáî n2 ≡ 1(mod r).

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî, âèêîðèñòîâóþ÷è
ðåçóëüòàòè ç [7], ìîæíà îòðèìàòè åêñïîíåíöiéíó íè-
æíþ îöiíêó äëÿ ÷èñëà åëåìåíòiâ ïiäãðóïè ⟨X + 1⟩.
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