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Звпропоновано побудовану функцiю комплексної змiнної, згiдно з якою можна здiйснити кон-

формне вiдображення зовнiшностi складного криволiнiйного контуру на зовнiшнiсть одиничного
круга. Змiна вiдповiдних параметрiв у функцiї дає змогу отримати рiзнi типи важливих вiдобра-
жень.
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Актуальнiсть дослiджень

Конформнi перетворення – одне iз основних по-
нять теорiї функцiї комплексної змiнної. Вони вiдiгра-
ють важливу роль, як теоретичну, так i у дослiджен-
нi задач стосовно аеро- i гiдромеханiки, теорiї пруж-
ностi, електро- i радiотехнiки, теплотехнiки та бага-
тьох iнших iнженерно-технiчних дослiджень. Застосов-
нiсть конформних перетворень дає можливiсть просто й
ефективно одержати розв’язки задач, зокрема, в дослi-
дженнях напружено-деформiвного стану пластинчастих
елементiв конструкцiй з рiзноманiтними порушеннями
їхньої однорiдностi (криволiнiйними отворами, поверх-
невими надрiзами, виточками, потовщеннями деякої ча-
стини областi тощо).

I. Аналiз вiдомих дослiджень i публiкацiй

Оскiльки апарат конформних перетворень широкоза-
стосовний, то вiдповiдно є великий науковий доробок
щодо них i розроблено методику їх побудови. Розро-
блено достатньо простi та ефективнi числовi наближе-
нi методи, згiдно з якими вдається з певною точнiстю
побудувати конформнi перетворення вiдповiдних напе-
ред заданих областей [1, 3]. У багатьох випадках кон-
формне перетворення подається у виглядi нескiнчен-
ного полiнома, в якому вибираємо його скiнченнiсть
iз певним степенем, наскiльки ця скiнченнiсть вiдповi-
дає перетворенню заданої областi. Все ж цього не зав-
жди достатньо, оскiльки можемо одержати невiдповiд-
ний розв’язок сформульованої задачi. Застосовнiшими є
перетворення скiнченного i порiвняно простого аналi-
тичного вигляду. У поданiй роботi наведено приклади
побудованих конформних перетворень, згiдно з якими
одержуємо перетворення заданих дископодiбних пла-
стинчастих елементiв конструкцiй з їх криволiнiйною

межею на внутрiшнiсть одиничного круга або пластин-
частих елементiв iз криволiнiйними отворами, вершини
яких можуть бути гострокiнцевими або заокругленими
на область зовнiшностi кругових отворiв.

II. Основний матерiал дослiдження з об-
ґрунтуванням отриманих наукових ре-
зультатiв

Дослiджуючи будь-який iнженерно-технiчний
об’єкт, зокрема стосовно пружного чи гранично-
рiвноважного стану пластинчастого елемента констру-
кцiї, ослаблених криволiнiйними отворами, можна отри-
мати ефективний аналiтичний розв’язок iз використан-
ням теорiї аналiтичних функцiй та апарату конформ-
ного вiдображення. Такий шлях розв’язування поданої
математичної моделi задачi доступний i перспективний,
оскiльки маємо чудово розроблений апарат комплексних
потенцiалiв, запропонований у роботах М. I. Мусхелi-
швiлi [2], суть якого полягає у тому, що потрiбно мати
або побудувати конформно вiдображаючу функцiю, що
здiйснює перетворення областi дослiджуваного об’єкта
на область одиничного круга або на його зовнiшнiсть.

A. Функцiя конформного вiдображення

Потрiбно дослiдити пружно-деформiвний стан
вздовж криволiнiйного отвору в пластинчастому еле-
ментi конструкцiї, на який дiють певнi силовi фактори
або температурне поле. Для одержання розв’язку по-
ставленої задачi згiдно з методикою, поданою у роботах
М. I. Мусхелiшвiлi [2], запропоновано побудову фун-
кцiї комплексної змiнної, що здiйснює конформне вiд-
ображення зовнiшностi криволiнiйного отвору (фiзичної
областi z) на зовнiшнiсть одиничного круга (параметри-
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чної областi ζ):

z = ω(ζ) = −iReiω/2 iAζ
3 − ζ2 + iABζ + t

iAζ3 + ζ2 + iABζ − t
, (1)

де z = x + iy = 2eiθ i ζ = µ + iη = ρeiθ – комплекснi
змiннi вiдповiдно у фiзичнiй площинi z, тобто у площи-
нi дослiджуваного пластинчастого елемента, i параме-

тричнiй площинi ζ, на яку перетворюється площина z
внаслiдок вiдображення (1), тобто на зовнiшнiсть круго-
вого отвору одиничного радiуса.

Побудована функцiя (1) здiйснює перетворення на
зовнiшнiсть одиничного круга, зовнiшнiсть криволiнiй-
ного отвору, який описується такою системою параме-
тричних рiвнянь:


x(θ) = R

[A2(1−B2)− (1 + t2) + 2(A2B + t) cos 2θ] sinω/2 + 2A[(1 +B −Bt) cos θ − t cos 3θ] cosω/2

A2(1 +B2) + (1 + t2) + 2A(B +Bt− 1) sin θ + 2(A2B + t) cos 2θ + 2At sin 3θ
,

y(θ) = R
2A[(1 +B −Bt) cos θ − t cos 3θ] sinω/2− [A2(1 +B2)− (1 + t2) + 2(A2B + t) cos 2θ] cosω/2

A2(1 +B2) + (1 + t2) + 2A(B +Bt− 1) sin θ + 2(A2B + t) cos 2θ + 2At sin 3θ
.

(2)

Криволiнiйний отвiр, описаний системою рiвнянь (2), розмiщений вздовж дуги кола радiусом R.

B. Характернi величини функцiї конформного вiдо-
браження

Величини (коефiцiєнти), якi входять у функцiю (1),
мають вигляд:

A =
1

2
[(1− t) + ε(1 + t)]

1− sinω/2

cosω/2
,

B =
1− t− ε(1 + t)

1− t+ ε(1 + t)
,

0 ≤ ε < 1, 0 ≤ θ ≤ 2π, −π ≤ ω < π, t – параметр, який
набуває значення в iнтервалi |t| < 1 й обчислюється за
формулою

t=−1+
2(1− r0/R)

(1−r0/R)(2+ε)+
√
r0/R(1−r0/R)(1−ε2)

,

де r0 – радiус заокруглення вершини криволiнiйного
отвору, який можемо обчислити згiдно з формулою кри-
визни у вершинах отвору:

r0/R =
[ε− t(2 + ε)]2

(1 + t)2 − 4t[ε(1 + t)− t]
.

У разi змiни кута ω змiнюється довжина криволi-
нiйного отвору вздовж дуги кола, що вiдображено на
рис. 1, а для ω = 0 та рис. 1, б для ω = −π/2.

Рис. 1а

Рис. 1б

Вiдстань мiж берегами контуру отвору знаходимо че-
рез параметр ε i кут ω за спiввiдношенням

d =
4Rε cosω/2

(1− ε2) + (1 + ε2) sinω/2
.

Якщо ε = 0, у певних точках береги отвору дотика-
тимуться.

C. Доведення конформностi побудованої функцiї

Покажемо, що запропонована функцiя (1) дає мо-
жливiсть вiдобразити зовнiшнiсть одиничного круга в
областi ξ на зовнiшнiсть фiзичного розрiзу iз контуру,
параметричне рiвняння якого подано формулою (2), тоб-
то вiдповiдає конформному перетворенню.

Подавши змiннi z i ζ у показниковiй формi z = reiθ1 ,
ζ = ρeiθ i вiдокремивши дiйсну та уявну частини у фор-
мулi (1), одержимо залежнiсть мiж полярними коорди-
натами r, θ1 i ρ, θ:
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r = R

√
[A2ρ6 − ρ4 +A2B2ρ2 − t2 + 2ρ2(A2B + t) cos 2θ]2 + 4A2[ρ3 cos θ(ρ2 +B − 4t cos 2θ + 3t)]2

A2ρ6 + ρ4 +A2B2ρ2 + t2 + 2Aρ sin θ(ρ2 + 8t− ρ4) + 2ρ2 cos 2θ(A2Bρ2 + t) + 2Atρ3 sin 3θ

θ1 = arctg
2Aρ3 cos θ(ρ3 +B − 4t cos2 θ + 3t) sinω/2− [A2ρ6 +A2B2ρ2 − t2 + 2ρ2(A2B + t) cos 2θ] cosω/2

2Aρ3 cos θ(ρ3 +B − 4t cos2 θ + 3t) cosω/2− [A2ρ6 +A2B2ρ2 − t2 + 2ρ2(A2B + t) cos 2θ] sinω/2

Полярний кут θ1 за постiйних ρ i ω є перiодичною
функцiєю кута θ з перiодом 2π, таким, як i радiус-вектор
r, отже, кривi ρ = const є замкнутими, а кривi θ = const
розiмкнутими, причому кривi ρ = const описують кон-
центричнi кола, а кривi θ = const – радiуси-вектори.
Отже, маємо двопараметричну сiм’ю кривих. Покаже-
мо, що вони ортогональнi мiж собою.

Рiвняння дотичної у точцi до плоскої кривої лiнiї на
площинi xOy, якщо ця крива задана параметричними
рiвняннями x = x(ρ, θ) i y = y(ρ, θ), має вигляд:

y1 =
y′

x′
x1 + y − y′

x′
x,

де x1, y1 – поточнi координати дотичної; x, y – поточнi

координати кривої;
y′

x′
– кутовий коефiцiєнт дотичної.

Виокремивши дiйсну та уявну частини у запропоно-
ванiй функцiї вiдображення (1), одержимо параметричнi
рiвняння для змiнних x = x(ρ, θ) та y = y(ρ, θ):

x(ρ, θ) = R
A1 sinω/2 +B1

C

y(ρ, θ) = R
B1 sinω/2−A1 cosω/2

C
,

A1=A2ρ6−ρ4+A2B2ρ2−t2+2ρ2(A2B2−y) cos 2θ,

B1=2Aρ3(ρ2+B−4t cos2 θ+3t) cos θ,

C=A2ρ6+ρ4+A2B2ρ2+t2+2Aρ(ρ2+Bt−ρ4) sin θ+

+2Aρ2 sin 3θ+2ρ2(A2B2ρ2−t) cos 2θ+2Atρ3 sin 3θ.

Запишемо частковi похiднi по ρ i θ функцiї (1):

∂ω(ρ, θ)

∂θ
= −iρReiω/2(A0 + iB0) (3)

∂ω(ρ, θ)

∂ρ
= Reiω/2(A0 + iB0) (4)

де A0 = Re(D), B0 = Im(D),

D = 2A
ρ4e5iθ − (3t+B)ρ2e3iθ − tBeiθ

(iAρ3e3iθ + ρ2e2iθ + iABρeiθ − t)2
.

Якщо виокремити дiйсну та уявну частини у спiв-

вiдношеннях (3) i (4) та встановити вiдношення ∂y
∂θ

/
∂x
∂θ

i ∂y∂ρ

/
∂x
∂ρ , одержимо вiдповiдно кутовi коефiцiєнти доти-

чних у точках (x, y) до кривих ρ = const та θ = const
на площинi z:

∂y

∂θ

/∂x
∂θ

= −A0

B0
,

∂y

∂ρ

/∂x
∂ρ

=
B0

A0
.

Зiставляючи значення кутових коефiцiєнтiв доти-
чних до лiнiй ρ = const i θ = const, встановлюємо, що
вони задовольняють умову перпендикулярностi, тобто

∂y

∂θ

/∂x
∂θ
· ∂y
∂ρ

/∂x
∂ρ

= −1,

що свiдчить про ортогональнiсть двопараметричної
сiм’ї лiнiй на площинi xOy.

Отже, сiм’ям концентричних кiл i радiус-векторiв
на площинi ξ вiдповiдають сiм’ї взаємно ортогональних
кривих на фiзичнiй площинi, якi утворюють криволiнiй-
ну прямокутну сiтку координат на цiй площинi.

Оскiльки є такi умови, то функцiя (1) здiйснює кон-
формне вiдображення криволiнiйного отвору, що опи-
сується параметричними рiвняннями (2) на зовнiшню
область одиничного круга.

Встановимо, що функцiя, подана формулою (1),
встановлює однозначну вiдповiднiсть мiж точками обла-
стi на параметричнiй площинi ξ i точками областi пла-
стинчастого елемента iз криволiнiйним отвором, контур
якого описується рiвняннями (2). Для цього необхiдною
i достатньою умовою є те, щоб похiдна вiдображуваль-
ної функцiї поза кругом i на його межi не дорiвнювала
нулю ω(ζ) 6= 0, якщо |ζ| ≥ 1.

Продиференцiювавши функцiю ω(ζ), одержимо:

ω′(ζ) = 2AReiω/2
ζ4 − (3t+B)ζ2 − tB

(iAζ3 + ζ2 + iABζ − t)2

Оскiльки ω′(ζ) 6= 0, то, очевидно, рiвняння

ζ4 − (3t+B)ζ2 − t = 0

не повинно мати коренiв, модулi яких дорiвнюють або
бiльшi за одиницю.

Оскiльки маємо бiквадратне рiвняння вiдносно ξ, то
його коренi ζi (i = 1, 4) мають вигляд:

ζi = ±

√
3t+B ±

√
(3t+B)2 + 4tB

2

Враховуючи умову |ζ| ≥ 1, в яку пiдставимо значен-
ня коренiв ζi, пiсля нескладних перетворень одержимо,
що

ε ≥ 2t/(1 + t).

Отже, якщо виконується одержане спiввiдношення
мiж параметрами, то лiнiя, що описує контур отвору,
не самоперетинається й вiдповiдно функцiя комформ-
ного вiдображення (1) здiйснює взаємнооднозначне вiд-
ображення зовнiшностi криволiнiйного отвору на зовнi-
шнiсть одиничного круга.
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Отже, згiдно з результатами дослiдження функцiї (1)
можемо стверджувати, що побудована рацiональна фун-
кцiя здiйснює конформне вiдображення фiзичної областi
z, що вiдповiдає пластинчастому елементу конструкцiї з
криволiнiйним отвором, розмiщеним вздовж дуги кола
радiуса R, на зовнiшнiсть круга у параметричнiй обла-
стi ξ.

D. Типи iнших функцiй, одержаних на основi побудо-
ваної функцiї

Згiдно з побудованою функцiєю у разi змiни її вiд-
повiдних параметрiв можемо отримати ряд функцiй, якi
перетворюють область з iншою геометричною конфiгу-
рацiєю криволiнiйних отворiв на зовнiшнiсть одинично-
го круга.

Розглянемо частковi випадки змiни параметрiв фун-
кцiї (1):

Якщо t = 0, функцiя (1) матиме вигляд:

z = ω(ζ) = −iReiω/2 ζ
2 + ia0ζ +m

ζ2 − ia0ζ +m
,

де a0 = (1 + m)
cos(ω/2)

1− sin(ω/2)
, 0 ≤ m ≤ 1 i здiйснює

вiдображення елiптичного отвору, розмiщеного вздовж
дуги кола радiуса R, на зовнiшнiсть одиничного круга.

Якщо m = 1 – розрiз (трiщиноподiбнi дефекти),
розмiщений вздовж дуги кола; якщо t = 0, ω = 0 i
0 ≤ m ≤ 1, функцiя матиме такий вигляд:

z = ω(ζ) =
2(1 +m)ζ2

ζ2 − i(1 +m)0ζ +m
,

У цьому випадку здiйснюється перетворення областi
криволiнiйного отвору, симетричного вiдносно осi у ви-
глядi криволiнiйного трикутника iз заокругленими або
гострокiнцевими вершинами, якi зображенi на рис. 2.
Можливi такого типу iншi криволiнiйнi багатокутники у
разi поданої змiни параметра n.

Рис. 2а

Рис. 2б

Висновки

Побудованi функцiї конформного вiдображен-
ня дають змогу реалiзувати дослiдження пружно-
деформiвного та гранично-рiвноважного стану пластин-
частих елементiв конструкцiй, послаблених розгляну-
тими вище криволiнiйними отворами зi складною гео-
метричною конфiгурацiєю, зокрема, дослiдити розподiл
концентрацiї напружень вздовж контурiв отворiв у ра-
зi їх заокруглених вершин та iнтенсивнiсть розподiлу
напружень у випадку гострокiнцевих вершин, тобто трi-
щиноподiбних дефектiв за дiї рiзноманiтних силових
факторiв.
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A constructed function of a complex variable, according to which it is possible to implement the
conformal mapping of the exterior of complex curvilinear contour onto the exterior of unit circle, is
proposed. Changing the corresponding parameters in the function allows to get different types of important
mappings.
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