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Розглянуто задачу визначення концентрацiї напружень у полярно-ортотропнiй пластинi iз кру-

глою апертурою. Задача розв’язується наближеними варiацiйними методами. Проаналiзовано вплив
на напружений стан механiчних та геометричних параметрiв пластини.
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Вступ

Концентрацiю напружень бiля отворiв у iзотропних
i анiзотропних пластинчатих елементах конструкцiй на
основi класичної теорiї дослiджував Г. М. Савiн [1].
Однак пiд час розрахунку елементiв конструкцiй iз но-
вих композицiйних матерiалiв iстотне урахування спе-
цифiчних особливостей їхньої механiчної поведiнки, якi
не враховує класична теорiя, зокрема, низької зсувної
жорсткостi.

Формулювання i розв’язання задач про концен-
трацiю напружень бiля отворiв у трансверсально-
iзотропних пластинках на основi теорiї типу Тимошенко
подано в роботi [2].

Для ортотропних пластинок (без будь-якого обме-
ження на характер ортотропiї) задача iстотно ускладню-
ється, оскiльки змiннi у розв’язуванiй системi рiвнянь
вiдокремити не вдається. Для iнтегрування цiєї системи
доцiльно використовувати рiзнi числовi методи.

У цiй роботi наведено формулювання i розроблено
методику розв’язування задач про концентрацiю напру-
жень в анiзотропних пластинках iз полiмерних компози-
цiйних матерiалiв.

I. Постановка задачi

Розглянемо послаблену круговим отвором пластинку
з цилiндричною ортотропiєю [3]. Стан згину пластинки
на основi теорiї типу Тимошенко за вiдсутностi масових
i поверхневих сил описується такими рiвняннями:

а) рiвняння рiвноваги
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де γρ, γθ, w – узагальненi перемiщення;

Di =
2Eih

3

3(1− ν1ν2)
, Λ13 = 2k′hG13 – жорсткостi пластин-

ки на згин i поперечний зсув вiдповiдно;D12 =
2

3
h3G12;

2h – товщина пластини; Ei, G12, Gi3, νi (i = 1, 2) – пру-
жнi сталi матерiалу пластинки, вiднесенi до полярних

координат; k′ =
5

6
– коефiцiєнт зсуву.

Пiдставляючи (2) в (1), отримуємо систему рiвнянь
рiвноваги в узагальнених перемiщеннях виду

Li1γρ + Li2γθ + Li3w = 0 (i = 1, 2, 3), (3)

де Lij – диференцiальнi оператори вигляду
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Задача полягає у знаходженнi розв’язку системи (3),
що задовольняє такi граничнi умови:

а) вiльний отвiр

Mρ +M0
ρ = 0; Hρθ +H0

ρθ = 0;

Qρ +Q0
ρ = 0 (ρ = a); (4)

б) абсолютно жорстке включення

γρ + γ0
ρ = 0; γθ + γ0

θ = 0;

w + w0 = 0 (ρ = a), (5)

де величини з iндексом “0” – силовi й деформацiйнi фа-
ктори для суцiльної (не послабленої отвором) пластин-
ки.

Iнтегрування системи (3) в загальному виглядi не-
можливе. Нижче запропоновано наближений метод
розв’язування задач про концентрацiю напружень, який
ґрунтується на застосуваннi варiацiйних методiв.

II. Метод розв’язування

Розв’язок системи (3) шукатимемо у виглядi подвiй-
них рядiв
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причому Aimt – невiдомi коефiцiєнти; a – параметр, що
характеризує розмiр неоднорiдностi.

Використовуючи представлення (6), граничнi умови
(4), (5) можна подати у виглядi
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Aimta
mt
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(i = 1, 2, 3; m = 0, 1, ..., p; A3
0t = 0).

Коефiцiєнти amtij i вiльнi члени f im алгебраїчної си-
стеми рiвнянь (3) залежать вiд виду граничних умов.

Для першої основної граничної задачi разом iз рiв-
няннями (7) потрiбно розв’язати варiацiйне рiвняння ви-
ду
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де Λmj – множники Лагранжа; δV – варiацiя пружної
енергiї деформацiї пластинки, яку можна подати форму-
лою
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причому u1 = w; u2 = γρ; u3 = γθ.
Варiацiї в (8) беруться за довiльними сталими Aimt.
Використовуючи розв’язки (6), з варiацiйного рiвня-

ння (8) (прирiвнюючи до нуля члени при однакових ва-
рiацiях) отримуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь

3∑
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mt
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m
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(j = 1, 2, 3; t̄ = 1, 2, ..., s; m = 0, 1, ..., p),

де A3
0t = Λ0

3 = 0.
Система рiвняння (8) разом з (7) замкнута i її поря-

док (s + 1)(3p + 2). У цiй системi коефiцiєнти bmtjt̄ не
залежать вiд виду граничних умов, а є функцiями лише
механiчних i геометричних параметрiв пластинки.

III. Цилiндричний згин пластинки

Дослiдимо концентрацiю напружень бiля вiльного
кругового отвору за цилiндричного згину пластинки мо-
ментами M (M∞x = M , M∞y = H∞xy = Q∞x = Q∞y = 0).

Граничнi умови у випадку вiльного отвору мають ви-
гляд (3). В цьому випадку

M0
ρ =

M

2
(1 + cos 2θ); H0

ρθ = −M
2

sin 2θ; Q0
ρ = 0.

Коефiцiєнти amtij i вiльнi члени f jm в (7) з викорис-
танням (4) матимуть форму

amt12 = −2t; amt22 = 1; amt33 = 2mν2; amt21 = 2m;

amt31 = 2(t+ 1); amt23 = ν2 − 2t− 1; aθt31 = 0;
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(m = 0, 1, ..., p; t = 1, 2, ..., s).

Решта amtij i fmj дорiвнюють нулю. Коефiцiєнти cmijt̄
залежать вiд граничних умов (7) i визначаються форму-
лою

cmijt̄ = amt̄ij (i, j = 1, 2, 3; m = 0, 1, ..., p; t̄ = 1, 2, ..., s).

Силовi фактори виражаються так
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Збiжнiсть розв’язку дослiджували, послiдовно збiль-
шуючи кiлькiсть членiв в рядах (6). Для цiєї задачi в
рядах розв’язкiв достатньо утримувати до шести членiв
i похибка не перевищує 5 % порiвняно з наступними
наближеннями. На рис. 1 зображено розподiл коефiцi-
єнтiв концентрацiї моментiв Mθ, k0 = Mθ/M |ρ=a за-
лежно вiд a/h для значень параметрiв E1/G12 = 2, 6;
ν1 = 0, 3; G13 = G23; E1/G13 = 2, 6 (суцiльнi лiнiї) i
E1/G12 = 40 (штриховi лiнiї) за рiзних значень пара-
метрiв E1/E2. На рис. 2 показано розподiл моментiв по
контуру кругового отвору для a/h = 4; E1/G12 = 2, 6;
G13 = G23; E1/G13 = 40. Кривi, якi позначено цифрами
1, 2, 3, вiдповiдають значенням E1/E2 = 0, 5; 1, 0; 2, 0.

Рис. 1

Рис. 2

З аналiзу рис. 1 i 2 можна зробити висновок про iс-
тотний вплив на розподiл напружень параметра E1/E2.
З одержаного розв’язку, якщо E1/E2 = 1, знаходимо
значення коефiцiєнтiв концентрацiї моментiв для випад-
ку трансверсальної iзотропiї матерiалу пластинки.
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CONCENTRATION OF STRESSES AROUND A ROUND HOLE IN ORTHOTROPIC
PLATES WITH ALLOWANCE FOR SHEAR DEFORMATION

V. A. Lazko, R. M. Makhnitskyi, V. L. Lozben, O. Ya. Brodyak, V. M. Huk

Lviv Polytechnic National University
12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

The problem of determining the concentration of stresses in a polar-orthotropic plate with a circular
aperture is considered. The problem is solved by an approximate variational method. The influence on
the stress state of the mechanical and geometric parameters of the plate is analyzed.
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