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Побудовано систему функцiй, якi бiортогональнi з многочленами Чебишова другого роду на за-

мкнених кривих у комплекснiй площинi. Дослiджено властивостi цих функцiй та умови розвинен-
ня аналiтичних функцiй у ряди за многочленами Чебишова другого роду в комплексних областях.
Наведено приклади таких розвинень. Крiм того, отримано комбiнаторнi тотожностi, якi мають са-
мостiйний iнтерес.
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Вступ

Многочлени Чебишова – основа теоретичних та пра-
ктичних дослiджень теорiї наближення функцiй, ефе-
ктивно використовуються в задачах обчислювальної ма-
тематики, для розв’язування диференцiальних та iнте-
гральних рiвнянь, для числового диференцiювання та
iнтегрування.

Властивостi многочленiв Чебишова достатньо ґрун-
товно викладено в роботах [1, 2]. Значно менше дослi-
джень стосуються властивостей цих систем у компле-
ксних областях. У роботi [2] наведено деякi властивостi
многочленiв Чебишова у комплекснiй площинi, а також
розвинення аналiтичних функцiй за многочленами Че-
бишова першого роду у комплексних областях.

Узагальненням методу розвинення функцiй у степе-
невi ряди в комплексних областях є їхнє розвинення
за системою многочленiв, бiортогональних з деякою iн-
шою системою (асоцiйованих) функцiй. За певних умов
для будь-якої незалежної та повної системи функцiй мо-
жна побудувати вiдповiдну систему асоцiйованих фун-
кцiй i конструювати ряди за нею.

У цiй роботi побудовано систему функцiй, бiорто-
гональних з многочленами Чебишова другого роду на
замкнених кривих у комплекснiй площинi, встановлено
умови, за яких аналiтичнi функцiї можна розкласти у
ряди за цими многочленами. Наведено приклади таких
розкладiв. Крiм того, отримано комбiнаторнi тотожностi,
якi становлять самостiйний iнтерес.

Позначимо через Un(z) многочлени Чебишова дру-
гого роду комплексної змiнної. Для них справедливi явнi
формули [3, с. 186]:

Un(z) =

[n2 ]∑
k=0

(−1)k2n−2kCkn−kz
n−2k, n = 0, 1, . . . . (1)

Зi спiввiдношень (1) отримаємо вирази многочленiв
Un(z) для парних та непарних значень n:

U2n(z) =

n∑
k=0

(−1)k22(n−k)Ck2n−kz
2(n−k) =

=

n∑
i=0

(−1)n−i22iC2i
n+iz

2i, (2)

U2n+1(z) =

n∑
i=0

(−1)n−i22i+1C2i+1
n+i+1z

2i+1. (3)

I. Властивостi многочленiв Un(z)

Теорема 1. Для многочленiв Un(z) справедливе iн-
тегральне зображення

Un(z) =
n+ 1

2

1∫
−1

(
z + t

√
z2 − 1

)n
dt. (4)

� Доведення. Використавши формулу бiнома
Ньютона та змiнивши порядок пiдсумовування, iз (4)
знаходимо

Un(z) =
n+ 1

2

n∑
m=0

Cmn z
n−m (z2 − 1

)m
2

1∫
−1

tmdt =

= (n+ 1)

[n2 ]∑
i=0

C2i
n

2i+ 1
zn−2i

(
z2 − 1

)i
=

= (n+ 1)

[n2 ]∑
i=0

C2i
n

2i+ 1
zn−2i

i∑
k=0

(−1)kCki z
2i−2k =

= (n+ 1)

[n2 ]∑
k=0

(−1)kzn−2k

[n2 ]∑
i=k

C2i
n C

k
i

2i+ 1
.
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Врахувавши комбiнаторну тотожнiсть

[n2 ]∑
i=k

C2i
n C

k
i

2i+ 1
=

2n−2kCkn−k
n+ 1

, (5)

приходимо до спiввiдношення (1). �
Позначимо через ΓR елiпс, заданий рiвнянням

z =
1

2

(
R eiϕ +R−1 e−iϕ

)
, R > 1, 0 ≤ ϕ < 2π. (6)

Нехай DR – область, границею якої є елiпс ΓR.

Теорема 2. Для многочленiв Un(z) справедливi
оцiнки

|Un(x)| ≤ (n+ 1), x ∈ R, |x| ≤ 1,

|Un(z)| ≤ (n+ 1)Rn, z ∈ DR. (7)

� Доведення. Враховуючи нерiвнiсть
x2 − x2t2 + t2 ≤ 1, яка справедлива для всiх x i t, таких,
що |x| ≤ 1, |t| ≤ 1, зi спiввiдношення (4) одержимо

|Un(x)| ≤ n+ 1

2

1∫
−1

∣∣∣x+ it
√

1− x2
∣∣∣n dt =

=
n+ 1

2

1∫
−1

(
x2 + t2

(
1− x2

))n
2 dt ≤ n+ 1

2

1∫
−1

dt ≤ n+ 1.

Многочлен
1

n+ 1
Un(z) задовольняє умови теореми

[4, с. 166]: якщо для многочлена Wn(z) n-го степе-
ня на дiйсному вiдрiзку [−1; 1] виконується нерiвнiсть
|Wn(z)| ≤M , де M = const, то для будь-якого z ззовнi
цього вiдрiзка справедлива оцiнка

|Wn(z)| ≤M(a+ b)n,

де a i b – пiвосi елiпса з фокусами в точках z = ±1, який
проходить через точку z. Звiдси, оскiльки пiвосi елiпса
Γr, 1 < r ≤ R, з рiвнянням (6) вiдповiдно дорiвнюють
1

2

(
r +

1

r

)
,

1

2

(
r − 1

r

)
, випливає оцiнка (7). �

Теорема 3. Справедливе iнтегральне зображення

Un(z) =
1

2πi

∫
C

(
z + t

√
z2 − 1

)n
ϕn(t)dt, (8)

де C – додатно орiєнтоване коло |t| ≤ R1, 1 < R1 <∞,

ϕn(t) =
n+ 1

2
ln
t+ 1

t− 1
.

� Доведення. Розклавши вираз
(
z + t

√
z2 − 1

)n
за формулою бiнома Ньютона та врахувавши розвинен-

ня ϕn(t) =
∞∑
j=0

n+ 1

2j + 1

1

t2j+1
, згiдно з (8), отримаємо

Un(z) = (n+ 1)

n∑
k=0

Cknz
n−k (z2 − 1

) k
2

∞∑
j=0

1

2j + 1
×

× 1

2πi

∫
C

dt

t2j−k+1
.

На пiдставi вiдомого результату [5, с. 81–82]

1

2πi

∮
L

dz

(z − a)n
=

{
1, n = 1,

0, n 6= 1,
(9)

де L – довiльний замкнений контур, що охоплює точку
a i однократно проходиться в додатному напрямi, знахо-
димо

Un(z) = (n+ 1)

[n2 ]∑
j=0

C2j
n

2j + 1
zn−2j

(
z2 − 1

)j
.

Розклавши вираз
(
z2 − 1

)j
за формулою бiнома

Ньютона та змiнивши порядок пiдсумовування, одержи-
мо

Un(z) = (n+ 1)

[n2 ]∑
j=0

C2j
n

2j + 1
zn−2j

j∑
k=0

(−1)kCkj z
2j−2k =

= (n+ 1)

[n2 ]∑
k=0

(−1)kzn−2k

[n2 ]∑
j=k

C2j
n C

k
j

2j + 1
.

Звiдси, врахувавши комбiнаторну тотожнiсть (5),
приходимо до формул (1).

Вiдомо [2, с. 28], що степенi zn однозначно виража-
ються через многочлени Чебишова Un(z), тобто справе-
дливi спiввiдношення:

zn =
1

2n

[n2 ]∑
k=0

(n− 2k + 1)Ckn
n− k + 1

Un−2k(z), n ≥ 0. (10)

Iз спiввiдношень (10) отримаємо вирази zn для пар-
них та непарних значень n:

z2n =
1

22n

n∑
k=0

(2n− 2k + 1)Ck2n
2n− k + 1

U2(n−k)(z) =

=
1

22n

n∑
i=0

(2i+ 1)Cn−i2n

n+ i+ 1
U2i(z), (11)

z2n+1 =
1

22n+1

n∑
i=0

(2i+ 2)Cn−i2n+1

n+ i+ 2
U2i+1(z). (12)

�
Нехай

δmn =

{
0, m 6= n,

1, m = n

– символ Кронекера.

Твердження 1. Справедливi комбiнаторнi тотож-
ностi

(2j + 1)

n∑
i=j

(−1)n−i
C2i
n+iC

i−j
2i

i+ j + 1
= δnj , (13)

(2j + 2)

n∑
i=j

(−1)n−i
C2i+1
n+i=1C

i−j
2i+1

i+ j + 2
= δnj . (14)
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� Доведення. Пiдставивши вирази (11) для сте-
пенiв z2n в (2) та змiнивши порядок пiдсумовування,
знаходимо:

U2n(z)=

n∑
i=0

(−1)n−i22iC2i
n+i

1

22i

i∑
j=0

(2j + 1)Ci−j2i

j + i+ 1
U2j(z) =

=

n∑
j=0

(2j + 1)U2j(z)

n∑
i=j

(−1)n−i
C2i
n+iC

i−j
2i

i+ j + 1
.

Звiдси, враховуючи незалежнiсть многочленiв Un(z),
отримуємо тотожнiсть (13).

Аналогiчно, пiдставивши вирази (12) для степенiв
z2n+1 в (3), приходимо до тотожностi (14). �

Позначимо через ER простiр однозначних аналiти-
чних у крузi |z| < R, 0 < R ≤ ∞, функцiй комплексної
змiнної.

Теорема 4. Система многочленiв {Un(z)}∞n=0 лi-
нiйно незалежна i повна у просторi ER.

� Доведення. Оскiльки коефiцiєнт

2n(−1)0C0
n = 2n 6= 0

при найстаршому степенi многочлена Un(z) вiдмiнний
вiд нуля, то система {Un(z)}∞n=0 лiнiйно незалежна [6,
с. 137]. Крiм того, вона повна [6, с. 137], бо кожний
степiнь zn однозначно виражається у виглядi лiнiйної
комбiнацiї многочленiв Un(z). �

II. Функцiї, асоцiйованi з многочленами
Un(z)

Розглянемо однозначну аналiтичну в крузi |z| < R,
1 < R ≤ ∞, функцiю f(z) комплексної змiнної. Тодi
її можна зобразити рядом Тейлора

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
zn. (15)

Знайдемо її формальне розвинення за системою мно-
гочленiв {Un(z)}∞n=0. Для цього пiдставимо вирази (11)
та (12) у рiвнiсть (15). Тодi

f(z) =

∞∑
n=0

f (2n)(0)

(2n)!

1

22n

n∑
i=0

(2i+ 1)Cn−i2n

n+ i+ 1
U2i(z)+

+

∞∑
n=0

f (2n+1)(0)

(2n+ 1)!

1

22n+1

n∑
i=0

(2i+ 2)Cn−i2n+1

n+ i+ 2
U2i+1(z).

Змiнивши порядок пiдсумовування, отримаємо

f(z) =

∞∑
i=0

(2i+ 1)U2i(z)

∞∑
n=i

Cn−i2n

22n(n+ i+ 1)

f (2n)(0)

(2n)!
+

+

∞∑
i=0

(2i+ 2)U2i+1(z)

∞∑
n=i

Cn−i2n+1

22n(n+ i+ 2)

f (2n+1)(0)

(2n+ 1)!
=

=

∞∑
i=0

(2i+ 1)U2i(z)

∞∑
j=0

Cj2(j+i)

22j+2i(j + 2i+ 1)

f (2j+2i)(0)

(2j + 2i)!
+

+

∞∑
i=0

(2i+2)U2i+1(z)

∞∑
j=0

Cj2(j+i)+1

22j+2i+1(j+2i+2)

f (2j+2i+1)(0)

(2j+2i+1)!
=

=

∞∑
n=0

(n+ 1)Un(z)

∞∑
j=0

Cj2j+n
22j+n(j + n+ 1)

f (2j+n)(0)

(2j + n)!
.

(16)

Позначимо

Ln(f) = (n+ 1)

∞∑
j=0

Cj2j+n
22j+n(j + n+ 1)

f (2j+n)(0)

(2j + n)!
. (17)

Урахувавши спiввiдношення (16), одержимо роз-
винення функцiї f(z) за системою многочленiв
{Un(z)}∞n=0:

f(z) =

∞∑
n=0

Ln(f)Un(z).

Введемо функцiї, асоцiйованi з многочленами Un(z)
[6, с. 120]

ωm(z) = (m+ 1)

∞∑
j=0

Cj2j+m
22j+m(j +m+ 1)

1

z2j+m+1
. (18)

На пiдставi спiввiдношення (18) запишемо вирази
асоцiйованих функцiй ωm(z) для парних та непарних
значень iндексiв m:

ω2m(z) = (2m+ 1)

∞∑
j=0

Cj2j+2m

22j+2m(j + 2m+ 1)

1

z2j+2m+1
=

= (2m+ 1)

∞∑
l=m

Cl−m2l

22l(l +m+ 1)

1

z2l+1
, (19)

ω2m+1(z) = (2m+ 2)

∞∑
l=m

Cl−m2l+1

22l+1(l +m+ 2)

1

z2l+2
. (20)

Твердження 2. Функцiї ωm(z) аналiтичнi в обла-
стi |z| > 1. Коефiцiєнти Lm(f) зображають у виглядi
контурних iнтегралiв

Lm(f) =
1

2πi

∫
C

f(z)ωm(z)dz,

де C – додатно орiєнтоване коло |z| = q, 1 < q < R.
� Доведення. Використовуючи асимптотичну

формулу n! ∼ nn

en
, n → ∞, знайдемо оцiнку для кое-

фiцiєнтiв ряду (18)

Cj2j+m
22j+m(j +m+ 1)

=
(2j +m)!

22j+m(j +m+ 1)j!(j +m)!
∼

∼ (2j +m)2j+m

22j+m(j +m+ 1)jj(j +m)j+m
=

=

(2j)2j+m

(
1 +

m

2j

)2j+m

22j+m(j +m+ 1)j2j+m

(
1 +

m

j

)j+m =

36 МАТЕМАТИКА
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=

(
1 +

m

2j

)2j+m

(j +m+ 1)

(
1 +

m

j

)j+m ∼ 1

j +m+ 1
. (21)

Звiдси одержуємо

lim
j→∞

j

√
(m+ 1)Cj2j+m

22j+m(j +m+ 1)
= lim
j→∞

j

√
m+ 1

j +m+ 1
= 1

i твердження 2 доведено. �

Означення 1. Система асоцiйованих функцiй
{ωk(z)}∞k=0 називається бiортогональною iз системою
многочленiв Vn(z), якщо справджуються умови

1

2πi

∫
L

Vn(z)ωk(z)dz = δnk,

де L – додатно орiєнтований замкнений контур, що охо-
плює особливi точки функцiї ωk(z).

Теорема 5. Система асоцiйованих функцiй
{ωn(z)}∞n=0 бiортогональна з многочленами Un(z)
вздовж замкненого контура γ, що охоплює круг |z| ≤ 1,
тобто виконуються рiвностi

1

2πi

∫
γ

Un(z)ωm(z)dz = δnm, (22)

де ωm(z) визначенi спiввiдношенням (18).
� Доведення. Розглянемо спочатку випадок пар-

них значень iндексiв m та n. Пiдставимо вирази (2) i
(19) у лiву частину рiвностi (22). Матимемо

1

2πi

∫
γ

U2n(z)ω2m(z)dz =

n∑
i=0

(−1)n−i22iC2i
n+i(2m+ 1)×

×
∞∑
l=m

Cl−m2l

22l(l +m+ 1)

1

2πi

∫
γ

dz

z2(l−i)+1
.

Звiдси, згiдно з (9), одержимо

1

2πi

∫
γ

U2n(z)ω2m(z)dz = (2m+1)

n∑
i=m

(−1)n−i
C2i
n+iC

i−m
2i

i+m+ 1
.

Аналогiчно знаходимо для непарних значень iнде-
ксiв m та n:

1

2πi

∫
γ

U2n+1(z)ω2m+1(z)dz =

= (2m+ 2)

n∑
i=m

(−1)n−i
C2i+1
n+i+1C

i−m
2i+1

i+m+ 2
.

Використавши комбiнаторнi тотожностi (13) та (14),
одержимо рiвностi (22). �

Теорема 6. Асоцiйованi функцiї ωn(z) мають iн-
тегральне зображення

ωn(z) =
2

π

1∫
−1

√
1− x2

z − x
Un(x)dx. (23)

� Доведення. Запишемо для многочлена Un(x)
iнтегральну формулу Кошi

Un(x) =
1

2πi

∫
γ

Un(z)

z − x
dz, (24)

де γ – контур, який є границею областi, що мiстить вiд-
рiзок [−1; 1]. Спiввiдношення ортогональностi [2, с. 52]
для многочленiв Un(x) має вигляд:

2

π

1∫
−1

Un(x)Um(x)
√

1− x2dx = δnm. (25)

Пiдставивши спiввiдношення (24) в (25), одержимо

2

π

1∫
−1

 1

2πi

∫
γ

Un(z)

z − x
dz

Um(z)
√

1− x2dx = δnm.

Змiнюючи у лiвiй частинi останньої рiвностi поря-
док iнтегрування, знаходимо

1

2πi

∫
γ

Un(z)
2

π

 1∫
−1

Um
√

1− x2

z − x
dx

 dz = δnm.

Звiдси на пiдставi спiввiдношень (22) приходимо до
зображення (23). �

Теорема 7. Справедливе розвинення

1

t− z
=

∞∑
n=0

Un(z)ωn(t), (26)

яке рiвномiрно збiгається для t ∈ D̄∞ρ , z ∈ D̄0
r , де ρ,

r – будь-якi числа, що задовольняють умови 0 < r <∞,
ρ > max{1, r}, D̄∞ρ – замкнена область, що мiстить
нескiнченно вiддалену точку, границею якої є елiпс Γρ,
D̄0
r – замкнена область, що мiстить нульову точку, гра-

ницею якої є елiпс Γr.
� Доведення. Пiдставивши у праву частину рiв-

ностi (26) вирази (19) та (20) для асоцiйованих функцiй
ωn(t), отримаємо

∞∑
n=0

Un(z)ωn(t)=

∞∑
n=0

(2n+1)U2n(z)

∞∑
l=n

Cl−n2l

22l(l+n+1)

1

t2l+1
+

+

∞∑
n=0

(2n+ 2)U2n+1(z)

∞∑
l=n

Cl−n2l+1

22l+1(l + n+ 2)

1

t2l+2
.

Змiнивши в двох останнiх сумах порядок пiдсумову-
вання та врахувавши спiввiдношення (11) та (12), мати-
мемо

∞∑
n=0

Un(z)ωn(t) =

∞∑
l=0

1

t2l+1

1

22l

l∑
n=0

(2n+1)Cl−n2l

n+ l + 1
U2n(z)+
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+

∞∑
l=0

1

t2l+2

1

22l+1

l∑
n=0

(2n+ 2)Cl−n2l+1

n+ l + 2
U2n+1(z) =

=

∞∑
l=0

z2l

t2l+1
+

∞∑
l=0

z2l+1

t2l+2
=

1

t

∞∑
m=0

(z
t

)m
=

1

t

1

1− z

t

=
1

t− z
.

Покажемо, що ряд у (26) рiвномiрно збiжний для
t ∈ D̄∞ρ , z ∈ D̄0

r , де ρ, r – будь-якi числа, що задо-
вольняють умови 0 < r <∞, ρ > max{1, r}.

Врахувавши оцiнку (7) для многочленiв Un(z) та ви-
раз (18) для асоцiйованих функцiй ωn(t), отримаємо∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

Un(z)ωn(t)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|Un(z)| |ωn(t)| ≤

≤
∞∑
n=0

(n+ 1)2rn
∞∑
j=0

Cj2j+n
22j+n(j + n+ 1)

1

|t|2j+n+1
. (27)

На пiдставi асимптотичних рiвностей (21) ряд у пра-
вiй частинi спiввiдношення (27) еквiвалентний ряду

∞∑
n=0

(n+ 1)2rn
∞∑
j=j0

1

(j + n+ 1)|t|2j+n+1
.

Останнiй ряд оцiнюється таким рядом

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
r

|t|

)n ∞∑
j=0

1

|t|2j+1
=

=
|t|

|t|2 − 1

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
r

|t|

)n
<

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
r

|t|

)n
,

який збiгається, якщо ρ > r. Звiдси випливає, що ряд у
спiввiдношеннi (26) рiвномiрно збiгається у зазначених
областях. �

III. Розвинення аналiтичних функцiй за
системою многочленiв {Un(z)}∞n=0

Теорема 8. Нехай f(z) – функцiя комплексної
змiнної, однозначна та аналiтична у вiдкритiй областi
DR, границею якої є елiпс ΓR, 1 < R ≤ ∞, з рiвнянням
(6). Тодi ряд

∞∑
n=0

Ln(f)Un(z) (28)

рiвномiрно збiгається в замкненiй областi Dρ, обмеже-
нiй елiпсом Γρ, де 1 ≤ ρ < R.

� Доведення. Оскiльки степеневий ряд (15) рiв-
номiрно збiгається в крузi {z : |z| ≤ r}, r < R, то∣∣f (2j+m)(0)

∣∣
(2j +m)!

≤ K

r2j+m
, K = const. (29)

Врахувавши спiввiдношення (17) та нерiвностi (7),
(29), отримаємо∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

Ln(f)Un(z)

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|Ln(f)| |Un(z)| ≤

≤ K
∞∑
n=0

(n+ 1)2

(
R

r

)n ∞∑
j=0

Cj2j+n
22j+n(j + n+ 1)

1

r2j
.

Одержаний ряд на пiдставi асимптотичних рiвностей
(21) еквiвалентний ряду

K

∞∑
n=0

(n+ 1)2

(
R

r

)n ∞∑
j=j0

1

j + n+ 1

1

r2j
.

Мажорантним рядом для останнього є збiжний за
R < r ряд

K
r2

r2 − 1

∞∑
n=0

(n+ 1)

(
R

r

)n
.

Звiдси випливає рiвномiрна збiжнiсть ряду (28) у зазна-
ченiй областi. �

Приклад 1. Розкласти функцiю f(z) =
1

a− z
у

ряд за многочленами Un(z).

Оскiльки f (s)(0) =
s!

as+1
, то зi спiввiдношення (17)

одержимо

Ln(f) = (n+ 1)

∞∑
j=0

Cj2j+n
22j+n(j + n+ 1)

1

a2j+n+1
= ωn(a).

Пiдставивши вираз для Ln(f) в (28), маємо

1

a− z
=

∞∑
n=0

ωn(a)Un(z) (|a| > |z|) .

Приклад 2. Розкласти функцiю f(z) =
a

a2 − z2
у

ряд за многочленами Un(z).

Оскiльки для многочленiв Un(z) виконується спiввiдно-
шення [2, с. 13]

Un(−z) = (−1)nUn(z) (30)

i справедлива рiвнiсть

1

a2 − z2
=

1

2a

(
1

a− z
+

1

a+ z

)
,

то, використовуючи приклад 1, знаходимо

a

a2 − z2
=

1

2

( ∞∑
n=0

ωn(a)Un(z)+

∞∑
n=0

(−1)nωn(a)Un(z)

)
=

=
1

2

∞∑
n=0

(1 + (−1)n)ωn(a)Un(z).

В останнiй сумi залишаться доданки, якщо n = 2k, тому

a

a2 − z2
=

∞∑
k=0

ω2k(a)U2k(z) (|a| > |z|) .
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Приклад 3. Розкласти функцiю
z

a2 − z2
у ряд за

многочленами Un(z).

Використовуючи рiвнiсть

z

a2 − z2
=
a+ z − a
a2 − z2

=
1

a− z
− a

a2 − z2
,

приклади 1 та 2, матимемо

z

a2−z2
=

∞∑
n=0

ωn(a)Un(z)−1

2

∞∑
n=0

(1+(−1)n)ωn(a)Un(z) =

=
1

2

∞∑
n=0

(1− (−1)n)ωn(a)Un(z).

В останнiй сумi залишаться доданки при n = 2k + 1,
тому

a

a2 − z2
=

∞∑
k=0

ω2k+1(a)U2k+1(z) (|a| > |z|) .

Приклад 4. Розкласти функцiю f(z) = eaz у ряд за
многочленами Un(z).

Оскiльки f (s)(0) = as, то зi спiввiдношення (17) знахо-
димо

Ln(f) =

∞∑
j=0

(n+ 1)Cj2j+n
22j+n(j + n+ 1)

a2j+n

(2j + n)!
=

=

∞∑
j=0

(n+ 1)

j!(j + n+ 1)!

(a
2

)2j+n

=

=
2

a

∞∑
j=0

(n+ 1)

j!(j + n+ 1)!

(a
2

)2j+n+1

=
2(n+ 1)

a
In+1(a),

де Iν(z) =
∞∑
j=0

1

j!Γ(j + ν + 1)

(z
2

)2j+ν

– модифiкованi

функцiї Бесселя першого роду [3, с. 13]. Тому

eaz =
2

a

∞∑
n=0

(n+ 1)In+1(a)Un(z). (31)

Iз (31) можна отримати розвинення за многочлена-
ми Un(z) тригонометричних функцiй, а також гiпербо-
лiчних функцiй.

Приклад 5. Розкласти функцiю f(z) = sin az у ряд
за многочленами Un(z).

Оскiльки sin az =
1

2i

(
eiaz − e−iaz

)
, то, враховуючи

спiввiдношення (30), маємо

sin az = −1

a

∞∑
n=0

(1− (−1)n) (n+ 1)In+1(ia)Un(z) =

= −2

a

∞∑
k=0

(2k + 2)I2k+2(ia)U2k+1(z).

Враховуючи, що

In(ia) = inJn(a), (32)

де Jν(z) =
∞∑
j=0

(−1)j

j!Γ(j + ν + 1)

(z
2

)2j+ν

– функцiї Бессе-

ля першого роду [3, с. 12], знаходимо

sin az = −2

a

∞∑
k=0

(2k + 2)i2k+2J2k+2(ia)U2k+1(z) =

=
2

a

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 2)J2k+2(a)U2k+1(z).

Приклад 6. Розкласти функцiю f(z) = cos az у ряд
за многочленами Un(z).

Маємо

cos az =
1

2

(
eiaz + e−iaz

)
=

=
1

ia

∞∑
n=0

(1 + (−1)n) (n+ 1)In+1(ia)Un(z) =

=
2

ia

∞∑
k=0

(2k + 1)I2k+1(ia)U2k(z).

Враховуючи спiввiдношення (32), одержимо

cos az =
2

a

∞∑
k=0

(−1)k(2k + 1)J2k+1(a)U2k(z).

Приклад 7. Розкласти функцiю f(z) = sh az у ряд
за многочленами Un(z).

Оскiльки sh az =
1

2
(eaz − e−az), то

sh az =
1

a

∞∑
n=0

(1− (−1)n) (n+ 1)In+1(a)Un(z) =

=
2

a

∞∑
k=0

(2k + 2)I2k+2(a)U2k+1(z).

Приклад 8. Розкласти функцiю f(z) = ch az у ряд
за многочленами Un(z).

Маємо

ch az =
1

2

(
eaz + e−az

)
=

=
1

a

∞∑
n=0

(1 + (−1)n) (n+ 1)In+1(a)Un(z) =

=
2

a

∞∑
k=0

(2k + 1)I2k+1(a)U2k(z).
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Висновки

Методи розвинення функцiй у ряди за системами
функцiй дiйсної чи комплексної змiнної ефективно ви-
користовуються для побудови розв’язкiв крайових задач
для звичайних диференцiальних рiвнянь та диференцi-
альних рiвнянь iз частинними похiдними. Поширени-
ми є методи розв’язання диференцiальних рiвнянь, що
ґрунтуються на розвиненнях функцiй в степеневi ряди,
а також у ряди за системами ортогональних многочле-
нiв та iнших ортогональних функцiй однiєї та декiлькох
змiнних. Значно ширший клас систем функцiй станов-
лять бiортогональнi системи функцiй. Актуальне завдан-

ня – розвиток математичного апарату побудови та дослi-
дження бiортогональних систем функцiй стосовно роз-
винення у ряди за цими системами.

У цiй роботi побудовано асоцiйованi функцiї, бiор-
тогональнi на замкнених кривих комплексної площини
з многочленами Чебишова другого роду. Встановлено
умови, за яких аналiтичнi функцiї можна розкласти у
ряди за цiєю системою многочленiв. Наведено прикла-
ди розкладiв функцiй у ряди за розглядуваною системою
многочленiв у комплекснiй областi. Крiм того, отрима-
но комбiнаторнi тотожностi, що становлять самостiйний
iнтерес.
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A SYSTEM OF FUNCTIONS BIORTHOGONAL WITH CHEBYSHOV POLYNOMIALS OF
THE SECOND KIND ON CLOSED CURVES IN THE COMPLEX PLANE
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12, S. Bandera Str., Lviv, 79013, Ukraine

A system of functions biorthogonal with Chebyshov polynomials of the second genus on the closed
curves in the complex plane is constructed. The properties of these functions and the conditions of
expansion of analytical functions into series by Chebyshov polynomials of the second genus in complex
domains are investigated. The examples of such expansions are given. In addition, we obtain combinatorial
identities of a independent interest.

Key words: Chebyshov polynomials, analytical function, biorthogonal systems of functions, assosiated
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