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a test field. In the case if need for development of an intelligent sensor based on 3D-sensors for vector 
quantities measurement arises the proposed method of refining linear coefficients can be implemented in 
software of intelligent sensors. 
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Для кусково-однорідного провідного півпростору розглянуто аналітично-числову 
методику знаходження компонент векторів напруженості електромагнітного поля, збу-
дженого стороннім джерелом струму. Проведено числові експерименти для повної, з ураху-
ванням струмів зміщення, та квазістаціонарної моделей, досліджено вплив включення з 
вищою та нижчою, ніж у геосередовищі, провідністю на розподіл поля на денній поверхні. 

Ключові слова: система рівнянь Максвелла; система рівнянь Гельмгольца; уста-
лені коливання електромагнітного поля; непрямий метод граничних елементів. 

 
The numerical-analytic technique for finding electric and magnetic components of 

electromagnetic field in a piecewise homogeneous conductive half-space is suggested. 
Electromagnetic field is excited by a horizontal contour with current harmonically changing in 
time. The problem is formulated and solved by means of the boundary element method. 

Key words: Maxwell's equation system, the Helmholtz equation system, established 
EMF fluctuations; indirect boundary element method. 

 
Вступ 

Сьогодні гармонічно змінні в часі електромагнітні поля (ЕМП) в однорідних та гори-
зонтально-шаруватих моделях земної кори за дії природних та штучних джерел досліджені за 
допомогою добре розвинутої теорії спектрального аналізу. Це особливо стосується широкого класу 
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двовимірних магнітотелуричних задач, коли зовнішнє поле задається у вигляді однорідного 
магнітного поля або плоскої хвилі. Відомі також аналітичні розв’язки задач розподілу ЕМП в 
порівняно простих електричних умовах для чужорідних локальних включень канонічної чи 
близької до неї форми у дво- та тривимірних горизонтально-шаруватих моделях [1, 2]. Щодо 
об’єктів із включеннями довільної форми, які краще відображають реальну геоелектричну 
ситуацію, то для математичного моделювання ЕМП, збудженого штучними джерелами, в останні 
роки на базі сучасних швидкодіючих комп’ютерів все частіше використовують числові та 
аналітично-числові методи розв’язування прямих задач геоелектрики. Застосування найпо-
ширеніших різницевих методів [3, 4] чи методів скінченних елементів [5, 6] дає хорошу точність 
результатів, але вимагає покриття сіткою всієї області, яку займає різнорідне тіло, що потребує 
великих обсягів пам’яті й програм для обернення матриць великих розмірів. Використання методу 
граничних інтегральних рівнянь [7–9] та створених на його основі методів граничних елементів [10] 
дає можливість дискретизувати тільки граничну поверхню об’єкта та поверхні розподілу 
середовища, що економить обсяг оперативної пам’яті під час реалізації алгоритму та дає порівняно 
високу точність розрахунків у внутрішніх точках.  

У цій роботі запропоновано і апробовано аналітично-числовий підхід, який ґрунтується на 
непрямому методі граничних елементів, до розв’язування прямих тривимірних задач теорії ЕМП у 
випадку усталених коливань для провідного кускового-однорідного півпростору, враховано струми 
зміщення порівняно з квазістаціонарною моделлю, а також досліджено вплив включень з вищою та 
нижчою (на прикладі нафто- та газоносних покладів), ніж у геосередовищі, провідністю на розподіл поля. 

 
Формулювання задачі 

Розглянемо кусково-однорідний півпростір, що у декартовій системі координат займає 

область ( ){ ∞<<−∞∞<<−∞==Ω −
21321

3 ,:,, xxxxxR , }03 <<∞− x  і містить включення Ω2 
(просторове тіло у формі паралелепіпеда), яке перебуває в ідеальному електромагнітному контакті з 
геосередовищем 21 / ΩΩ=Ω  і має відмінні від середовища електромагнітні характеристики. 
Середовище Ω1 і включення Ω2 характеризуються постійними електропровідностями σ1, σ2, 

магнітними проникностями μ1, μ2 і діелектричними проникностями ε1, ε2 відповідно. На поверхні 
півпростору ( ){ 0,,:,, 321321 =∞<<−∞∞<<−∞=Γ xxxxxx  електричне поле (ЕП) відсутнє, а в 

контурі 1Ω⊂C  діє сторонній струм інтенсивності ( )),(),,(),,(),( 321 τψτψτψτψ xxxx =
r

, де τ – 

часова змінна, ( )321 ,, xxxx =  – точка півпростору. В початковий момент часу спостерігається 

нульовий розподіл компонент вектора напруженості ЕП ),( τxE l
i у середовищі 1Ω  та у включенні 

2Ω , i=1,2,3, l=1,2, та швидкості їх зміни. 
Поширення ЕМП у провідному кусково-однорідному півпросторі, в зоні Ω1 якого діють 

сторонні струми, описується системою рівнянь Максвелла: 
для геосередовища ( Tx ×Ω∈τ 1),( )   для включення ( Tx ×Ω∈τ 2),( ) 
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де ( )),(),,(),,(),( 321 τττ=τ xHxHxHxH llllr
, ( )),(),,(),,(),( 321 τττ=τ xExExExE llllr

 – вектори напру-
женості магнітного та електричного поля в lΩ , }0:{ ∞<τ<τ=T . 
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Для багатьох задач електродинаміки доцільно поділити рівняння Максвелла (1), тобто 
записати окремо рівняння для електричного та магнітного полів. Використовуючи властивості 
векторних диференціальних операцій, отримаємо систему телеграфних рівнянь для визначення 
невідомих компонент ЕП 1 ( , )jE x τ (j=1,2,3) у середовищі Ω1 та 2 ( , )jE x τ  у включенні Ω2: 
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доповнену граничними 
1 ( , ) 0,jE x =τ ( , )x T∈Γ ×τ ,                                                                (3) 

початковими умовами 
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l
jl
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τ
, lx∈Ω  при 0=τ ,                                                  (4) 

а також умовами ідеального електромагнітного контакту (неперервність тангенціальних компонент 
електричного і магнітного полів (МП) та стрибок нормальних) на межі поділу середовищ: 
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Тут ∆ − оператор Лапласа, 12 1 2Γ = ∂Ω ∩ ∂Ω , l∂Ω  – межа зони lΩ . 
Якщо здійснювати спостереження через доволі тривалий час після зародження збурень,  

то можна припустити, що фізичні величини гармонічно змінюються в часі з кутовою частотою 
ω , тобто ми маємо справу з задачею про усталені коливання. Припускаючи, що 

( , ) ( , )l l i
j jE x E x e−= % ωττ ω , ( , ) ( , ) ,i

j jx x e−= % ωτψ τ ψ ω  аналіз сильно спрощується, бо часова змінна 
виключається з початково-крайової задачі (2)–(5): 
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Тут 1 2( , ) ( , ) ( , ),l l l
j j jE x E x iE x= +% % %ω ω ω  1 2( , ) ( , ) ( , )j j jx x i x= +% % %ψ ω ψ ω ψ ω  – комплексні амплітуди 

компонент вектора напруженості ЕП та сторонніх джерел струму. 
 

Методика розв’язування. Інтегральне подання розв’язку 
Для знаходження розв’язку задачі (6)–(8) використаємо непрямий метод граничних елементів. 

Згідно із цим методом границя розподілу середовища та включення розбивається на V областей 
(граничних елементів) 12

vΓ , таких що 12
12 1

V
v v=Γ = ∪ Γ , 12 12

v wΓ ∩ Γ = ∅  при v w≠ . На кожному 

граничному елементі 12
vΓ  задаються фіктивні джерела струму 1 2( , ) ( , ) ( , )l l l

jv jv jvx x i x= +ϕ ω ϕ ω ϕ ω ,  
(j = 1,2,3). Відповідно отримаємо нову систему рівнянь: 
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де vχ  – характеристична функція елемента vΓ . 
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Використавши для півпростору без включення спеціальний фундаментальний розв’язок 
1 ( , , )h xΦ ξ ω  рівняння Гельмгольца, який автоматично задовольняє граничну умову (7), та 

фундаментальний розв’язок 2 ( , , )xΦ ξ ω  для включення, запишемо інтегральне подання розв’язку 

задачі (9), (7), (8) для компонент 1 ( , )jE x% ω та 2 ( , )jE x% ω : 
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а також одержані на його основі інтегральні зображення для похідних від цих компонент за коорди-
натами lx : 
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Для спрощення алгоритму апроксимуємо невідомі функції 1 ( , )l
jv xϕ ω , 2 ( , )l

jv xϕ ω  константами 
1l
jvd , 2l

jvd . Для їх знаходження побудуємо з використанням виразів (10), (11) систему лінійних 
алгебраїчних рівнянь (СЛАР), вимагаючи задоволення в колокаційному сенсі умов контакту (8). 

Після розв’язання СЛАР, використовуючи формули (10), обчислюємо значення компонент ЕП 
у будь-яких точках px  півпростору, які нас цікавлять: 
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Дійсні та уявні частини 1( , )l p
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Тут для різних k використовуються різні пари індексів s та j, так, для k=1 – s=3, j=2, для k=2 – 
s=1, j=3, для k=3 – s=2, j=1. 

 
Квазістаціонарна модель 

У випадку квазістаціонарної моделі рівняння системи (6) мають вигляд: 
1 1

1 1 1

2 2
2 2

( , ) ( , ) ( , ),

( , ) ( , ) 0.

j j j

j j

E x i E x i x

E x i E x

∆ + = −

∆ + =

% % %

% %
ω µ ωσ ω ωµ ψ ω

ω µ ωσ ω
                                    (13) 

Відповідно дещо спростяться вирази для фундаментальних розв’язків: 
1 2

1 1 2 1 2 1 2 1
2 2
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4 4

1 1( , ) ( ( ) / 2 ), ( , ) ( ( ) / 2 ),

l l
l l l l

l l l l l l l l
l l

r rA rA r rA rA
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r r

Φ = − ⋅ Φ = − ⋅
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ω ω
π π

ω ω
 

тут враховано, що / 2l =θ π , а для lA маємо формулу l l lA = µ ωσ . 
 

Числова реалізація 
Задача 1. Для числових експериментів було розглянуто включення Ω2 у формі паралелепіпеда 

розмірами px=100, py=100, pz=30, розміщеного на глибині h0. Стороннім джерелом, яке збуджувало 
ЕМП, була квадратна рамка зі стороною h=100, розміщена на глибині h3=-0.001. Залежність сили 
струму в ній описувалася функцією ( , ) ( )j jx C x=%ψ ω , де ( )jC x – проекції одиничного вектора, 

колінеарного дотичній до контура C в точці x C∈ . У цьому частковому випадку інтеграли, які 
входять у вирази (10), (11), мали вигляд: 

1 1 12 2 1 11
1 2( , , ) ( ) ( ), ( , , ) ( ) ( ).cj j cj j

C C
I x F F C dC I x F F C dC= − =∫ ∫% % % % % %ω ωµ ξ ξ ω ωµ ξ ξ  

Кожну грань паралелепіпеда розбивали на 27 граничних елементів (рис. 1). 

 
Рис. 1. Геоелектрична модель півпростору з включенням 

 
На рис. 2 зображено залежність значень вертикальної компоненти 1

3 3(0,0, , )H h ω , одержаних в 
центрі рамки, від кутової частоти ω, для повної і квазістаціонарної моделей у випадку нафтового 
(σ2=0,25σ1, μ2=0.99994μ1, ε2=2ε1, ряди 3, 6), газового (σ2=0.1σ1, μ2=1.00008μ1, ε2=ε1, ряди 4, 7) та 
провідного (σ2=5σ1, μ2=μ1, ε2=30ε1, ряди 1, 5) включень, розміщених на глибині h0=40; для 
порівняння наведено розподіл ЕМП в однорідному півпросторі σ1=1См/м, μ1=4π10-7Гн/м, ε1=15ε0,  
ε0=1/36 π 10-9 Ф/м для повної моделі (ряд 2). Як бачимо, для високоомних включень значення 

1
3 3(0,0, ; )H h ω  на всьому діапазоні частот є меншими, ніж в однорідному півпросторі, а для 

провідних – більшими; причому врахування струмів зміщення дає вищі величини, ніж 
квазістаціонарна модель, що особливо проявляється в області високих частот. 
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Рис. 2. Вплив електромагнітних параметрів включення  

на вертикальну компоненту вектора напруженості магнітного поля 
 

Як відомо, під час інтерпретації результатів важливе значення мають теоретичні криві 
[11], які характеризують амплітуду 1

f
ωρ ρ  та фазу f

ωθ  позірного опору, тут 

1 01 2 02 2 2 01 1 02 2

1 01 2 02 2
( ) ( )

( ) ( )
f f f f f f f f f

f f
+ + −

=
+

ωρ ρ , 
2 01 1 02

1 01 2 02
f f f f farctg

f f f f
−

=
+ωθ , 1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3{ , , , , , }k k k k k k kf H H H E E E∈  

(k=1,2), 1 01 2 02, , ,f f f f  – дійсні та уявні частини компонент векторів напруженості ЕМП, індекс 
“0” вказує на величини в однорідному півпросторі з питомим опором 1 11/=ρ σ .  

На рис. 3, 4 зображено графіки залежності теоретичних кривих 1
f

ωρ ρ  та f
ωθ  від 1 0hλ , 

побудованих на базі вертикальної компоненти МП, у центрі рамки для повної моделі. 
 

 
Рис. 3. Залежність амплітудних кривих від довжини хвилі 

 

 
Рис. 4. Залежність  фазових кривих від довжини хвилі 



 165 

Також було розглянуто залежність величин 1ρρω
f  та f

ωθ , побудованих на базі вертикальної 

компоненти МП, від глибини залягання провідного включення (σ2=5σ1, μ2=μ1, ε2=30ε1,) – h0=40  
(ряд 1), h0=80 (ряд 2) і h0=100 (ряд 3) для діапазону частот від 1кГц до 100 кГц. (рис. 5, 6). 

 

 
Рис. 5. Графік залежності фазових кривих  
від довжини хвилі та глибини залягання 

 

 
Рис. 6. Графік залежності амплітудних кривих  

від довжини хвилі та глибини залягання 
 

Випадок однорідного об’єкта з довільною криволінійною межею 
Задача знаходження компонент ЕМП для усталених коливань складається з системи рівнянь: 

,),,(~),(~)(),(~
Ω∈ωψωµ−=ωσ+εωµω+ω∆ xxixEixE jjj  

та граничних умов: 

Γ∈ω=ω xxExE jzj ),,(~),(~
.     (14) 

СЛАР для знаходження інтенсивності невідомих фіктивних джерел струму будуємо, 
задовольняючи граничні умови (14). 

Задача 2. Запропонований підхід також було застосовано для моделювання усталених 
коливань у тривимірному однорідному об’єкті з електромагнітними характеристиками 
провідного (ряд 1) і нафтового (ряд 2) покладів у формі еліпсоїда з осями a=3, b=2, c=1. Межу 
тіла розбивали на 74 граничні елементи. Досліджено вплив стороннього джерела струму у 
вигляді квадратної рамки, аналогічної випадку кусково-однорідного півпростору (див. задачу 
1), та крайової умови першого роду ( 0),(~),(~

21 =ω=ω xExE , 2/)1/(000005.0),(~
33 +⋅=ω cxxE ) на 

компоненти ЕМП всередині тіла.  
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На рис. 7 подано залежність тангенціальної компоненти МП від кутової частоти (в діапазоні 
від 1 до 20 кГц) у центрі тіла; рис. 8 описує залежність вертикальної компоненти ЕП у точках тіла, 
рівномірно розподілених по осі 3Ox  на відрізку [-1, 1].  

 

 
Рис. 7. Залежність дійсної компоненти МП  

від кутової частоти у центрі тіла 
 

 
Рис. 8. Залежність дійсної компоненти ЕП від координат 

 
Висновки 

З погляду інтерпретаційного процесу пряма задача індукційних зондувань є дуже важливою і 
визначальною та підлягає постійній оптимізації. Варто зазначити, що інтерпретація даних, які 
стосуються горизонтально-неоднорідних середовищ, із застосуванням позірних параметрів 
одновимірних моделей (нехай навіть багатошарових) вже себе вичерпала. Сучасний інтерпретаційний 
процес вимагає застосування тривимірних математичних моделей. Гостроти ситуації додає й те, що 
тенденцією ЕМ досліджень є організація збирання й обробки все більших об’ємів даних, і, отже, всі 
елементи апарату інверсії, включаючи і елементи тривимірного характеру, повинні бути оперативні. Як 
відомо, обернену задачу розв’язують переважно на базі аналізу чутливості прямої задачі до змін 
геопараметрів і проводять його найчастіше шляхом багатократного використання процедури прямої 
задачі. Тому алгоритм прямої тривимірної задачі, який дозволяє в частотній області ефективно і з 
достатньою точністю обчислювати всі компоненти ЕМП й позірні величини, не вводячи потенціалів 
електричного чи магнітного типів, є в цій ситуації надзвичайно корисним.  

З усього вищенаведеного випливає, що запропонована для розв’язування прямих тривимірних 
задач у провідному кусково-однорідному півпросторі методика є ефективною, а розвиток 
створеного на її базі програмного забезпечення може відбуватись із врахуванням таких факторів. 
Окрім розглянутого кусково-однорідного півпростору варто дослідити ще й шарувату модель з 
включеннями довільної форми, оскільки вона істотна для сучасних умов застосування індукційної 
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електророзвідки. Водночас для оперативнішої обробки великих масивів площинних даних під час 
розв’язування оберненої задачі геоелектрики слід одержати інтерпретаційні формули на базі 
амплітудних та фазових кривих позірного опору. 

Результати проведеного математичного моделювання свідчать про доцільність застосування 
індукційних електромагнітних методів геофізики для виявлення високопровідних включень типу 
рудних родовищ та високоомних включень типу нафтових і газових покладів. Загальними 
сприятливими умовами для виявлення і дослідження локальних неоднорідностей з провідністю, 
вищою й нижчою, ніж геосередовище, треба вважати співвимірну з горизонтальними розмірами (чи 
меншу) глибину їх залягання. 
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