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Вивчено нелінійну динаміку в узагальнених системах реакції-дифузії типу 
активатор-інгібітор із просторовими дробовими похідними. Для дослідження вибрано 
модель Брюсселятор та модель із кубічною нелінійністю, в яких класичні просторові 
диференціальні оператори замінено їх дробовими аналогами. Дробовий оператор 
відображає нелокальну поведінку супердифузії. Для кожної системи знайдено 
просторово-однорідний стаціонарний розв’язок та вивчено його лінійну стійкість, а 
також визначено умови виникнення нестійкостей Хопфа та Тьюрінга. Встановлено, що 
врахування аномальності дифузії (супердифузії) призводить до якісної зміни нелінійної 
динаміки в згаданих системах. 

Ключові слова: системи реакції-дифузії, дробовий оператор, супердифузія, модель 
Брюсселятор, кубічна нелінійність, нестійкості Хопфа та Тьюрінга, дисипативні 
структури. 

The nonlinear dynamics in generalized activator-inhibitor systems with space fractional 
derivatives is studied. As an example, Brusselator model and the reaction–diffusion model with 
cubic nonlinearity, in which the classical spatial differential operators are replaced by their 
fractional analogues, are considered. The fractional operator reflects the nonlocal behavior of 
superdiffusion. The spatially homogeneous, time independent solution has been found for each 
system. We have also studied its linear stability and determined instability conditions of both 
Hopf and Turing. It was established that the anomalous diffusion (superdiffusion) leads to the 
qualitative change of nonlinear dynamics of mentioned systems. 

Key words: reaction-diffusion system, fractional operator, superdiffusion, Brusselator 
model, cubic nonlinearity, Hopf and Turing instabilities, dissipative structures. 

Вступ 
Експериментальні дослідження спіральних хвиль, просторових дисипативних структур із 

складною симетрією, а також виникнення хаотичної динаміки в хімічних та біологічних системах 
призвели до того, що системи реакції-дифузії стали предметом інтенсивних сучасних досліджень. 
Разом з тим, дослідження показали, що дифузійні процеси у багатьох реальних системах мають 
аномальну природу, яку не можна описати з погляду нормальної дифузії (звичайними законами 
Фіка). Ці процеси можна описати за допомогою моделей із субдифузією чи супердифузією. На 
відміну від нормальної дифузії, яка характеризується лінійною залежністю середньо-квадратичного 

відхилення частинки, що довільно рухається, від часу: 2( ) ~r t∆ , аномальна дифузія 

характеризується більш загальною залежністю 
 2( ) ~ 2r dK t γ

γ∆ , 

де d  – просторовий вимір, Kγ  – узагальнений коефіцієнт дифузії. Для нормальної дифузії – 

показник γ  дорівнює одиниці, а коефіцієнт 1K D=  є звичайним коефіцієнтом дифузії. При 1γ <  
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дифузійний процес є повільнішим від нормальної дифузії і називається субдифузією. Частинка, що 
довільно рухається, може довго чекати для того, щоб зробити остаточний стрибок, тобто їй 
потрібно більше часу, щоб пройти певну віддаль, ніж у випадку нормальної дифузії. Тоді як при 

1γ >  – дифузія носить назву супердифузії, і характеризується вищою швидкістю дифузії, і 
відповідно ту ж віддаль частинка пройде швидше, ніж у випадку фіківської дифузії. 

Субдифузія часто спостерігається в гелях [1–3], у пористих середовищах [4–6] та полімерах 
[7, 8], а супердифузія – при процесах перенесення в неоднорідних гірських породах [9, 10], при 
турбулентних потоках [11, 12], а також в оптиці [13], у спектроскопії одиночних молекул [14].  

Вважаючи на аномальність дифузії, згадані процеси можна адекватно описати лише за 
допомогою використання апарату диференціальних рівнянь із дробовими похідними [15–18].  

Дослідження впливу аномальної дифузії на формування дисипативних структур у системах 
реакції-дифузії з часовими дробовими похідними можна знайти зокрема у працях [19–21].  

У роботі [22] лінійний аналіз стійкості в моделі Брюсселятор із супердифузією показав, що на 
відміну від випадку нормальної дифузії, нестійкість Тьюрінга може виникнути навіть тоді, коли 
дифузія інгібітора повільніша від дифузії активатора. Тому вивчення моделей із супердифузією є 
актуальним та важливим завданням. 

Метою цієї роботи є дослідження узагальнених математичних моделей реакції-дифузії із 
супердифузією, а саме, моделі Брюсселятора та моделі із кубічною нелінійністю. Ці математичні 
моделі відрізняються від відомих аналогів тим, що в них класичний оператор Лапласа цілого 
порядку замінено просторовим диференціальним оператором раціонального порядку, який відоб-
ражає рівень аномальності дифузії в системі і може неперервно змінювати порядок системи. 

Модель Брюсселятор із супердифузією. Лінійний аналіз стійкості 
Як об’єкт дослідження вибрано відому модель реакції-дифузії – Брюсселятор [23], в якій 

класичні просторові диференціальні оператори замінено їх дробовими аналогами: 

 2
1

( , ) ( , ) ( 1)u x t D u x t A B u u vt
α∂ = ∆ + − + +

∂
,  

 2
2

( , ) ( , )v x t D v x t Bu u vt
α∂ = ∆ + −

∂
. (1) 

Систему (1) слід доповнити або умовами відсутності потоків на границі системи  

 
0 0

0
x x L x x L

u u v v
x x x x= = = =

∂ ∂ ∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂

, (2)  

або періодичними граничними умовами 

 0x x Lu u= == , 0x x Lv v= == , 

 
0x x L

u u
x x= =

∂ ∂=
∂ ∂

, 
0x x L

v v
x x= =

∂ ∂=
∂ ∂

. (3) 

Тут ( , )u u x t=  – залежна змінна системи (активатор); ( , )v v x t=  – інгібітор; 1 2,D D  – коефіцієнти 

дифузії; ,A B  – зовнішні біфуркаційні параметри; [ ]0,x L∈  – просторова координата; t  – час; α  – 
порядок дробової похідної. При цьому – 1 2< α < , тобто система рівнянь (1) описує випадок, коли 
дифузія проявляє аномальний характер, а саме дифузійний процес відбувається швидше порівняно 
зі звичайним процесом дифузії (супердифузія). 

Просторові дробові похідні розглядаємо у вигляді [16–18]: 

 ( ) ( ) ( ), 1 D , D ,2cos( / 2)
f x t f x t f x t
x

α
α α
+ −α

∂  = − + πα∂
,  
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при цьому для випадку 1 2< α <  маємо: 

( ) ( )
( )

( )

2

2 1
,1D , 2

x f tdf x t dГ dx x
α
+ α−

−∞

ξ
= ξ

− α − ξ∫ , ( ) ( )
( )

( )

2

2 1
,1D , 2

x

f tdf x t dГ dx x

∞
α
− α−

ξ
= ξ

− α ξ −∫ , 

або в термінах перетворення Фур’є – [ ]F[ ]( ) F ( )f k k f k
x

α
α

α
∂ = −
∂

.  

Тоді дробовий Лапласіан α∆  замінюємо таким оператором [15] 

 /2( )α α∆ ≡ − −∆  (1 2)< α < , 
чи за допомогою перетворення Фур’є  

 [ ]F[ ]( ) F ( )f fα α∆ = −k k k , 

де /2( )α−∆  – оператор дробового диференціювання Рісса [15], ( )2Г − α  – гамма-функція.  

Зазначимо, що за умови: 2α = , отримаємо класичну модель Брюсселятор [23]. 
За граничних умов (2), чи (3) в системі (1) існує просторово-однорідний стаціонарний 

розв’язок, який задовольняє таку систему алгебраїчних рівнянь 

 2( 1) 0A B u u v− + + = , 

 2 0Bu u v− = . 
Таким чином, критичною точкою системи (1), яка відповідає однорідному стаціонарному 

розв’язку, є: 

 su A= , s
Bv A= .  

Якщо розглянути відхилення розв’язку системи рівнянь (1) від цієї критичної точки, тобто 
ввести 

 U u A= − , BV v A= − , 

то в результаті система (1) набуває вигляду 

 2 2 2
1 ( 1) 2 ,U BD U B U U V U AUV A Vt A

α∂ = ∆ + − + + + +
∂

 

 2 2 2
2 2 .V BD V BU U V U AUV A Vt A

α∂ = ∆ − − − − −
∂

 (4) 

Критичною точкою цієї системи є 0U V= = . Стійкість просторово-однорідного стаціо-
нарного розв’язку системи можна дослідити за допомогою лінеаризації системи в околі цього 
розв’язку. Для цього нелінійні функції в правих частинах системи (4) розкладаємо в ряд Тейлора в 
околі особливої точки 0U V= = .  

Тоді система рівнянь трансформується в лінійну систему, яку в операторному вигляді можна 
подати так 

 ( )( , ) ( , )x t F u x tt
∂ =

∂
u u

)
,  (5) 

де ( , )( , ) ( , )
U x tx t V x t

 =  
 

u , ( )
2

1
2

2

1D B A
F u

B D A

α

α

 ∆ + −
=   − ∆ − 

)
. 

Тут ( )F u
)

 – похідна Фреше. 
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Якщо в лінійну систему рівнянь (5) підставити розв’язок у вигляді  

 0
0

( , )( , ) e( , )
t ikxUU x tx t V x t V

λ +  = =      
u , (6) 

то після відповідних перетворень отримаємо характеристичне рівняння для визначення власних 
значень λ  

 det 0F I− λ = , 

де 
2

1
2

2

1D k B A
F

B D k A

α

α

 − + −
=   − − − 

 – матриця, визначена оператором F
)

, 

або в явному вигляді  

 ( ) ( )2 2 2 2 2
1 2 1 2 1 21 1 0B A D D k A D A D B k D D kα α α   λ − − − − + λ + + − − + =    . 

Тут k  – хвильове число. 
Власні значення мають вигляд 

 
2

1,2
4det

2
trF tr F F± −λ = , 

де ( )2
1 21trF B A D D k α= − − − +  – слід матриці F ; ( )2 2 2

1 2 1 2det 1F A D A D B k D D kα α = + − − +   – 

її детермінант. 

Для випадку: 0trF = , за умови, що det 0F > , отримаємо критичне значення параметра crB  

 ( )2
1 21crB A D D k α= + + + . (7) 

Нові розв’язки, які існуватимуть вище кривої нейтральної стійкості, будуть коливними із власною 
частотою, яка визначатиметься уявною частиною власного значення. Проте ці розв’язки будуть все 
ж характеризуватися тривіальною просторовою залежністю, оскільки в цьому випадку перша 
нестійка мода буде збуджена при 0k = . Це умови біфуркації Хопфа. 

Зовсім іншою буде ситуація, якщо характеристичне рівняння матиме дійсні корені. Тоді 
умова нейтральної стійкості набуває простого вигляду – 0λ = . Це відповідає тому, що 

 ( )2 2 2
1 2 1 2det 1 0F A D A D B k D D kα α = + − − + =  .  

У результаті крива нейтральної стійкості набуває вигляду 

 ( ) 2
1

2

1 1 AB D k kDk
α α

α
 

= + + 
 

. (8) 

Це умова границі стійкості Тьюрінга. У цьому випадку спостерігається механізм генезису 
власної довжини хвилі в системі, тобто виникає порушення просторової симетрії.  

Реакційно-дифузійна модель з кубічною нелінійністю 
Дослідження впливу аномальної дифузії на формування дисипативних структур проведено 

також на прикладі моделі з кубічною нелінійністю: 

 3
1

( , ) 1( , ) 3
u x t D u x t u u vt

α∂ = ∆ + − −
∂

,  

 2
( , ) ( , )v x t D v x t u v At

α∂ = ∆ + − +
∂

. (9) 
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За граничних умов (2) чи (3) в системі (9) існує просторово-однорідний стаціонарний 
розв’язок 

 3 3su A= − , 3 3sv A A= − + .  

Зручно переписати систему рівнянь (9) у термінах відхилення її розв’язку від особливої 
точки, тобто 

 3 3U u A= − − , 3 3V v A A= − − − . 
Так система набуває вигляду 

 3 2 2 33
1

1(1 9 ) 3 ,3
U D U A U V AU Ut

α∂ = ∆ + − − + −
∂

 

 2 .V D V U Vt
α∂ = ∆ + −

∂
 (10) 

Як і для попередньої моделі, проводимо лінеаризацію системи (10) в околі просторово-
однорідного стаціонарного розв’язку 0U V= = . У результаті отримаємо 

 ( )( , ) ( , )x t F u x tt
∂ =

∂
u u

)
,  (11) 

де ( , )( , ) ( , )
U x tx t V x t

 =  
 

u , ( )
3 2

1

2

1 9 1
1 1

D AF u
D

α

α

 ∆ + − − =
 ∆ − 

)
. 

Характеристичне рівняння для визначення власних значень λ  має такий вигляд 

 2
1 2 0M Mλ + λ + = , 

 ( )3 2
1 1 29M A D D kα= + + ,   

 ( )3 32 2 2
2 1 2 1 29 1 9M A D A D k D D kα α = + − − +  

, 

Нас цікавить границя стійкості Тьюрінга, яка відповідає тому, що 0λ = . Тоді крива 
нейтральної стійкості набуває вигляду  

 
32

2 1 1 2

2

1
3 1

D k D k D D k
A

D k

α α α

α

 − −
=   + 

. (12) 

Крива має мінімум ( ),cr crA k : 

 
3/2

1 1
2 2

1 1 23cr
D D

A D D
 

= + − 
 

, 
1/

21 2

1 1 1
3crk DD D

α
 

= − 
 

. 

Отже, отримано порогове значення нестійкості Тьюрінга, а також і критичне значення 
хвильового числа crk , яке залежить, що важливо зазначити, від порядку α . 

Числове моделювання 
Системи (1) та (9) зведено до відповідних систем звичайних диференціальних рівнянь. Для 

цього розглядали рівномірну сітку з вузлами в точках ( 1) ,ix i h= − ( )1h L N= − , 1,i N= . Для 

апроксимації дробового оператора у вузлах рівномірної сітки, виходячи з еквівалентності означень 
дробових похідних в сенсі Рімана–Ліувілля та Грюнвальда–Лєтнікова, як вихідне вибрано 
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означення дробової похідної Грюнвальда–Лєтнікова [24]. У результаті для дробової похідної Рісса 
отримано таку формулу: 

 
( )

1 1

1 1
0 0

1
2cos

,

2

i i

k i k k i k
k k

i cU U c U
+ +

− + + −
=

α

=
∆ ≈

 
+− 

π α 


∑ ∑  

де 0 1
1 1, (1 ), 1,2,3, .k kc c c kkh −α

+ α= = ⋅ − = K  

Результати числового моделювання наведено нижче. 
На рис. 1 наведено характерний вигляд дисипативних структур для системи (1) за таких 

параметрів: 1A = , 1 23, 0.04, 1, 2B D D= = = α = , тобто для похідної цілого порядку 2α = , 

коли система (1) відповідає класичній моделі Брюсселятор, тоді як на рис. 2 – для похідної 
дробового порядку, а саме при 1.5α = . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Із подальшим зменшенням порядку α  без зміни інших параметрів простежуємо якісну зміну 

нелінійної динаміки дисипативних структур (рис. 3 – 1.3α = , рис. 4 – 1.01α = ).  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Характерний вигляд дисипативних структур для системи (9), тобто для моделі із кубічною 

нелінійністю зображено на рис. 5, 6 за таких параметрів: 1 20.02, 0.04, 1A D D= − = = . При 

цьому рис. 5 відповідає випадку цілої похідної: 2α = , а рис. 6 – дробової 1.5α = . 
 

Рис. 1. Динаміка змінної u  (Брюсселятор);  
2α =  

Рис. 2. Динаміка змінної u  (Брюсселятор);   
1.5α =  

Рис. 3. Динаміка змінної u  (Брюсселятор);  
1.3α =  

Рис. 4. Динаміка змінної u  (Брюсселятор); 
1.01α =  
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Зі зменшенням параметра α , зокрема, при 1.2α =  (рис. 7) та за значення, близького до 

одиниці 1.01α =  (рис. 8), без зміни інших параметрів спостерігаємо якісну зміну динаміки дисипа-
тивних структур.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Наведені результати числового моделювання показали, що із зменшенням порядку дробової 

похідної, тобто коли рівень аномальності дифузії є суттєвим, в системі можуть виникнути якісно 
різні типи просторово-часової нелінійної динаміки. 

Висновки 
Досліджено нелінійну динаміку в узагальнених системах реакції-дифузії, а саме Брюсселя-

тора та моделі з кубічною нелінійністю, в яких класичний оператор Лапласа замінено просторовим 
диференціальним оператором дробового порядку. Дробовий оператор у цих системах описує 
поведінку аномальної дифузії (супердифузії). Здійснено лінійний аналіз стійкості та визначено 
умови виникнення біфуркацій Хопфа та Тьюрінга.  

Для встановлення впливу аномальної дифузії на формування дисипативних структур 
проведено чисельні дослідження. Отримано просторово-часові структури, виникнення яких 
зумовлено властивостями дробового оператора супердифузії. Показано, що із зменшенням порядку 
дробової похідної, тобто коли рівень аномальності дифузії є суттєвим, у згаданих системах можуть 
виникнути якісно різні типи просторово-часової нелінійної динаміки, яка виникає в базових 
системах внаслідок втрати стійкості просторово-однорідних розв’язків. Встановлено, зокрема, що 
хвильове число суттєво залежить від порядку дробової похідної. 

Дослідження математичних моделей з дробовими похідними відкриває нові напрямки як для 
дослідження явищ самоорганізації в суттєво неоднорідних середовищах, так і для розвитку 

Рис. 5. Динаміка змінної u  (модель  
з кубічною нелінійністю); 2α =  

Рис. 6. Динаміка змінної u  (модель  
з кубічною нелінійністю); 1.5α =  

Рис. 7. Динаміка змінної u  (модель з 
кубічною нелінійністю); 1.2α =  

Рис. 8. Динаміка змінної u  (модель  
з кубічною нелінійністю); 1.01α =  
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аналітичних та числових методів для систем нелінійних рівнянь із дробовими похідними. 
Проаналізовані в роботі явища самоорганізації можуть бути використані при вивченні нелінійних 
властивостей для широкого класу фізичних, хімічних, біологічних, екологічних та інших активних 
систем. 
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