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Проаналізовано властивості оцінок взаємоспектральних компонентів, що знахо-
дять на основі перетворень Фур’є згладжених оцінок взаємокореляційних компонентів. 
Виведено формули для зміщення та дисперсії оцінок, що описують залежність цих 
величин від довжини відрізка реалізації, точки усічення корелограми, форми зглад-
жувального вікна та спектральних характеристик сигналу. Наведено приклад оціню-
вання взаємоспектральних компонентів амплітудно- та фазомодульованих сигналів. 

Ключові слова: періодично нестаціонарні випадкові сигнали, взаємокореляційна 
функція, взаємоспектральна густина, дисперсія, зміщення оцінки. 

 
R. M. Yuzefovych 

Karpenko Physico-mechanical institute NAS Ukraine, Lviv 

 

AN ESTIMATION OF CROSS-SPECTRAL COMPONENTS 
FOR PERIODICALLY NON-STATIONARY RANDOM PROCESSES 

 
© Yuzefovych R. M., 2014 
 

Correlations between harmonic components of random processes is a feature of signal 
non-stationarity. In the case of periodically non-stationary random processes (PNRP) correlate 
harmonics distant one from another on frequencies, what multiple to value T, T - period of 
non-stationarity [1, 2]. Since faults appearance in rotating elements of mechanical systems 
leads to periodical non-stationarity of vibration signals when searching of correlations between 
harmonic components can lay in the base for defects detection [1, 3–5]. For description of such 
correlations used spectral components, which are Fourier coefficients of varying spectral 
density and at the same time are the Fourier transformations of correlation components. For 
widening of vibration diagnostics capabilities reasonable to provide a cross-spectral analysis of 
vibration signals measured at different points of mechanical system. It gives possibility to 
investigate spatial properties of signals and to solve tasks of defects localization with higher 
effectiveness [6, 7]. 

The properties of cross-spectral components estimators, based on Fourier 
transformation of smoothed estimators of cross-correlation components, are analyzed. The 
formulae for estimator bias and variance, which describe dependence of these values on 
realization length, point of correlogram cutoff, smoothing window form and signal spectral 
characteristics, are derived. The examples of cross-spectral components estimation for 
amplitude- and phase modulated signals are given. It is proved that variances of cross-spectral 
components estimators depend on all of spectral components, which are present in Fourier 
decomposition of varying spectral density of periodically non-stationary random processes. It 
is shown that statistical analysis of stationary approximation of PNRP can not be made within 
stationary model but only within the PNRP, which approximation it is. 

Key words: periodically non-stationary random signals, cross-correlation function, 
cross-spectral density, variance, estimator bias. 
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Вступ. Періодична нестаціонарність властива багатьом сигналам у телекомунікаційних системах, 
телеметрії, радіо- і гідролокації, вібродіагностиці, які є результатом різного типу взаємодії 
періодичності й стохастичності. Стохастична модуляція амплітуди, фази чи частоти синусоїдальної 
несучої в телекомунікаційних аналогових системах, маніпуляція тими самими величинами в цифрових 
модуляційних системах, сканування у телевізії, дискретизація і квантування, обертовий рух і випадкові 
збурення в механічних системах є прикладами такої взаємодії. Для її опису й аналізу успішно 
використовують математичні моделі у вигляді періодично нестаціонарних випадкових сигналів (ПНВС) 
[1–5], тобто таких процесів, для яких математичне сподівання ( ) ( )m t E t= ξ  і кореляційна функція 

( ) ( ) ( ),b t u E t t uξ = ξ ξ +
o o

, ( ) ( ) ( )t t m tξ = ξ −
o

 є періодичними функціями часу: ( ) ( )m t m t T= + , 

( ) ( ), ,b t u b t T u= + , де T  – період нестаціонарності. Під час аналізу як одно-, так і багатоканальних 
систем передавання інформації, ідентифікації шляхів поширення сигналів, локалізації їх джерел 
необхідний взаємний спектральний аналіз сигналів, який ґрунтується на дослідженні миттєвої взаємної 
спектральної густини ( ),f tξη ω , а також її коефіцієнтів Фур’є – взаємних спектральних компонентів 

( ) ( )kf
ξη ω . Ці величини дають можливість дослідити характер корельованості між гармонічними 

складовими сигналу. Саме корельованість гармонік є ознакою нестаціонарності сигналів. У випадку 
ПНВС між собою корелюють тільки ті гармоніки, які віддалені одна від одної на частоти, що є 

кратними до величини 0
2
T
π

ω = . Двочастотна спектральна густина тоді має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 0, k
k

f f kξη
ξη

∈

ω ω = ω δ ω − ω + ω∑
¢

, 

де ( )δ ω  – дельта-функція Дірака. Миттєва спектральна густина ( ),f tξη ω  визначається 

перетворенням Фур’є взаємокореляційної функції ( ) ( ) ( ),b t u E t t uξη = ξ η +
o o

, ( ) ( ) ( )t t m tξξ = ξ −
o

, 

( ) ( ) ( )t t m tηη = η −
o

, тобто 

( ) ( ) i1, , d
2

uf t b t u e u
∞

− ω
ξη ξη

−∞

ω =
π ∫ . 

Оскільки для ПНВС ( ) ( ), ,b t u b t T uξη ξη= +  і 

( ) ( ) 0, ik t
k

k
b t u B eξη ω

ξη
∈

= ∑
¢

, 

то 
( ) ( ) ( ) 0, ik t

k
k

f t f eξη ω
ξη

∈

ω = ω∑
¢

, 

де 

( ) ( ) ( ) ( ) i1 d
2

u
k kf b u e u

∞
ξη ξη − ω

−∞

ω =
π ∫ . 

 
Зміщення оцінок взаємоспектральних компонентів. Для оцінювання взаємних спектральних 

характеристик на основі експериментальних даних можна використати як періодограмний метод 
А. Шустера, так і корелограмний метод Блекмана–Т’юкі, коли оцінки спектральних характеристик 
знаходять за допомогою перетворення Фур’є згладжених оцінок кореляційних характеристик. Оскільки 
періодограмний метод є окремим випадком методу Блекмана–Т’юкі, то в цій роботі для оцінювання 
взаємних спектральних компонентів використаємо тільки останній. 

Оцінки взаємоспектральних компонентів можна отримати на основі оцінок змінної 
спектральної густини 

 ( ) ( ) ( ) 0i

0

1ˆ ˆ , d
T

k t
kf f t e t

T
ξη − ω

ξηω = ω∫ , (1) 



 16 

так і оцінок кореляційних компонентів 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) i1ˆ ˆ d
2

u
k kf k u B u e u

∞
ξη ξη − ω

−∞

ω =
π ∫ . (2) 

Ураховуючи, що [1] 

 ( ) ( ) ( ) i1ˆ ˆ, , d
2

uf t k u b t u e u
∞

− ω
ξη ξη

−∞

ω =
π ∫ , 

отримуємо 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0ii i

0

1 1 1ˆ ˆ ˆ, d d d
2 2

T
k tu u

k kf k u e b t u e t u k u B u e u
T

∞ ∞
ξη ξη− ω− ω − ω

ξη
−∞ −∞

 
ω = = π π 

∫ ∫ ∫ . 

Отже, статистики (1) і (2) збігаються, тому розглянемо тільки одну з них. Саме аналізу 
властивостей оцінки (2) і стосується ця стаття. 

Приймемо, що 

 ( ) ( ) ( ) 0i

0

1 ˆˆ , d
T

k t
kB u b t u e t

T
ξη − ω

ξη= ∫ , 

де оцінка ( )ˆ ,b t uξη  визначається формулою 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

0

1ˆ ˆ ˆ,
N

n
b t u t nT t u nT m t m t nT

N

−

ξη ξ η
=

= ξ + η + + − +∑ . 

при цьому 

 ( ) ( )
1

0

1ˆ
N

n
m t t nT

N

−

ξ
=

= ξ +∑ , 

 ( ) ( )
1

0

1ˆ
N

n
m t t nT

N

−

η
=

= η +∑ . 

Беручи до уваги співвідношення 

 ( ) ( ) ( )
1

1

1ˆ , , 1 ,
N

n N

n
Eb t u b t u b t u nT

N N

−

ξη ξη ξη
=− +

 
= − − + 

 
∑ , 

отримуємо 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

i

1

1 1ˆ 1 , d
2

N
u

k k k
n N

n
Ef k u B u B t u nT e u

N N

∞ −
ξη ξη ξη − ω

=− +−∞

  
ω = − − +  π    

∑∫ . 

Підставимо у цей вираз подання 

 ( ) ( ) 1i
1 1duk u e

∞
ω

−∞

= λ ω ω∫ , (3) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2i
2 2du

k kB u f e
∞

ξη ξη ω

−∞

= ω ω∫ . (4) 

Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 2 1 2
ˆ , d dk kEf f g N

∞ ∞
ξη ξη

−∞ −∞

ω = λ ω ω ω δ ω + ω − ω ω ω =∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 11 , dkf g N
∞

ξη

−∞

= λ ω − ω ω  − ω  ω ∫ , 

де 

 ( )
2

2 2

sin
2,

sin
2

NT
g N

N T

ω

ω =
ω

. 
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Флуктуаційні складові цих виразів прямують до нуля при N → ∞  і ця збіжність 
покращується зі збільшенням ширини спектрального вікна ( )λ ω . А для регулярної складової, 
припускаючи, що спектральні компоненти є досить гладкими функціями частоти, і використовуючи 
розклад їх в ряд Тейлора в околі точки ω  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2/ / /
1

1 1 ...
2k k k kf f f fξη ξη ξη ξη ω   ω = ω − ω ω + ω −    , 

в другому наближенні маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
/ /2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1d d d
2k k k kf f f f

∞ ∞ ∞
ξη ξη ξη ξη

−∞ −∞ −∞

   ω λ ω − ω ω = λ ω ω − ω ω ≈ ω + ω λ ω ω ω    
∫ ∫ ∫ . 

Ідентичність цієї формули й аналогічного виразу для регулярної складової зміщення оцінки 
спектральної густини стаціонарного випадкового процесу дає можливість перенести на цей випадок 
всі ті висновки, які випливають з нього: а) менші зміщення мають оцінки гладших компонентів; 
б) оцінки мають занижені значення в області максимумів і завищені в області мінімумів; 
в) зміщення оцінок зменшуються, коли зменшується ширина спектрального вікна. 

 
Дисперсія оцінок. Проведемо тепер аналіз дисперсії згладжених оцінок  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1i
1 2 1 2 1 2ˆ2

1ˆ , d d
4

m m

k
m m

u u
u u

k B
u u

D f R u u k u k u e u uξη

ξη ω −

− −

 ω =  π ∫ ∫ . 

Тут ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ,

k
k k k kB

R u u EB u B u EB u EB uξη

ξη ξη ξη ξη= −  – кореляційна функція оцінок 

кореляційних компонентів, які в першому наближенні можна подати у вигляді 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0i

0

1ˆ dk t
kB u t t u e t

θ
ξη − ω= ξ η +

θ ∫
o o

. 

Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0i
1 2 1 1 1 2ˆ 2

0 0

1, d d
k

k s t
k kB

R u u E t t u s s u e s t B u B uξη

θ θ
ω − ξη ξη= ξ η + ξ η + − =

θ ∫ ∫
o o o o

 

 ( ) ( )0i
1 2

0 0

1 , , , d dk s tb t s t u u e s t
θ θ

ω −
ζ= −

θ ∫ ∫ , 

де 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1, , , , , , ,b t s t u u b t s t b t u s t u u b t s t u b s t s uζ ξ η ξη ξη− = − + − + − + − + − + . 

Подавши функцію ( )1 2, , ,b t s t u uζ −  у вигляді ряду Фур’є  

 ( ) ( ) ( ) 0i
1 2 1 2, , , , , l t

l
l

b t s t u u B s t u u eξη ω
ζ

∈

− = −∑ %
¢

, 

маємо 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )00 ii
1 2 1 2 1 2ˆ 2

0 0

1, , , d d
k

k s tl t
lB

l
R u u e B s t u u e u uξη

θ θ
ξη ω −ω

∈

= − =
θ ∑ ∫∫ %

¢
 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0
i i

1 2 1 22
0

1 , , , d , , 0, dk u ik u
l l l l

l
B u u u e f u u B u u u e f u u

θ
ω ω

∈ −θ

 
= − θ + θ − θ  

∑ ∫ ∫% %
¢

, 

при цьому 

 ( ) 0i1, dl u
l

u

f u e u
θ

ωθ =
θ ∫ . 

Нехтуючи складовими, що містять функцію ( ), , 0lf u lθ ≠ , як величинами вищого порядку 
малості, приходимо до виразу 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0i
1 2 0 1 2ˆ

1, 1 , , d
k

k
B

u
R u u B u u u e uξη

θ
ξη ω

−θ

 
= − θ θ 

∫ % , 
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а звідси 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 10 i1 i
1 2 0 1 2 1 22

1ˆ 1 , , d d d
4

k u uk u
k

u
D f k u k u B u u u e u e u u

∞ ∞ θ
ξη ω −ω

−∞ −∞ −θ

   ω = −    π θ θ   
∫ ∫ ∫ % . 

Оскільки  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1i
0 1 2 2 1 2 1, , l u

l l l l
l

B u u u e B u B u u u B u u B u uξ η ξη ηξ− ω

∈

 = + − + + − ∑%
¢

, 

то 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 12

1 1ˆ 1
4k l l

l

u
D f k u k u B u B u u u

θ ∞ ∞
ξη ξη ξη

−
∈ −θ −∞ −∞

   ω = − + − +     θ θ π  
∑ ∫ ∫ ∫

¢

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 10 1 0ii i
2 1 1 2d d du ul u k u

l lB u u B u u e e u u e uηξ ηξ − ω −− ω ω
−

+ + −   . 

Ураховуючи (3) і (4), а також подання 

 ( ) ( ) ( ) ( ) i du
k kB u f e

∞
ξ ξ ω

−∞

= ω ω∫ , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) i du
k kB u f e

∞
η η ω

−∞

= ω ω∫ , 

знаходимо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 0 0k̂ l l
l

D f f f l
∞ ∞

ξη ξ η
−

∈ −∞ −∞

  ω = ω ω λ ω + ω λ ω + ω + ω ×   
∑ ∫ ∫

¢

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) }1 2 0 1 2 1 2 0 1 2, , d dk k l ×ϕ ω + ω + ω θ + λ ω + ω λ ω − ω ϕ ω − ω + − ω θ ω ω , (5) 

де  

( ) ( ) ( )( ) ( )
2

i1 i i i
22 2 2 2 2

0 0

sin1 1 1 2 2, 1 d d d 1 1 1 cos

2

s tuu
e u e s t e e

θ θ θ
ω −ω ωθ − ωθ

−θ

ωθ
 

ϕ ω θ = − = = − − = − ωθ = θ θ θ ω θ θ ω ωθ  
 
 

∫ ∫ ∫ . 

Для першої складової формули (5) в першому наближенні маємо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
0 2 2 0 1 1 2 0 1 2

ˆ , d dkD f f f k
∞

ξη η ξ

−∞

 ω ≈ ω λ ω + ω ω ϕ ω + ω + ω θ ω ω  ∫ . 

Можна також наближено прийняти, що 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 1 2 0 1 0 2 0 1 2 0 1d df k f k k
∞ ∞

ξ ξ

−∞ −∞

ω ϕ ω + ω + ω ω ≈ ω + ω ϕ ω + ω + ω ω =∫ ∫  

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2 0 1i i
1 0 2 02

0 0

1 2d d d ,k s t s te e s t f k
θ θ ∞

ω + ω − ω − ξ

−∞

  π
= ω = ω + ω θ θ 

∫ ∫ ∫  

а тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 0 2 0 2 1 0 1 0 1d df k f k

∞ ∞
ξ ξ

−∞ −∞

λ ω + ω ω + ω ω = λ ω ω − ω − ω ω ≈∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 0 1 1 0 0d 0f k W f k

∞
ξ ξ

−∞

≈ ω − ω λ ω ω = ω − ω∫ . 

Відтак 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0

2ˆ 0kD f W f f kξη η ξπ ω ≈ ω ω − ω  θ
. 



 19 

Другу складову співвідношення перепишемо у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 0i2
2 1 1 2

1ˆ 1 d d dk l u
k l l

l

u
D f f f e u

∞ ∞ θ
ω −ω + − ωξη ξη ξη

−
∈ −∞ −∞ −θ

   ω ≈ −ω ω λ ω − ω λ ω + ω − ω ω    θ θ   
∑ ∫ ∫ ∫

¢

. 

Легко бачити, що  

( ) ( ) ( )1 2i
2 1 1 2d due

∞ ∞
ω −ω

−∞ −∞

λ ω − ω λ ω + ω ω ω =∫ ∫  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 1 2 0i i i i2
1 2 1 2 1 2

1 1d d d d
2 2

u u u u u u uk u k u e e e u u k u e
∞ ∞ ∞ ∞

ω + − ω + ω + − ω

−∞ −∞ −∞ −∞

   
= ω ω =   π π   

∫ ∫ ∫ ∫ , 

( ) ( )0 0i 2 i2 211 1 dk l u uu e e k u u
θ

− ω − ω  ω 

−θ

 − = θ θ ∫  

 ( ) ( ) ( )1 0i 22
1 1 02

0 0

1 2d d d 2k lW e s t W k l
∞ θ θ

ω − ω+ − ω  

−∞

  π
= ω ω ≈  ω − − ω    θ θ 

∫ ∫ ∫ , 

а тоді  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0

2ˆ 2k l l
l

D f f f W k lξη ξη ξη
−

∈

π ω ≈ −ω ω  ω − − ω    θ ∑
¢

. 

Оскільки  

 ( ) ( ) ( ) ( )0l lf f l
ηξξη

− ω = ω + ω , 

 ( ) ( ) ( ) ( )0l lf f lξη ηξ−ω = ω + ω , 
для дисперсії оцінки (2) маємо 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

0 0 0 0 0
2 0 2k l

l
D f W f k f f l W k lξη ξ η ηξ

∈

π   ω = ω − ω ω + ω + ω ω − − ω   θ  
∑

¢
. (6) 

З цієї формули випливає, що дисперсії оцінок взаємоспектральних компонентів залежать від 
усіх тих спектральних компонентів, які містяться у розкладі в ряд Фур’є змінної спектральної 
густини ПНВП. А це означає, що, визначаючи похибки оцінювання навіть взаємоспектральної 
густини стаціонарного наближення ПНВП, не можна обмежуватися тільки характеристиками цього 
наближення. Отже, статистичний аналіз стаціонарного наближення ПНВП аж ніяк не можна 
виконати у межах стаціонарної моделі, а тільки в межах того ПНВП, наближенням якого він є. 

 
Оцінки взаємоспектральних компонентів амплітудно- і фазомодульованих сигналів. 

Конкретизуємо формулу (6) для одного з найпростіших типів ПНВП – квадратурної моделі: 
( ) ( ) ( )0 0cos sinc st t t t tξ = µ ω + µ ω  

( ) ( ) ( )0 0cos sinc st t t t tη = ν ω + ν ω . 
У цьому випадку 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 2 0, cos2 sin 2b t u B u C u t S u tξ ξ ξ

ξ = + ω + ω , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 2 0, cos 2 sin 2b t u B u C u t S u tη η η
η = + ω + ω , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 2 0 2 0, cos2 sin 2b t u B u C u t S u tξη ξη ξη
ξη = + ω + ω , 

де 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 cos sin
2 c s c s

B u R u R u u R u uξ −
µ µ µ µ = + ω + ω  , (7) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1 cos sin
2 c s c s

C u R u R u u R u uξ +
µ µ µ µ = − ω + ω  , 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1cos sin
2c s s c

S u R u u R u R u uξ +
µ µ µ µ = ω + − ω  , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
1 cos sin
2 c s c s

B u R u R u u R u uη −
ν ν ν ν = + ω + ω  , (8) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1 cos sin
2 c s c s

C u R u R u u R u uη +
ν ν ν ν = − ω + ω  , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1cos sin
2c s s c

S u R u u R u R u uη +
ν ν ν ν = ω + − ω  , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1 sin
2 2c c s s c c s s

B u R u R u R u R u uξη
µ ν µ ν µ ν µ ν   = + + − ω    , (9) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1 1cos sin
2 2c c s s c s s c

C u R u R u u R u R u uξη
µ ν µ ν µ ν µ ν   = − ω + + ω    , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0
1 1cos sin
2 2c s s c s s c c

S u R u R u u R u R u uξη
µ ν µ ν µ ν µ ν   = + ω + − ω    . 

Автокореляційні компоненти, як видно, визначаються авто- та взаємокореляційними 
функціями квадратурних складових кожного з процесів, а також взаємокореляційними функціями 
квадратурних складових різних процесів. Знаками “+” і “–” в останніх складових позначені парна й 
непарна частини відповідних взаємокореляційних функцій. 

Для комплекснозначних кореляційних компонентів знаходимо: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i
2

1 1
2 2 c s c s

uB u R u R u iR u eξ ω
µ µ µ µ

  = − −   
, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i
2

1 1
2 2 c s c s

uB u R u R u iR u eη ω
ν ν ν ν

  = − −   
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0i
2

1
4 c c s s c s s c

uB u R u R u i R u R u eξη ω
µ ν µ ν µ ν µ ν

  = − − +   . 

Враховуючи ці вирази, а також співвідношення (7)–(9), які визначають нульові кореляційні 
компоненти, для спектральних компонентів отримуємо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
1
4 c c s s

f f f f fξ
µ µ µ µ ω = ω + ω + ω − ω + ω + ω + ω − ω +   

 ( ) ( )0 0
1 Im Im
2 c s c s

f fµ µ µ µ + ω + ω − ω − ω  ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
1
4 c c s s

f f f f fη
ν ν ν ν ω = ω + ω + ω − ω + ω + ω + ω − ω +   

 ( ) ( )0 0
1 Im Im
2 c s c s

f fν ν ν ν + ω + ω − ω − ω  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0
1
4 c c s s s s

f f f fξη
µ ν µ ν µ ν ω = ω + ω + ω + ω + ω − ω −   

 ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0i
c s c s s c s c

f f f fµ ν µ ν µ ν µ ν − ω − ω − ω + ω − ω − ω + ω + ω  , 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0
1 1 iRe
2 2 c s c s

f f f fξ
µ µ µ µ

  ω = ω − ω − ω + ω − ω − ω   
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0
1 1 i Re
2 2 c s c s

f f f fη
ν ν ν ν

  ω = ω − ω − ω + ω − ω − ω   
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0 0
1 1 i
2 2 c c s s c s s c

f f f f fξη
µ ν µ ν µ ν µ ν

    ω = ω − ω − ω + ω − ω − ω − ω − ω     
. 

Конкретизуючи вигляд авто- та взаємокореляційних функцій модулюючих процесів та 
підставляючи отримані вирази у співвідношення 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0 0 0
2ˆ 0 2D f W f f W fξη ξ η ξηπ  ω = ω ω + ω ω +  θ

  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 2 0 0 2 02 2 2 2W f W fηξ ηξ
−

+  ω − ω  ω − ω +  ω + ω  ω + ω    
, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 0 0 0 0 0
2ˆ 0 2 2D f W f f f Wηξ η ξ ηξπ  ω = ω ω − ω + ω  ω − ω  −   θ

  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2 0 0 2 02 2 2 2 2f W f Wηξ ηξ
−+ ω − ω  ω − ω  + ω + ω ω  , 

можемо проаналізувати залежність дисперсії оцінки взаємоспектральної густини від довжини 
реалізації, точки усічення корелограми, форми вибраного вікна і параметрів сигналу. 

 
Висновки. Отримані в роботі співвідношення дають можливість знайти систематичну та 

середньоквадратичну похибки обчислення оцінок взаємоспектральних компонентів періодично 
нестаціонарних випадкових сигналів, які отримують на основі згладжених оцінок 
взаємокореляційних компонентів. На їх основі також може бути розв’язана зворотна задача, а саме 
обґрунтовано вибрані такі параметри обробки (довжина відрізка реалізації, точка усічення 
корелограми), які забезпечать необхідні похибки оцінювання. 
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