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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ НАЛИЧИЯ МЕСТА 
ЗУБАМ В ЗУБНОЙ ДУГЕ С ПОМОЩЬЮ 

МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
 
Предложена функция для определения длины зубной 
дуги в зависимости от ее размеров, формы зубов и их 
наклона к окклюзионной плоскости, которая позволя-
ет прогнозировать наличие места для зубов в зубной 
дуге в процессе ортодонтического лечения. Приведен 
пример использования предложенной зависимости в 
процессе ортодонтического лечения. 
Ключевые слова: Длина зубной дуги, форма зубов, на-
клон зубов, место для зубов в зубной дуге, ортодон-
тическое лечение. 
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ПРОГНОЗУВАННЯ НАЯВНОСТІ МІСЦЯ 
ЗУБАМ В ЗУБНІЙ ДУЗІ ЗА ДОПОМОГОЮ 
МАТЕМАТИЧНОГО МОДЕЛЮВАННЯ 

 
Отримана функція для визначення довжини зубної ду-
ги в залежності від її розмірів, форми зубів та їх на-

хилу до оклюзійної площини, яка дозволяє прогнозува-
ти наявність місця для зубів в зубній дузі в процесі 
ортодонтичного лікування. Наведено приклад викори-
стання запропоноаної функції в процесі ортодонтич-
ного лікування. 
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PREDICTION OF A PLACE PRESENCE  
FOR TEETH IN A DENTAL ARC BY MEANS 

OF MATHEMATICAL MODELLING 
 
The function for the evaluation of the length of dental 
arch depending on its sizes, form of teeth and their incli-
nation to the occlusion plane, which allows projecting the 
presence of space for teeth in dental arch during the or-
thodontic treatment, was offered. The example of the use 
of the offered dependency in orthodontic treatment is 
given. 
Key words: the length of dental arch, teeth form, inclina-
tion of teeth, space for teeth in dental arch, orthodontic 
treatment. 
 
 

Введение. Одной из задач ортодонта являет-
ся правильное формирование зубных дуг паци-
ента, которые обеспечивают морфологическое и 
функциональное равновесие зубочелюстного ап-
парата и эстетическую гармонию лица в целом. 
Следовательно, врачи в своей практике часто 
сталкиваются с неправильными формами зубных 
рядов, влекущих за собой аномалии прикуса, по-
ложения зубов, с недостатком места для них в 
зубной дуге. Для  планирования ортодонтическо-
го лечения необходимо еще до его начала про-
гнозировать возможность создания места для зу-
бов в зубном ряду. Согласно методике оценки 
наличия места в зубном ряду предложенной 
N.Nance [1], его будет достаточно в том случае, 
когда длина зубной дуги L  равно или больше 
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где n – количество зубов в зубном ряду.  
По N.Nance длину зубной дуги измеряют с 

помощью мягкой лигатуры или гибкой линейки, 
устанавливая их на середине жевательной повер- 
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хности боковых зубов и по режущим краям пе-
редних зубов. Однако в том случае, когда зубы 
прорезались вне зубной дуги, данная методика 
не позволяет определить ее длину. Кроме того, 
она не дает возможности  спрогнозировать изме-
нение длины зубной дуги при изменении ее раз-
меров в трех взаимно перпендикулярных плос-
костях.  

В работе [2] была предложена методика, ко-
торая учитывает влияние протрузии (изменение 
положения оси зуба вестибулярно) или ретрузии 
(изменение положения оси зуба орально) перед-
них зубов, на ширину и длину зубной дуги. Од-
нако она никак не обоснована математически, 
носит фрагментарный характер и не учитывает 
такие параметры зубного ряда как торк зубов и 
их размеры. 

В настоящее время в различных областях 
стоматологии все больше применяются методы 
механико-математического моделирования [3-6], 
которые позволяют не только более точно опи-
сать процессы лечения, но и прогнозировать его 
результаты.  

Цель данной работы. Разработка матема-
тической модели определения дефицита места 

в зубной дуге, учитывающей такие параметры 
зубного ряда как его размеры в сагитальных и 
трансверзальных направлениях, форму зубов 
и наличие их вестибулярно-орального наклона к 
окклюзионной плоскости. 

Поставленная задача решается методами ма-
тематического моделирования применительно к 
проблеме определения наличия места в зубной 
дуге. 

Материалы и методы исследования. Соот-
ветственно поставленной цели было изучено и 
проанализировано 96 диагностических моделей 
пациентов с глубоким блокирующим прикусом в 
возрасте от 13 до 45 лет. Диагностика проводи-
лась при помощи антропометрических измере-
ний и математического моделирования. Изуча-
лись параметры зубных рядов в сагиттальной, 
трансверзальной плоскости, форма зубов, высота 
положения межзубных контактных пунктов, угол 
наклона фронтальной группы зубов к окклюзи-
онной плоскости. Обработка результатов прово-
дилась при помощи разработанной нами компь-
ютерной программы. Полученные данные выра-
жали в графиках, заносили в таблицы.  

 
Рис. 1. Параметры зубной дуги при ортогнатическом прикусе. 

 
Результаты исследования и их обсужде-

ние. В работе [6] было установлено, что из всех 
кривых второго порядка эллипс наилучшим об-
разом описывает форму внешних контуров зуб-
ного ряда верхней и нижней челюстей при ор-
тогнатическом прикусе.  

Каноническое уравнение эллипса имеет сле-
дующий вид  
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где а, b – полуоси эллипса.  
На основе математической обработки ре-

зультатов измерения размеров зубных дуг в [6] 
было показано, что отклонение точек  вестибу-
лярной поверхности зубов от кривой эллипса 

(рис. 1) при ортогнатическом прикусе не превы-
шают величины 2 мм. Также было показано, что 
в качестве величины малой полуоси b в (2) мож-
но принимать половину расстояния между щеч-
ными поверхностями седьмых зубов (при отсут-
ствии седьмых зубов можно принять расстояние 
между щечными поверхностями шестых зубов), 
а в качестве большой полуоси а можно прини-
мать величину равную расстоянию от вестибу-
лярной поверхности первых зубов (резцовой 
точки) до дистальной поверхности седьмых (при 
отсутствии седьмых – шестых) зубов.  

Выводы, полученные в работе [6], позволяют 
нам предположить, что кривая эллипса наилуч-
шим образом описывает форму внешних конту-
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ров зубных рядов верхней и нижней челюстей на 
любом расстоянии от окклюзионной плоскости, а 
точки пересечения осей зубов с плоскостью па-
раллельной окклюзионной плоскости и точки 
контакта зубов в зубном ряду для верхнего и 
нижнего зубных рядов также находятся на кри-
вых, которые описываются уравнением (1). В та-
ком случае оси коронок зубов на уровне их шеек 
будут расположены на эллипсе с полуосями а1,  
b1, равными  

а1=а–δ1/2,b1=b–δ7/2,                                (3) 
где: δ1 , δ7 - толщина соответственно первых 

и седьмых зубов.  
Контакт зубов в зубном ряду происходит, 

как правило, в межзубных  контактных пунктах - 
в месте его наибольшей ширины, которая удале-
на от шейки зуба на расстоянии h.  Если зубы 
имеют шипообразную форму, то межзубной кон-
тактный пункт  будет находиться у шейки зуба и 
величина h в этом случае будет равна 0. Если он 
располагается у окклюзионной поверхности, то 
величина h будет равна высоте коронки зуба.  

Оси зубов на переднем участке зубной дуги 
при ортогнатическом прикусе наклонены к окк-
люзионной плоскости под углом φ, который 
варьирует в пределах 15…25 º [2, 7].  Учитывая 
это и сделанное выше предположение о том, что 
точки контакта зубов в зубном ряду будут распо-
лагаться на линии эллипса мы получим, что  по-

луоси этого эллипса будут равны а2 и b1, где а2 

равно:  
а2 = а1 + htgφ.                                            (4) 
В случае контакта зубов в зубном ряду по 

линии эллипса с полуосями равными а2, b1, места 
для зубов в зубном ряду будет достаточно в том 
случае, когда длина половины дуги эллипса с 
полуосями равными а2, b1 будет больше суммы 

экваториальных ширин зубов ∑
=

n

i
ic

1

. Длина дуги 

эллипса L не выражается через элементарные 
формулы и может быть приблизительно опреде-
лена по формуле [8]:   

L = π(1,5(a2 + b1) – (a2b1)
0,5                      (5) 

Подставляя в условие достаточности места 
(1) выражения (4, 5) получим: 

 

0,5π(1,5(а–δ1/2 +htgφ+b–δ7/2)-((а–

δ1/2 + htgφ)(b – δ7/2))0,5
∑

=

≥
n

i
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1

.                     (6) 

Выражение (6) позволяет сделать оценку на-
личия места для зубов в зубном ряду в зависимо-
сти от размеров ширин с и толщин δ зубов, высо-
ты межзубного контактного пункта h, угла на-
клона зубов переднего участка зубной дуги φ, 
ширины и глубины зубного ряда а, b, определяе-
мых на вестибулярной поверхности зубного ряда 
на уровне шейки зуба.   

 
Рис. 2. График зависимости длины зубной дуги L, мм от ширины зубного ряда b и мезиодистального размера a  
 

Таблица 1 
 

Длина зубной дуги L, мм 
в зависимости от  глубины а и  ширины b зубного ряда 

 

b, мм  

25 26 27 28 29 30 

35 103,2 104,6 105,9 107,3 108,7 110,2 

36 104,9 106,3 107,7 109 110,4 111,9 

37 106,7 108 109,4 110,8 112,2 113,6 

38 108,4 109,8 111,1 112,5 113,9 115,3 

39 110,2 111,5 112,9 114,2 115,6 117 

а, мм 

40 112 113,3 114,6 116 117,3 118,7 
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На рис. 2 и в табл.. 1 представлена зависи-
мость длины дуги зубного ряда L в зависимости 
от величины а и ширины зубного ряда b, полу-
ченная на основе выражения (6). Глубина зубно-
го ряда может быть изменена благодаря протру-
зии или ретрузии передних зубов, а величина b – 
изменением ширины зубного ряда.  В расчетах 
по формуле (6) были приняты  следующие зна-
чения величин, входящих в (6): φ = 20 º, h = 6 
мм, δ1 = 4 мм, δ7 = 9,7 мм [1]. Из таблицы 1 и 
рис. 2 можно видеть, что зависимость длины 
зубного ряда  L для заданных размеров зубов и 
зубного ряда практически линейно зависит от 
размеров зубного ряда а и b и увеличению ши-
рины зубного ряда b на один миллиметр соответ-
ствует изменение длины зубного ряда на 1,4…1,5 
мм, а увеличению глубины зубного ряда а на 
один миллиметр соответствует изменение длины 
зубного ряда на 1,7…1,8 мм. 
 

 
Рис. 3. График зависимости длины зубного ряда L от 
угла наклона передних зубов φ. 
 

Таблица 2 
 

Длина зубной дуги L, мм в зависимости 
от высоты расположения межзубных  
контактных пунктов коронок зубов h  
и угла наклона передних зубов φ 

 

φ, град h = 2 мм h = 5 мм h = 8,9 мм 

0 108,7 108,7 108,7 
5 109 109,5 110,1 
10 109,3 110,2 111,4 
15 109,6 111 112,8 
20 110 111,9 114,3 
25 110,3 112,7 115,9 
30 110,7 113,7 117,6 

 
На рис. 3 и в табл. 2 дана зависимость длины 

дуги зубного ряда L от угла наклона передних 
зубов φ при трех величинах  высоты расположе-
ния межзубных контактных пунктов коронок зу-
бов h. В расчетах по соотношению (6) приняты 
следующие величины а = 43 мм, b = 33 мм, 
δ1 = 4 мм, δ7 = 9,7 мм. На рисунке 3 показаны за-
висимости L~ φ для h равных 2, 5 и 8,9 
мм,соответственно, сплошной, штриховой и 

пунктирной линиями. Как можно видеть из гра-
фика 3 увеличение угла наклона передних зубов 
приводит к увеличению длины зубной дуги, но 
это увеличение зависит от высоты расположения 
межзубных контактных пунктов коронок зубов. 
Анализируя зависимость (6) можно сделать вы-
вод, что в том случае, когда зуб имеет шипообра-
зную форму (h = 0), изменение угла наклона пе-
редних зубов не приводит к изменению длины 
зубной дуги. Из таблицы 2 видно, что увеличе-
нию угла наклона передних зубов на 5 ° соответ-
ствует увеличение длины зубной дуги на 
0,3…0,4 мм при высоте  h = 2 мм. При высоте 
расположения межзубных контактных пунктов( 
h = 5 мм) увеличению угла наклона передних зу-
бов на 5 ° соответствует увеличение длины зуб-
ной дуги на 0,8…1 мм, а при величине h = 8,9 мм 
(контактный пункт находится на уровне окклю-
зионной плоскости) увеличению угла наклона 
передних зубов на 5 ° соответствует увеличение 
длины зубной дуги на 1,4…1,7 мм.  

Предложенная методика расчета наличия 
места была опробована в клинической практике. 
На рис. 4а показана форма зубной дуги верхней 
челюсти пациента с глубоким прикусом (блоки-
рующей узкой формой), у которого диагностиро-
ван дефицит места для зубов в зубном ряду 
верхней челюсти. Передние зубы вследствие де-
фицита места имеют большой наклон в оральном 
направлении. Для размещения зубов в правиль-
ное положение возможно  расширить зубную ду-
гу, изменить ее глубину, удалить некоторые зубы 
из зубного ряда или изменить наклон передних 
зубов. Для оценки возможностей проведения та-
кой перестройки по диагностическим гипсовым 
моделям были определены размеры параметров 
зубного ряда, которые показаны на рис. 4а.   Из-
мерения дали следующие результаты: а = 43 мм, 
b = 30 мм, δ1 = 5 мм, δ7 =10 мм, c11 = 8.5 мм, c12 
= 6.5 мм, c13 = 8 мм, c14 = 7.2 мм, c15 = 6.5 мм, c16 
= 10.8 мм, c17 = 9.5 мм, c21 = 8 мм, c22 = 6.9 мм, 
c23 = 8,1 мм, c24 = 7.2 мм, c25 = 7.1 мм, c26 = 10.7 
мм, c27 = 9.2 мм, φ = 0 °.  
Сумма ширин зубов на уровне их меридиана 

∑
=

n

i
ic

1

дает величину 114,2 мм, то есть необходи-

мо, чтобы длина зубной дуги была не меньше 
этой величины.  Результаты расчета по формуле 
(6) показывают, что для выше приведенных зна-
чений а, b, δ1, δ7  и φ  длина дуги составляет ве-
личину 104,3 мм, то есть дефицит места состав-
ляет величину 9,9 мм. Рассчитывая длину зубной 
дуги, варьируя величинами а, b,  и φ получаем, 
что для того, чтобы все имеющиеся зубы соста-
вили правильную форму зубного ряда необходи-
мо осуществить протрузию передних зубов на 5 
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мм, (глубина зубной дуги составит величину а = 
48 мм), а угол наклона передних зубов φ – 15 °. В 
таком случае длина зубной дуги L будет равна 
115 мм. На рис. 4б показан вид верхней зубной 
дуги пациента после соответствующего аппара-
турного лечения. 
 

 
Рис. 4а. Гипсовые модели пациента с глубоким бло-
кирующим прикусом (узкой формой) до лечения. 
 
 

 
 
Рис. 4б. Гипсовые модели пациента после лечения. 
 

Выводы В результате проведенных исследо-
ваний получена зависимость, позволяющая оп-
ределить длину зубной дуги в зависимости от ее  
размеров в трех взаимно перпендикулярных 
плоскостях, формы зубов, а также их наклона к 
окклюзионной плоскости. Показано, что увели-
чение зубной дуги по сагитали на 1 мм при сред-
нестатистических размерах зубов приводит к 
увеличению зубной дуги в среднем на 1,7 мм, а 

увеличение ее ширины - к увеличению зубной 
дуги на 1,4 мм. Изменение наклона передних зу-
бов приводит к увеличению зубной дуги только в 
том случае, если межзубные  контактные точки 
коронок передних зубов расположены выше ше-
ек зубов. Если зуб имеет шипообразную форму и 
его контактная точка расположена на уровне его 
шейки, то изменение угла наклона передних зу-
бов не влияет на наличие места в зубной дуге. 
Чем ближе к окклюзионной поверхности зуба 
расположена h – тем больше увеличивается дли-
на зубной дуги с увеличением вестибулярного 
наклона передних зубов. Полученная зависи-
мость позволяет прогнозировать наличие места 
для зубов в зубной дуге и правильно строить 
процесс ортодонтического лечения.  
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