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лечения больных ГП и пациентов старшей возрастной 
группы (> 60 лет) с интактным пародонтом при уве-
личении количества опорных зубов в несъемном зуб-
ном протезе у 71,2±2,6 % обследованных. Использо-
вание данных биомеханических компьютерных ис-
следований для планирования конструкции несъемно-
го мостовидного протеза и расчета количества опор-
ных зубов позволяет нормализовать окклюзионное 
давление и функциональную нагрузку на корни и па-
родонт. Все эти факторы в комплексе способствуют 
нормализации функционального состояния жеватель-
ного аппарата в целом и позволяют рекомендовать 
разработанную методику к широкому применению в 
стоматологической практике. 
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Актуальність теми. В останні роки відновлен-
ня функції жування за допомогою протезів, що фік-
суються на внутрікісткових циліндричних імплантах 
стає дуже поширеним [1]. 

Але наряду з тим росте кількість ускладнень при 
протезуванні цієї групи пацієнтів. Це пов’язано з тим, 
що лікарі на єтапі планування дуже часто не врахо-
вують винекнення біомеханічних явищ у процесі фу-
нкціонування системи «кісткова тканина щелеп – 
внутрішньокістковий циліндричний імплантат – про-
тез», залежності від індивідуальних особливостей кіс-
ткової тканини щелеп, а вважають, що можливо виго-
товляти протези, що фіксуються на імплатати, вста-
новлені лише з використанням усереднених анатомо-
фізіологічних даних [2-4]  

Таким чином, метою нашої роботи є математичне 
моделювання біомеханічних процесів в системі «кіст-
вова тканина щелеп – внутрішньюкістковий цилінд-
ричний імплатант – ортопедична конструкція», врахо-
вуючи індивідуальні особливості кісткової тканини 
щелеп. 

Матеріали та методи. Математична модель 
створювалася з урахуванням наступних параметрів: 
розміру, напрямку й тривалості силового впливу; 
конструкції й матеріалу зубного протеза; форми й ма-
теріалу зубного імплантату; способу тканевої інтегра-
ції в області імплантату; якості й кількості кістки. 

Біомеханічне дослідження припускає моделю-
вання механічних властивостей кісткових тканин. Що 
стосується дентину й кортикальної кістки, то вони ви-
вчені більш докладно. Вірогідність даних про щіль-
ність і достатню незалежність механічних властивос-
тей дентину й кортикальної кістки від індивідуальних 
особливостей людини підтверджена в рамках популя-
ційних досліджень. Ці дані неодноразово використо-
вувалися при розрахунках біомеханічних конструкцій 
мінералізованних тканин [2, 3]. Проблеми виникають 
при визначенні пружних механічних властивостей гу-
бчатої кістки. Справа в тому, що її пористість носить 
індивідуальний характер і може істотно залежати від 
стану здоров'я пацієнта. Слід зазначити, якщо щіль-
ність кістки вище, ніж у здорового середньостатисти-
чного пацієнта з розглянутої групи, то це не приво-
дить до ослаблення конструкції й не обмежує припус-
тимі для біологічної системи навантаження. Збіль-
шення ж пористості при відповідному зменшенні 
щільності губчатої кістки такі обмеження, безсумнів-
но, накладає. 

У роботі [4] була визначена відповідність між 
пружними характеристиками губчатої кістки і її 

щільністю. За базову щільність ( 0ρ ) була прийнята 

щільність, що відповідає щільності губчатої кістки в 
здорового середньостатистичного пацієнта. Для цієї 

щільності вважалися відомими модуль Юнга E  і ко-
ефіцієнт Пуассона ν . А для встановлення загального 

зв'язку )(ρE , )(ρν  скористалися прийомами ме-

ханіки композитних матеріалів. 
В результаті було встановлено, що при зміні від-

носної щільності ρ  (дійсна щільність iρ  віднесена 

до початкової щільності 0ρ  від 0,3 до 1,0, графіки 

залежності модуля Юнга, межі пружності на стиск і 
модуля зрушення від щільності мають вигляд, пока-
заний на рис. 1. 
 

 
 

Рис. 1. Гіпотетична залежність пружних модулів губчатої 
кістки від її відносної щільності 
 

В даному дослідженні ми вивчали характеристи-
ки біомеханічної системи за умови рівномірної атро-
фії беззубої нижньої щелепи. В основу побудови роз-
рахункових схем закладена класифікація нижньої ще-
лепи по її кількісних і якісних характеристиках, що 
відповідають їм одиниці шкали Хаунсфілда [1], фізи-
чні властивості опорних тканин щелепи [4]. Всі роз-
глянуті моделі нижньої щелепи були класифіковані за 
ознаками атрофії й щільності губчатої кісткової тка-
нини. Таким чином, за основні були прийняті дев'ять 
станів нижньої щелепи — для трьох різних значень 
щільності кісткової тканини Р1, Р2, РЗ, і трьох відпо-
відних ступенів атрофії А, В, С. 

Механічні властивості кісткових тканин, матері-
алів імплантатів і протезів, у розглянутій моделі, мо-
жуть бути апроксимовані наступним набором конс-
тант теорії пружності (табл. 1). 

Таблиця 1 
 

Фізичні характеристики матеріалів моделі 
 

Матеріал імпланта-
ту, протеза або кіст-
кової структури 

E , кг/мм2 ν  c
sσ  

p
sσ  

Кортикальна кіс-
тка 

1610 0,25 14,8 4,5 

Губчата кістка 
р(Р1)=1,0  
Р (Р2) =0,7  
Р (РЗ) =0,4 

 
750  
289  
173 

 
0,45  
0,44  
0,44 

 
8,2  
3,27  
1,9 

 
1,5  
0,8  
0,6 

Титановий сплав 15000 0,34 84 60 

 
У кожній з локально однорідних однозв'язкових  

підобластей (І), неоднорідного багатозв'язного фраг-
мента кісткової тканини щелепи з імплантатом і про-
тезом, повинні виконуватися:  

рівняння рівноваги 

;0=I
ijσ                                                   (1) 
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експериментально знайдені співвідношення 

),( u
I
u F εσ =                         (2) 

які характеризують фізичні інваріантні залежнос-
ті між інтенсивністю напруг і деформацій у кісткових 
тканинах щелепи й штучних включень; 

співвідношення, що зв'язують компоненти тензо-
ра напруг і деформацій 

),(
3

2
ij

II
ijI

u

I
u

ij
III

ij K δεε
ε
σδσ −+Θ=   (3) 

де ,))((
3

2
,

33

1
ijijijijuijij εδεεδεεδεε −−=Θ==  К - ко-

ефіцієнт об'ємного стиску, ijδ  — символ Кронекера; 

співвідношення Коші 

.
2

jiij
ij

uu +
=ε      (4) 

У кожній точці суміжних границь сусідніх підо-

бластей I  і J  приймаються спеціальні умови для 
функцій переміщення 

),()( j
J
ijj

I
ij xuxu =     (5) 

які забезпечують жорстке з'єднання кісткових 
тканин між собою й безперервність поля деформацій 
при прикладенні навантаження до моделюємого фра-
гмента щелепи. 

У силу того, що в кісткових тканинах щелепи при 
прикладенні жувального навантаження неприпустиме 
виникнення пластичних деформацій, тому що це мо-
же привести до порушення цілісності кісткових стру-
ктур і необоротній зміні біомеханічних параметрів 
щелепи, механічні властивості кісткових тканин (2), 
апроксимовані пружнопластичним середовищем з лі-
нійним зміцненням (рис. 2).  
 

 
 

Рис. 2. Варіант моделі фізичних співвідношень у кісткових 
тканинах зуба й щелепи 
 

Модуль Юнга Е пов'язаний з модулем зсуву G , 
коефіцієнтом об'ємного стиску К і коефіцієнтом Пуа-
ссона ν  співвідношеннями 

).21(3),1(2 νν −=+=
K

E

G

E    (6) 

При розрахунку граничних станів у кісткових 
тканинах зубощелепної системи, імплантатах і проте-
зах в умовах функціональної й граничної системи зо-

внішніх впливів, використовуються різні критерії, за-
сновані на тій або іншій теорії міцності. 

Проблема раціонального вибору критерію зво-

диться до визначення деякої функції ).,,( 321 σσσF  

Якщо значення головних напруг відповідають стану, 
що передує руйнуванню, то говорять про умову руй-
нування 

.),,( 321 KF ≤σσσ     (7) 

Величина К (критерій міцності) звичайно має пе-
вну фізичну інтерпретацію: нормальне або дотичне 
напруження, інтенсивність напруг, максимальне по-
довження, енергія зміни форми і т.д. Нам так само не-
обхідно враховувати, що кісткові тканини різним 
шляхом пручаються стиску й розтяганню. Причому 
міцність на стиск вище міцності на розтягання. Цей 
вплив можна врахувати, наприклад, якщо прийняти, 
що величина критичного дотичного напруження за-
лежить від величини критичної нормальної напруги, 
що діє в тій же площині. На цьому ґрунтується теорія 
руйнування Мору, що не тільки дозволяє охарактери-
зувати напружений стан при руйнуванні, але й проро-
чити орієнтацію площини руйнування. Але саме руй-
нування, при вивченні біомеханічної природно-
штучної системи, не є головним. Нас у значно біль-
шому ступені цікавить імовірний запас міцності до-
сліджуваної біомеханічної конструкції й пов'язані із 
цим питання вибору того або іншого методу терапев-
тичного або ортопедичного лікування. У цьому сенсі 
більше зручна теорія руйнування Шлейхера-Надаі [3]. 
У відомому сенсі вона аналогічна теорії Мору, але 
формулюється в термінах інтенсивності дотичних на-

пружень uτ  і середніх напруг 
).(

3
1

332211 σσσσ ++=   

У небезпечному стані інтенсивність дотичних напру-
жень є функцією середніх напруг, характерної для да-
ного матеріалу: 

).(στ fu =      (8) 

На площини uτ , σ  рівняння (8) визначає деяку 

криву ― границю руйнування (рис. 3). 
 

 
Рис. 3. Граничні криві теорії руйнування Шлейхера-Надаі 

 
Пунктирна пряма 1 відповідає умові найбільшої 

інтенсивності дотичних напружень («зсувне руйну-
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вання»); пряма 2 ― умові найбільшого об'ємного  
розтягання («крихке руйнування»).  

Загальний випадок характеризується деякими 
кривими 3 або 4. Залежно від напружено-
деформованого стану той самий матеріал може руй-
нуватися крихко й в'язко. Теорія Шлейхера-Надаі до-
зволяє врахувати подвійність характеру руйнування й 
побудувати ефективні імовірнісні оцінки. Однією з 
прийнятних апроксимацій кривій ІІІлейхера-Надаі є 
парабола, симетрична щодо осі 

uoτ  й минаюча через 

критичні точки ( *,0 uτ ) і ( 0,*σ ) де 
*
uτ  ― максимальне 

значення інтенсивності зсуву, а *σ  ― максимальне 
значення середніх напруг, що розтягують. При зна-

ченнях 0* <σ , оцінка запасу міцності здійснюється 
за критерієм тільки зсувного руйнування. 

Тому що значення c
sσ  й p

sσ  отримані з досвідів на 

одноосьове розтягання-стиск, то можна прийняти, що 

.
3

1
;

3

1

3

1 *** p
s

c
suu σσσστ ===

 

Імовірність руйнування (
pV ) і запас міцності 

(
nV3
) в околиці довільної точки розглянутої кісткової 

тканини з урахуванням індивідуальних особливостей 
всієї конструкції й умов її навантаження, можуть бути 
отримані після розрахунку напружено-деформованого 
стану, у вигляді відповідних взаємозв'язків 

,1;/ 3
*

pn
tek

p VVLLV −==    (9) 

де 222 )()()( tek
u

tektekL τσ +=  а 
*L  визначається як 

відстань по лінії, що проходить через точку 

),( tek
u

tek τσ  від початку координат у системі осей 

(
uτσ , ) до кривої ),(στ fu =  що має вид  

*2
2*

*

)(
u

u
u τσ

σ
ττ +−=  при .0>σ    (10) 

Як вже згадувалося раніше, у випадку, якщо 
0≤σ , вважаємо .**

uL τ=  

На рис. 4 значення tekL  інтерпретується як відрі-
зок ОА, а *L  відповідає відрізку ОВ. Точка В, перети-
нання променя ОА і кривої Шлейхера-Надаі має ко-
ординати ),( I

u
I τσ . 

Створена модель дозволяє проводити розрахунки 
при змінних параметрах: щільності й атрофії кісткової 
тканини, довжині імплантатів і відстані між ними, ве-
личині й напрямку навантаження. Дійсно, прогнозу-
вання біомеханічних закономірностей у тій або іншій 
конструкції протеза залежить від величини прикладе-
ного навантаження, тобто характеристик зубів-
антагоністів. Для дотримання принципу ідентичності 
умов дослідження, а також з огляду на частоту сполу-
чення повної відсутності зубів на верхній і нижній 
щелепі в пацієнтів літнього віку, ми визначили серед-
нє вертикальне навантаження як 1 кг/мм2 , зсувне ― 
0,2 кг/мм2. 

 

 
Рис. 4. Розрахункова схема для визначення ймовірності 
руйнування конструкції. 
 

Висновки. Таким чином отримані данні можливо 
використати в обчислюваному комплексі, орієнтова-
ному на розрахунок напружено деформованого стану 
елементів зубощелепної системи. Це дозволяє лікарю 
спланувати кількість циліндричних внутрішньокіст-
кових імплантатів, необхідних для виготовлення ор-
топедичної конструкції на них при змінних парамет-
рах: щільність та атрофії кісткової тканини, довжина 
та діаметр імплантатів, відстань між ними, величину 
та напрямок навантаження. 
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