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МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ДИНАМИКИ КОНСТРУКЦИЙ 

Козуб Ю.Г., Козуб Г.А. 

METHOD OF DECISION OF TASKS CONSTRUCTION DINAMIC 

Kozub Y.G., Kozub G.A.

Разработана методика МКЭ решения прикладных задач 
деформирования и разрушения сложных 
пространственных конструкций, на основе пакета 
прикладных программ „МИРЕЛА+” для решения задач 
динамики. Используется вариант моментной схемы 
конечных элементов с тройной аппроксимацией 
перемещений, деформаций и изменения объема, который 
позволяет учитывать слабую сжимаемость 
эластомеров. 
Ключевые слова: метод конечных элементов, динамика, 
МИРЕЛА+, эластомер, моментная схема, деформация, 
матрица жесткости, матрица масс. 

Введение. Метод конечных элементов (МКЭ) 
является эффективным численным методом 
исследования множества явлений, изучаемых в 
механике и математической физике. Он позволяет с 
высокой степенью точности и эффективностью 
определять напряженно-деформированное 
состояние, нелинейности различного рода, 
вязкоупругие и пластические деформации, поля 
температур, термовязкоупругие напряжения, 
устойчивость, разрушение при статических, 
циклических и динамических условиях нагружения. 

Целенаправленное развитие МКЭ получил в 
60-х годах прошлого столетия одновременно в 
США, Германии, Японии. В Украине он начал 
бурно развиваться с 1970 года в научно-
исследовательской лаборатории тонкостенных 
пространственных конструкций Киевского 
инженерно-строительного института благодаря 
работам сотрудников Д. В. Вайнберга, 
А. С. Сахарова, В. В. Киричевского и других [1-6]. 

МКЭ относится к группам приближенных 
методов, таких как метод конечных разностей 
(МКР), вариационно-разностных как метод Ритца, 
метод Бубнова-Галеркина и др. В его основе лежат 
вариационные принципы. Переход от реального 

объекта к дискретной расчетной модели 
осуществляется с позиции механики путем 
разделения сплошной среды на ряд конечных 
элементов (КЭ) с соблюдением специальных 
условий. Задание аппроксимирующих 
(координатных) функций производится внутри 
отдельных КЭ, что является предпочтительным, чем 
их задания в ВРМ для всего исследуемого объекта в 
целом. 

Вычислительный комплекс MIРЕЛА [6] 
предназначен для исследования прочности, 
долговечности и разрушения конструкций из 
эластомерных и композитных материалов в 
условиях линейного и нелинейного вязкоупругого 
деформирования, исследования температурных 
полей диссипативного разогрева и параметров 
механики разрушения массивных эластомерных 
элементов конструкций и тонкослойных 
резинометаллических элементов с трещинами с 
изменяющимися физико-механическими и 
теплофизическими параметрами в условиях 
циклического деформирования.  Для 
слабосжимаемых эластомерных элементов 
конструкций используется моментная схема 
конечных элементов на основе тройной 
аппроксимации перемещений, деформаций и 
функции изменения объема. 

Расчет конструкций методом конечных 
элементов можно представить в виде трех 
взаимосвязанных последовательных процессов:  

1) подготовка исходных данных – 
конечноэлементная дискретизация рассчитываемого 
объекта, его топология и кинематические и силовые 
граничные условия, физико-механические 
характеристики материала;  

2) численный расчет конечноэлементной 
модели – вычисление коэффициентов матрицы 
жесткости конечных элементов, формирование 
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глобальной системы разрешающих уравнений и её 
решение;  

3) обработка результатов решения – 
вычисление параметров напряженно-
деформированного и температурного состояния 
конструкции; их визуальное представление в виде 
таблиц, графиков, двумерных либо трехмерных 
изображений.  

Целью работы является разработка методики 
решения задач упругости эластомеров в условиях 
динамического нагружения. Для этого используется 
подсистема «ДИНЭМА» (динамика конструкций из 
эластомерных материалов). Блок-схема подсистемы 
представлена на рис. 1. 
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жесткости и масс 
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ДИНЭМА 

КОНЕЦ 

 

Рис. 1. Алгоритм решения задач динамики 

Одним из наиболее важных этапов решения 
задачи динамики для эластомерных конструкций 
является определение собственных частот и форм 
колебаний.  

В большинстве случаев влияние 
демпфирования на частоты и формы собственных 
колебаний невелико и им можно пренебречь. Для 
определения собственных частот колебаний 

эластомерных элементов конструкций следует 
решить обобщенную проблему собственных чисел  

 
      0uMK 2  ,                         (1) 

 
где  – круговая собственная частота колебаний, 

 K  – матрица жесткости,  M  – матрица масс. 
Задачу о собственных колебаниях можно 

свести обычной проблеме собственных чисел для 
матрицы    MK 1
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Решение полной проблемы собственных чисел 

может быть получено с помощью различных 
методов. Практическую важность имеют низшие 
значения частот . Кроме того, для дискретной 
модели высшие собственные числа отражают лишь 
особенности дискретизации, а не свойства 
конструкции. 

В тех случаях, когда матрица жесткости имеет 
очень большой порядок, рациональнее использовать 
приближенные методы определения максимальных 
или минимальных собственных значений. Одним из 
таких методов является степенной алгоритм [1] : 

 
     )n()1n( uMuK  .                         (3) 

 
Вектор начального приближения выбирается с 

учетом кинематических ограничений, 
накладываемых на конструкцию. 

Минимальная собственная частота в этом 
случае может быть определена по формуле 
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Таким образом, можно получить и 

собственный вектор. Учитывая М-ортогональность 
собственных векторов можно исключить одно 
уравнение в системе (4). Для вновь полученной 
системы по указанному алгоритму вычисляется 
следующее минимальное собственное значение.  

Решение задачи о перемещениях точек тела 
можно получить используя разложение функции 
нагрузки по собственным частотам колебаний.  

Другим способом моделирования поведения 
конструкции при динамическом нагружении 
является использование различных способов 
дискретизации искомой функции перемещений по 
времени (метод Кранка - Николсона, метод 
Галеркина). 

На каждом шаге метода Кранка-Николсона 
полагаются известными значения перемещений и 
скоростей узлов на двух предыдущих шагах. 
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Система дифференциальных уравнений заменяется 
системой разностных уравнений [7].  

Использование линейной аппроксимации по 
времени функции перемещений в методу Галеркина 
позволяет получить значения перемещений и 
скоростей на каждом шаге по их значениям на 
предыдущем шаге [8]. Функции формы на интервале 
 tt;t 00    имеют вид  
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Используя условия ортогональности функций 
формы и невязки, возникающей при аппроксимации, 
получаем систему алгебраических уравнений 
относительно функции перемещений и скоростей 
точек при конечном значении рассматриваемого 
интервала времени.  

Алгоритм решения задач динамики приведен 
на рис. 1. 

В головной программе DYNАM происходит 
резервирование рабочих массивов и задание 
начальных значений параметров задачи динамики. В 
подпрограмме DАTN задаются исходные данные.  

При решении задачи задаются следующие 
исходные данные: тип конечного элемента и закон 
аппроксимации, размеры сеточной области, 
информация о топологии и граничных условиях 
рассчитываемого объекта [1]. 

Дополнительно к этому задаются следующие 
параметры: 

PRR – функция плотности материала  ; 
VX – массив кинематических граничных 

условий. 
Резервируются массив MASS для матрицы 

масс.  
Функциональная схема приведена на рис.2. 
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Рис. 2. Функциональная схема подсистемы 

Рассмотрим программное обеспечение и 
функциональное назначение программ, входящих в 
подсистему «ДИНЭМА»: 

DYNAM - головная программа управлением 
решения задачи динамики. 

DAТN - программа формирования исходных 
данных. 

DTUP - подпрограмма формирования исходных 
данных: сетки разбиения на КЭ, координат 
конструкции, топологии и граничных условий, 
размеров и формы трещины, параметров решения 
системы алгебраических уравнений; 

KRPLBT - подпрограмма координат 
конструкции. 

FOMMA - блок формирования матрицы 
жесткости конструкции. 

MASSA3 - блок формирования матрицы масс 
конструкции. 

SOCHV - блок вычислений собственных частот 
и  векторов свободных колебаний конструкции. 

WAVES - блок вычисления напряжений и 
деформаций. 

VIXOD - печать полей напряжений и 
деформаций и их визуализация. 

Используя предложенную методику решим 
задачу на определение низших собственных частот 
прямоугольного призматического виброизолятора. 

Рассмотрим призматический виброизолятор 
[9]. Линейные размеры: L=0,1 м, B=0,2 м, H=аL. 
Виброизолятор работает на растяжение-сжатие по 
направлению Н. Физические константы материала: 
плотность =1200 кг/м3, модуль сдвига G=1,23 МПа, 
соответствующие низшим собственным частотам 
колебаний для различных значений безразмерной 
высоты LHa  , коэффициент Пуассона принят 
равным  0,499 В табл. 1. приведены значения 
безразмерной величины GL  . 

Т а б л и ц а  1  
Результаты низших собственных частот при работе 

виброизолятора на растяжение-сжатие 

/а 0,4 0,5 0,6 0,7 
0 10,292 8,234 7,516 6,959 
0 [7] 10,955 8,763 7,304 6,266 

 

 
а 
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Рис. 3. Формы собственных колебаний соответственно: 
 а – первой, б – второй, в – третьей нижних частот 

Полученные результаты удовлетворительно 
совпадают с результатами, полученными другими 
авторами [10].  

Выводы. Для анализа характера 
деформирования в условиях динамического 
нагружения необходимо знать частоты и формы 
свободных колебаний конструкции. Как правило, 
наиболее актуальным являются минимальные 
значения собственных частот. На основе 
вычислительного комплекса „МИРЕЛА+” 
разработан и реализован степенной итерационный 
метод определения нижних резонансных частот и 
форм колебаний.  

Предложенный подход, использующий 
формулировку задачи в рамках трехмерных 
уравнений теории упругости, позволяет решать 
задачу динамики для конструкций произвольной 
формы. 
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Козуб Ю. Г., Козуб Г. О. Метод вирішення задач 
динаміки конструкцій 

Розроблено методику МСЕ вирішення прикладних 
задач деформацій й руйнування складних просторових 
конструкцій, на основі пакету прикладних програм 
„МІРЕЛА+” для вирішення задач динаміки. 
Використовується варіант моментної схеми скінченних 
елементів з потрійною апроксимацією переміщень, 
деформацій і зміни об'єму, який дозволяє враховувати 
слабку стисливість еластомерів. 

Ключові слова: метод скінченних елементів, 
динаміка, МІРЕЛА+, еластомер, моментна схема, 
деформація, матриця жорсткості, матриця мас. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kozub Y., Kozub G. Method of decision of tasks 
construction dynamic 

Article ultimately offer a method of solving the 
problems of the dynamics of elastomernyh designs. To 
determine the natural frequencies and mode shapes using the 
power iteration method. To determine the natural frequencies 
and mode shapes using the power iteration method. To solve 
the problem of the distribution of displacements and stresses 
in terms of the design at a time of loading methods are used 
Crank-Nicolson and Galerkin. To simulate the structural 
behavior of elastomers by a moment scheme of finite element 
based on a triple approximation of displacements, strains and 
function of volume change on the basis of application package 
„MIRELA+”. 
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