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Сучасні методи розрахунку перехідних процесів складних 
систем контролю є наближеними, що призводить до 
значних похибок. Для розрахунку перехідних процесів та їх 
дослідження пропонується використати метод 
квадратур, з допомогою котрого складні динамічні 
системи ідентифікуються до другого порядку з новими 
сталими часу. Описані методи визначення сталих часу 
ідентифікованої системи. Показано, що сталі часу такої 
системи повністю визначаються дійсною та уявною 
частотними характеристиками.  
Ключові слова: перехідний процес, система, контроль, 
квадратура, рівняння, точність. 
 
 

Вступ. Інформаційно-вимірювальні системи 
(ІВС) широко використовуються в комп’ютерно-
інтегрованих системах контролю та управління 
(КІСКУ) різноманітними технологічними 
процесами, а також в системах обліку матеріальних і 
теплових потоків, у тому числі газу та нафти в 
магістральних трубопроводах, при їх споживанні, 
бензину на заправочних станціях тощо. Такі об’єкти 
контролю працюють у динамічному режимі роботи, 
тобто їх вихідні координати як витрати, рівень та 
інші є змінними в часі. Так як об’єкти контролю у 
більшості випадків є інерційними, то їх зміна 
призводить до порушення стану рівноваги, 
інформація про такий стан реєструється з 
запізненням, що призводить до похибки 
вимірювального контролю. Більшість систем 
вимірювального контролю розроблені для їх 
використання в статичному режимі роботи, коли 
перехідний процес об’єкту практично закінчується, і 
надто мало є таких систем, котрі використовують 
динамічні властивості як технологічного об’єкту 
контролю та управління (ТОКУ), так і ІВС. Якщо 
той чи інший технологічний параметр змінюється 
досить повільно, то при швидкодіючій системі 
контролю інерційністю останньої можна знехтувати, 
наприклад, при повільній зміні рівня рідини у 
резервуарах великих об’ємів. В інших випадках, 
наприклад у технологічних апаратах, трубопроводах 

тощо, в яких процеси є швидкоплинні, 
невраховування інерційності ІВС призводить іноді 
до значних похибок вимірювального контролю. 
Тому розробка методів і систем вимірювального 
контролю, заснованих на динамічних властивостях 
ТОКУ, з метою  підвищення точності є важливою 
науково-прикладною задачею. 

Мета статті і постановка досліджень. Метою 
статті є дослідження методу квадратур для 
розрахунку перехідних процесів ІВС і розробка 
способу підвищення їх точності. Як відомо [1-5], 
при вимірювальному контролі технологічних 
параметрів відбуваються реологічні перетворення, 
котрі описуються градієнтними диференціальними 
рівняннями перенесення імпульсу енергії, маси та 
кількістю руху. Результатом такого перенесення є 
отримання нових енергетичних чи матеріальних 
потоків з новими параметрами, наприклад при 
контролі температури матеріального потоку 
термоелектричним перетворювачем теплова енергія 
перетворюється в термоелектрорушійну силу 
(термоЕРС), при контролі витрати матеріального 
потоку методом змінного перепаду тиску, об’ємна 
швидкість потоку перетворюється в перепад тиску, 
але при цьому ще проявляється й термодинамічний 
режим. Матеріальний чи енергетичний потік, який 
створюється в зоні реологічного переходу, створює 
своєрідний стік, а швидкість накопичення є 
інерційним процесом. Окрім того, сигнал 
вимірювальної інформації з первинного 
вимірювального перетворювача зазнає відповідних 
перетворень в проміжних перетворювачах, у яких 
теж мають місце реологічні перетворення, 
наприклад термоЕРС термопари за рахунок 
уведення енергії нового джерела перетворюється в 
нормований струмовий сигнал 4-20 мА. Якщо цей 
струм проходить через електричний опір, то він 
перетворюється в напругу, але при цьому цей опір 
нагрівається, тобто має місце реологічне 
перетворення сили струму в напругу та 
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температуру. Окрім того потрібно враховувати, що 
сигнал вимірювальної інформації в КІСКУ 
запам’ятовується, обробляється за відповідним 
програмним алгоритмом і тільки після цього 
поступає на засоби індикації та реєстрацію. 
Враховуючи, що дія впливових факторів теж є 
інерційною, в ІВС можуть виникати резонансні 
режими, що призводять до різкої зміни вихідної 
координати, а відповідно - до появи похибки 
вимірювального контролю. Задача дослідження 
полягає в тому, щоб використати самі перехідні 
процеси для зменшення цієї похибки. 

Розробка оптимальної динамічної моделі 
перехідного процесу ІВС. У сучасних КІСКУ 
технологічними процесами, до складу котрих 
входять й ІВС, розрахунок перехідних процесів у 
більшості випадків виконується за методом 
зворотного перетворення Лапласа [6, 7]. Оскільки 
цей метод вимагає знання коренів 
характеристичного рівняння ІВС, то з метою 
оптимізації часу обробки вимірювальної інформації 
їх кількість зменшують до трьох або чотирьох, 
причому, як правило, обмежуються тільки дійсними 
коренями. За рахунок цього точність розрахунку 
перехідного процесу може зменшуватися до 40%. 
При цьому час чистого запізнення, як правило, не 
враховується. За рахунок цього цей метод у багатьох 
сучасних КІСКУ не використовується для 
розрахунку оптимальних налаштувань регуляторів 
систем автоматичного регулювання (САР) чи 
зменшення похибки вимірювального контролю.  

Виконаємо дослідження перехідних процесів 
ІВС третього порядку методом квадратур [8-9] і 
покажемо можливість його використання для 
збільшення їх точності. Згідно з методом квадратур 
лінійне диференціальне рівняння високого порядку 
приводиться до системи диференціальних рівнянь 
другого порядку. Нехай ІВС описується 
диференціальним рівнянням четвертого порядку 
типу: 
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Згідно з методом квадратур незалежно від 
характеру коренів (дійсних чи комплексних) 
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наступних незалежних лінійних диференціальних 
рівнянь другого порядку:  
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де 
22211211 ,,,   - нові сталі часу; 

21 , yy  - змінна 

першої та другої квадратури відповідно.  

Характерним для методу квадратур є те, що 
амплітуда кожної наступної квадратури 
зменшується у квадратичній залежності. Таким 
чином, як показують результати досліджень, у 
багатьох випадках з достатньою точністю можна 
обмежуватися тільки першою квадратурою, тобто 
рівнянням (2). Нехай ІВС описується наступним 
диференціальним рівнянням третього порядку без 
запізнення:  
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де 
321 ,,   - сталі часу; xy,  - вихідна та вхідна 

координати відповідно; k  - коефіцієнт передачі;  t  - 
час перехідного процесу. 

Передавальна функція такої системи має 
вигляд:  
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де s  - оператор Лапласа.   
У частотній області передавальна функція 

приймає таку форму: 
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- дійсна частотна характеристика (ДЧХ);  
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- уявна частотна характеристика (УЧХ); 
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31  D  - поліноми. 

Рівняння (3) запишемо таким чином: 
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З рівняння (7) виділимо ДЧХ і запишемо її в 
такій формі: 
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- визначальна функція для ДЧХ.   
З [10, 11] відомо, що для об’єктів другого та 

вищого порядку ДЧХ перетинає частотну вісь у 

деякій точці  , коли   0Re   . Тоді 

з (10) маємо:   01 2
2    N . Звідки 
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З аналізу рівняння (12) випливає, що при 

частоті переходу   функція  2N  описує сталу 

часу, яка є множником біля другої похідної 
ідентифікованого диференціального рівняння або 
першої квадратури, яка описується рівнянням (2). 
Таким чином, приймаючи, що   2

22 MN  
, 

рівняння першої квадратури має наступну форму: 
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де ММ 21 ,  - сталі часу першої квадратури.   

Як показали дослідження, стала часу М1  

повністю визначається УЧХ системи:  
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З рівняння (15) видно, що функція  1N  має 

розмірність часу та пов’язана з функцією  Re  
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При 1k , а 31    приходимо до такого 

співвідношення:      Re111 N . Або 

відношення частотних характеристик 
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З (17) видно, що умова 
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 тільки тоді, коли для 

рівняння (4) виконується така умова: 
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Так як відношення (18) є нічим іншим як 
відношенням сталих часу ідентифікованої системи 
другого порядку, то при   для сталої часу 

М1  

маємо 

 
 22

2

23
312

2
2

1
1 


 








k

ММ
. (19) 

Оскільки у точці переходу ДЧХ частотної вісі 
11

2
2  М , то рівняння (19) має наступний вигляд: 

 
  
















22

2

2
1

3
3

11
1

/1





k

М
. (20) 

Якщо прийняти, що функція  1N  є деяким 

часом, залежним від кутової частоти  , то при 

   вона являтиме деякий час, за яким можна 

визначити сталу часу М1  при першій похідній 

ідентифікованого диференціального рівняння 
першої квадратури. У цьому випадку сталу часу 
можна визначити за наступною формулою:  

   
  .

1
23

31
2

223
31

2222
2

1












 M

  (21) 

Приймаючи, що М2/1   ,  рівняння (21) 

набуває такої форми: 

    
  .

/

//1/1
2
2

3
31

22
2

3
31

2
2

22
2

2
22

21

М

МММ
МM 







  (22) 

Рівняння (22) можна дещо спростити, якщо 

прийняти, що М22   . У результаті маємо: 

 2
21

3
311 /1 МM   .  (23) 

З рівняння (23) видно, що ідентифікована стала 

часу М1  визначається сталими часу 1  і 3  

реальної ІВС та сталою часу М2 . Окрім  того, стала 
часу М1  дорівнює або є меншою від 1 .  

 
Висновки. Показано, що складну систему 

вимірювального контролю чи автоматичного 
регулювання, яка складається з лінійних динамічних 
елементів та описується диференціальним 
рівнянням високого порядку, можна привести до 
систем другого порядку (квадратур). Причому 
перша квадратура є основною і може бути 
використана для розрахунку перехідного процесу. 
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Доказано, що сталі часу ідентифікованого 
диференціального рівняння першої квадратури 
визначаються за дійсною та уявною частотними 
характеристиками реальної складної системи 
вимірювального контролю чи регулювання. За ДЧХ 
реальної системи визначається стала часу, яка є 
множником другої похідної цього рівняння, а за 
УЧХ – стала часу, яка є множником першої 
похідної. Окрім того показано, що ступінь загасання 
коливальної системи визначається поліномом УЧХ. 
Так як криві перехідних процесів, які розраховані за 
методом квадратур, завжди мають точку 
максимального руху технологічного параметра, то 
за її положенням можна визначати точність 
вимірювального контролю чи регулювання, що є 
важливим при розробці прикладного програмного 
забезпечення процесів обробки вимірювальної 
інформації в комп’ютерно-інтегрованих системах 
контролю та управління технологічними процесами. 
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Проказа Е. И. Исследование точности систем 
контроля третьего порядка методом квадратур 

Современные методы расчета переходных 
процессов сложных систем контроля и регулирования 
являются приближенными, что приводит к 
значительным погрешностям измерительного контроля и 
автоматического регулирования. Для расчета переходных 
процессов и их исследования предлагается использовать 
метод квадратур, с помощью которого сложные 
динамические системы идентифицируются до второго 
порядка с новыми постоянными времени. Описаны 
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методы определения постоянных времени 
идентифицированной системы. Показано, что 
постоянные времени такой системы полностью 
определяются действительной и мнимой частотными 
характеристиками.   

Ключевые слова: переходный процесс, система, 
контроль,  квадратура, уравнение, точность. 

 
Prokaza E. The research of accuracy of systems 

control the third order by the method of quadratures 
Modern methods of calculation of transients of complex 

systems control and regulation are approximate, which leads 
to significant errors of measuring control and automatic 
regulation. For the calculation of transients and their 
research are encouraged to use the method of quadratures by 
which complex dynamic systems are identified up to the 
second order with a new time constants. Describes methods 

for determining the time constant of the identified system. It is 
shown that the time constants of the system are completely 
determined by the real and imaginary frequency 
characteristics. 

Keywords: transient, system, control, quadrature, 
equation, accuracy. 
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