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Рассмотрены особенности качения по рельсу с проскаль-
зыванием колес традиционной и перспективной кон-
структивной схемы, позволяющей независимое относи-
тельное вращение опорной поверхности колеса и его 
направляющей поверхности (гребня) относительно их 
общей оси вращения. Исследовано влияние проскальзыва-
ния в основном контакте колеса с рельсом на величину 
скорости проскальзывания в его гребневом контакте. 
Показана возможность снижения проскальзываний в 
гребневом контакте колеса с рельсом, и, соответствен-
но, мощности сил трения в гребневом контакте колеса 
перспективной конструктивной схемы по сравнению с 
традиционным.  
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Постановка проблемы. Особенности про-

странственной геометрии контактирования колеса 
рельсового транспортного средства с рельсом, свя-
занные с традиционной конструкцией колеса, вызы-
вают принудительное кинематическое проскальзы-
вание в точке контакта гребня колеса с боковой гра-
нью головки рельса в случае их двухточечного кон-
тактирования. Скорость этого проскальзывания 
определяет соответствующий уровень мощности 
сил трения в гребневом контакте, которому пропор-
циональна величина дифференциальной составля-
ющей кинематического сопротивления движению, 
представляющего серьезную техническую и эконо-
мическую проблему для рельсового транспорта [1, 
2, 5, 6, 7]. 

Анализ последних исследований и публика-
ций. Улучшение динамических качеств рельсовых 
экипажей, лубрикация зоны контакта колеса с рель-
сом, оптимальный выбор соотношения твердости 
колеса и рельса, а также подбор конформных их 
профилей позволяют решить указанную проблему 
лишь частично [1-4, 9, 10]. 

Одним из путей решения указанной проблемы 
может быть совершенствование конструкции колес 

рельсовых экипажей  [1, 5, 6, 8]. Без изменения тра-
диционной конструкции колеса (с монолитным из-
готовлением поверхности катания и гребня – далее 
колесо ТКС) избежать отмеченного праразитного 
кинематического проскальзывания в гребневом кон-
такте не представляется возможным. Поэтому целе-
сообразно рассмотреть преимущества изменения 
конструктивной схемы колеса, допускающей неза-
висимое вращение его опорной поверхности и 
направляющей поверхности (гребня) относительно 
их общей оси вращения (далее - колесо перспектив-
ной конструктивной схемы, колесо ПКС). В работах 
[5, 6] была предпринята попытка оценить потенци-
альные возможности снижения дифференциальной 
составляющей кинематического сопротивления 
движению колеса ПКС при качении его по рельсу с 
двухточечным контактированием. При этом воз-
можным проскальзыванием в основном контакте 
колеса с рельсом пренебрегалось. Однако, при дви-
жении колеса по рельсу в составе экипажной части, 
на характер его качения оказывают существенное 
влияние усилия в связях, которые и приводят к про-
скальзываниям в основном контакте колеса с рель-
сом. Особенно активно эти процессы проявляются 
при движении рельсовых экипажей в кривых участ-
ках пути. 

Целью работы является уточнение потенци-
альных преимуществ  использования перспективной 
конструктивной схемы колеса для снижения сопро-
тивления движению при качении его по рельсу с 
двухточечным контактированием при наличии про-
скальзывания в основном контакте. 

Изложение основного материала (результа-
ты исследований). Величина дифференциальной 
составляющей кинематического  сопротивления 
движению рельсового экипажа во многом определя-
ется мощностью сил трения между контактирую-
щими поверхностями в точках контакта гребней его 
колес с рельсами [1, 4, 6]. Для определения возмож-
ного эффекта снижения кинематического сопротив-
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ления движению, сравним величины составляющих 
скорости проскальзывания в гребневом контакте  
при движении колеса по рельсу с двухточечным 
контактированием для традиционной и перспектив-
ной конструктивных схем колес при наличии про-
скальзывания в основном контакте.  

Определим направление и модуль вектора ско-
рости проскальзывания гребня колеса по головке 

рельса ВV1
  в центре гребневого контакта для обще-

го случая качения по рельсу колеса традиционной 
конструктивной схемы со скоростью 

КV   при двух-

точечном  контактировании с углом набегания на 
рельс    при наличии проскальзывания в основном 

контакте колеса с рельсом со скоростью АV1
 .  При-

нимаем, что проскальзывание в основном контакте 
колеса с рельсом не связяно с приложением к колесу 
тягового или тормозного момента (колесо нетягово-
го подвижного состава), а вызывается исключитель-
но реакциями связей колеса с экипажем. Расчетные  
схемы представлены на рис.1, 2.  

Традиционно принимаем, что гребень колеса 
контактирует с боковой гранью головки рельса в 
точке 

1В  , расположеной ниже уровня основного 

контакта (точка 
1А ) на величину  

Гh  ( 
Гh = 8…10 

мм) и впереди него по ходу движения (т.н. «забег») 
на расстоянии   [1, 3].  

Забег гребня может быть определен из выраже-
ния  

1( )A
Г Гx r h tg tg     ,                 (1) 

 
где    - угол наклона к горизонтали образующей 

конической части гребня колеса. 
 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
 
 

 
 

Рис. 2. Расчетная схема 
 

Угловая скорость k   вращения колеса относи-

тельно оси колесной пары о-у  (ось вращения о-у  
перпендикулярна в т. О к плоскости схемы на рис.1)  
составит 

1

1

А
К

k A

V V
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 .                          (2) 

Точка 1В  центра гребневого контакта скользя 

по боковой грани головки рельса совершает слож-
ное движение, стремясь повернуться вокруг мгно-
венного центра поворота колеса (т. 

1А
) со скоростью 

1
ОV  при качении без проскальзывания и одновре-

менно проскальзывая вместе с колесом вдоль про-
дольной оси рельса со скоростью 

1
АV . Результиру-

ющий мгновенный центр вращения колеса при этом 
будет находиться в точке С .    

Угол   между проекцией В
XZV1

 вектора скоро-

сти проскальзывания ВV1
 в центре гребневого кон-

такта 
1В  на плоскость  xoz  в  связанной с колесом 

системе координат и горизонталью может быть 
определен из соотношения (см. рис.1) 

)arcsin(
11BA

xГ .                     (3) 

Пусть относительное проскальзывание колеса 

по рельсу в центре основного контакта точке 1А  

будет равно 

1 /А
КV V  .                                       (4) 

Из геометрических соотношений на схеме 
рис.1 можем записать 

 

1 1/ /В
к К XZV ОС V СВ   ;   1 1

AОC r АC  ; 

2 2
1 ГСВ DС X  ;           1ГDC h АC  ;    

2 2
1 1 Г ГА В h X  . 

1 1 1 1 1
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/ /

/ /
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К

A A
К К Г Г
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V А В r V h X r

  

    
.       (5) 
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Используя теорему косинусов определим мо-
дуль проекции В

XZV1  вектора скорости проскальзы-

вания ВV1
 в центре гребневого контакта т. 1В  на 

плоскость xoz в связанной с колесом системе коор-
динат: 

2 2
1 1 1 1 1( ) ( ) 2 cosВ О А О А

XZV V V V V       .   (6) 

 
Из анализа выражений (3) и (6) видно, что ве-

личина угла   и модуля проекции В
XZV1  однозначно 

определяется геометрическими характеристиками 
контактирования колеса и рельса, параметрами их 
профилей, а также величиной проскальзывания в 
центре основного контакта. 

На рис.3 представлены проекции вектора ско-

рости проскальзывания ВV1
 в  гребневом контакте на 

оси связанной с колесом системы координат. 
Модули соответствующих проекций вектора 

скорости проскальзывания ВV1
 в гребневом контакте 

на оси координат определятся следующим образом 
 

1 1 cosВ В
X XZV V   , 

1 1
sinВ В

Y XZV V
tg




  , 

                    1 1 sinВ В
Z XZV V   . 

 

 

 
 
 

(7) 

 
Рис. 3. Проекции вектора скорости проскальзывания  

ВV1
  в  гребневом контакте на оси координат 
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Очевидно, что модуль вектора ВV1
 в данном слу-

чае также однозначно определяется геометрией кон-
тактирования колеса с рельсом, линейной скоростью 
движения колеса и  уровнем проскальзывания в ос-
новном контакте. 

Влияние уровня относительного проскальзыва-
ния  в основном контакте колеса ТКС на величину 
скорости проскальзывания в его гребневом контакте 
для различных условий движения демонстрируют 
графики на рис.4. 

 
Рис. 4. Графики зависимости 1 ( , )ВV f    

 
Анализ графиков показывает существенное 

влияние уровня относительного проскальзывания   
в основном контакте на величину скорости про-
скальзывания ВV1

 в гребневом контакте колеса ТКС. 

Особенно заметным это влияние оказывается при 
движении колеса с малыми углами набегания на 
рельс. На графиках рис.4  хорошо заметен минимум 
величины ВV1

, который достигается при значении 

02,0 . Этот эффект, очевидно, связан с особен-

ностями пространственного расположения точек 
контакта колеса с рельсом при заданных в расчете 
их геометрических характеристиках и условиях 
движения. При  =0,0 в этом случае центр гребне-

вого контакта совпадает с мгновенным центром по-
ворота колеса. 

Рассмотрим, как изменится характер проскаль-
зывания в гребневом контакте при осуществлении 
возможности независимого вращения опорной по-
верхности катания колеса и его направляющей по-
верхности (гребня) вокруг их общей оси о-у. Для 
этого подобным образом определим направление и 
модуль вектора скорости проскальзывания гребня 

колеса по рельсу ВАV1
 в центре гребневого контакта 

при тех же условиях движения, что и в предыдущем 
случае.  

Расчетная схема для этого случая представлена 
на рис.5. Расположение центра контакта гребня с 
боковой гранью головки рельса в точке 

1В  (величи-

ны 
Гh  и Гx ) находим так же, как и в первом случае. 

При определении направления вектора скоро-
сти ВАV1

 необходимо учесть, что направляющая по-

верхность колеса (гребень) участвует в сложном 
движении вместе с опорной поверхностью колеса.  
Переносная скорость в центре гребневого контакта 
точке 1В  будет А

К
ВП VVV 11  . 

В то же время точка 1В  центра гребневого 

контакта находится в относительном движении со 
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скоростью 1
ВОV  относительно общей оси вращения 

о-у опорной поверхности колеса и его направляю-
щей поверхности (гребня), проходящей через точку 
О  по нормали к плоскости схемы, показанной на 
рис.5.  

 
 

Рис. 5. Расчетная  схема  
 

Найдем направление и модуль вектора проек-
ции на оси связанной с колесом системы координат 

абсолютной скорости 1
ВА
XZV


 движения точки гребня 

1В :  

1 1 1
ВА ВП ВО
XZV V V 

  
 .                     (9) 

 
Из условия того, что условный центр гребня 

движется со скоростью  1
А

КV V  вместе с геометри-

ческим центром опорной поверхности колеса, 
найдем положение мгновенного центра поворота Е  
гребня на пересечении  нормалей к векторам скоро-

стей 
КV  и ВА

XZV1 ,  проведенных в точках их приложе-

ния. В этом случае угол /  между вектором проек-

ции абсолютной скорости проскальзывания в центре 

гребневого контакта ВА
XZV1  на плоскость качения ко-

леса и горизонталью может быть определен из вы-
ражения  

/

1

arcsin( )Гx

EB
  , где  

2 2
1 ГEB ED x  .  (10) 

Из анализа схемы на рис.5 следует, что   
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Г
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Модуль скорости  ВАV XZ1  определится при рас-

смотрении расчетной схемы на рис. 5  из следую-
щих соображений: 

- с одной стороны  1

1

BА
XZ

Г
V

ЕВ
  ,     

где 
2 2

1 ГEB ED x  , 

- с другой стороны  
ЕО

VК
Г  ,    

где 1
A

ГEО r h ED   .    

Тогда можно записать     1

1

BА
XZ КV V

ЕВ ЕО
 . 

После несложных преобразований получим   
 

EDhr

xED
VV

Г
A

Г
K

BА
XZ 




1

22

1
.                (13) 

 
С учетом (1) и (11)   

 

2 2
1

1

1

2 2
1 1

(( 1) )
(1 )

(1 )

(( 1) ) (( ) )
(1 )

Ak
Г Г

ГВА
XZ K

Ak

Г

A Ak
Г Г Г

Г

r h x

V V

r

r h r h tg tg


 


 


  

 

   
 

  


 

        
 














              (14) 
 

Используя выражения, аналогичные выражени-
ям (7), можно записать: 

 
2 2 2

1 1 1 1
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(15) 
Очевидно, что, в случае наличия конструктив-

ной возможности поворота гребня относительно 

опорной поверхности колеса, величина угла /  

наклона к горизонтали проекции BА
XZV1   вектора ско-

рости проскальзывания гребня по рельсу и модуль 
этого вектора будут зависить также еще и от соот-
ношения угловых скоростей вращения колеса и 
гребня.  

Задаваясь значениями Г  при фиксированном 

значении k  и   можно получить соответствую-
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щие значения величины угла /  (см.рис.6) и модуля 

вектора 1
ВАV  (см.  рис.7). 

  

 
Рис. 6. Пример зависимости )(/

Гf     

при КV = 20 м/с,   = 0,01   и  =0,015 

 

 
 

Рис. 7. Пример зависимости  )(1 Г
ВА fV    

при КV = 20 м/с,  = 0,01 и  = 0,015 

 
Из анализа графика на рис.6 видно, что практи-

чески во всем рассматриваемом диапазоне значений 

Г  величина /  сравнительно невелика, и только 

при значениях В

А

КГ
r

r

1

1  , при заданной линей-

ной скорости движения колеса, величина угла 
/ / 2  .  Проекция вектора скорости 1

ВА
XZV


 про-

скальзывания гребня по боковой грани головки 
рельса на плоскость качения колеса в этом случае 
направлена перпендикулярно горизонтали, а модуль 
этого вектора имеет минимальное значение.  
Например, для угла набегания  =0,015,  = 0,01  и 

4751 Аr мм, отношение ВА rr 11 / = 0,979.  При ука-

занном соотношении угловых скоростей подвижно-
го гребня и колеса можно считать примерно равны-
ми линейные продольные скорости перемещения 
центров основного  и  гребневого  контактов  при 
качении колеса с постоянной линейной скоростью  

КV = 20 м/с. 

Из графика на рис.7 видно, что при 2//    

для заданных условий движения значение скорости 
проскальзывания в гребневом контакте ВАV1  мало, 

но не равно нулю. 

Анализируя выражение (13) можно определить 
возможные режимы движения колеса, при которых 

1 0ВАV  . Очевидно, для этого должны одновре-

менно выполняться условия 0Гx   и  0ED  . 

Значение 0Гx   достигается при равенстве ну-

лю угла набегания   колеса на рельс. 

Так как 1( 1)
(1 )

Ak
Г

Г

ED r h


 
   

 




,  то усло-

вие 0ED   может быть выполнено (при фиксиро-

ванном значении К ) в случае 

*

1

( 1) (1 )

k k
Г

Г w
A

h K
r

 



 

  

 
  , 

(где *

1

( 1) (1 )Г
w A

h
K

r
    )              (16) 

При указанных выше значениях Гh ,   и Ar1 , 

величина 031,1* wK  и возможности ее изменения 

незначительны. То есть, в заданом режиме движе-
ния колеса ПКС возможность отсутствия кинемати-
ческого проскальзывания в гребневом контакте 

01 ВАV  может реализоваться  при 0   и  

.97,0 kГ     

График зависимости )(* fKw   приведен на 

рис.8. 
 

 
Рис. 8. График зависимости * ( )wK f   

 
Результаты расчетов показывают, что уровень 

проскальзывания в основном контакте колеса ПКС с 
рельсом влияет на величину оптимального соотно-
шения угловых скоростей опорной поверхности ко-
леса и его направляющей поверхности (гребня). Это 
влияние достаточно незначительное – в рассматри-
ваемом диапазоне относительных проскальзываний 
  изменение показателя *

wK  не превышает 5%.   

На рис.9 приведены графики зависимости 

1 ( , )BA
ГV f    , демонстрирующие характер влияния 

уровня относительного проскальзывания   в ос-

новном контакте колеса с рельсом на величину BAV1  

при движении колеса сос коростью  КV =20 м/с и с 

углами набегания  =0,0 и   =0,02.   
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Анализ графиков на рис. 9 также подтверждает 
незначительное влияние  уровня относительного 
проскальзывания в основном контакте   на величи-
ну  BAV1

 в гребневом контакте колеса ПКС.   

С учетом отсутствия жестких ограничений на 
величину угловой скорости подвижного гребня в 
колесе перспективной конструктивной схемы, для 
определения стационарного состояния рассматрива-
емой механической системы используем известный 
принцип минимума энтропии системы (минимума 
диссипации энергии). Этот принцип гласит, что если 
допустимо не единственное состояние системы, а 
некая совокупность состояний, согласующихся с за-
конами сохранения и связями, наложенными на си-
стему, то реализуется то ее состояние, которому со-
ответствует минимальный рост энтропии системы 
или, что то же самое, минимальное рассеивание 
энергии. 

 

 
 = 0,0                          =0,02 

Рис. 9. Графики зависимостей  1 ( , )BA
ГV f      

 
Поэтому, можем считать квазистационарным 

(стабильным) состоянием рассматриваемой системы 
(колесо с подвижным гребнем взаимодействующее с 
рельсом) то ее состояние, при котором рассеивание 
энергии в гребневом контакте является минималь-
ным [5].  

Для оценки эффективности перспективной 
конструктивной схемы колеса с точки зрения 
уменьшения кинематического сопротивления дви-
жению, определим, насколько может быть снижена 
мощность сил трения в гребневом контакте при ис-
пользовании этой конструктивной схемы.  

Величина мгновенной мощности сил трения 
обычно представляется как скалярное произведение 
вектора силы трения в гребневом контакте 

1В  и век-

тора соответствующей мгновенной скорости сколь-
жения точки 

1В  гребня по рельсу 

С учетом того, что вектор силы трения  направ-
лен противоположно вектору соответствующей 
мгновенной скорости, т.е.    а 1cos  , в 
нашем случае 

1 1 1
В В BN F V  ,                      (17) 

/ /
1 1 1
В В ВАN F V  .                     (18) 

Некоторые результаты расчетов приведены на 
рис.10, где представлены графики зависимостей 

1 ( )В
ГV f    и 1 ( )ВA

ГV f    при КV =20 м/с, 

1 12500ВF   Н,  =0,01 и  =0,015. Заметно сниже-

ние рассеиваемой в гребневом контакте колеса ПКС 
в сравнении с колесом ТКС мощности сил трения 
для заданных условий движения в диапазоне угло-
вых скоростей гребня 39,8  Г  42,5  1/с. 

 

 
Рис. 10. График зависимостей )(1 Г

В fN   и 

/
1 ( )В

ГN f    (при КV =20 м/с, 1 12500ВF  Н,  

 =0,01  и  =0,015) 

 
Анализ графиков этих зависимостей показыва-

ет, что при определенном соотношении угловых 
скоростей опорной поверхности колеса и его 
направляющей поверхности (гребня)  для заданных 
условий движения при использовании перспектив-
ной конструктивной схемы колеса возможно сниже-
ние рассеиваемой в гребневом контакте мощности 
сил трения  до 60%.   

Выводы. Исследование особенностей движе-
ния по рельсовому пути с двухточечным контакти-
рованием колес различных конструктивных схем с 
учетом проскальзывания в основном контакте пока-
зало, что уровень   проскальзывания  в основном 
контакте колеса ПКС незначительно влияет на ве-
личину скорости  проскальзывания в его гребневом 
контакте. Для колеса ТКС это влияние является бо-
лее существенным.  

Расчеты подтверждают возможность значи-
тельного снижения скорости проскальзывания в 
гребневом контакте, и, соответственно, мощности 
сил трения в этом контакте для колеса ПКС с рель-
сом по сравнению с колесом традиционной кон-
структивной схемы. Это дает основания ожидать 
соответствующего уменьшения сопротивления дви-
жению рельсового подвижного состава при исполь-
зовании колес перспективной конструктивной схе-
мы. 
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Михайлов Є.В., Семенов С.О. Уточнення моделі 

руху коліс по рейках із двоточковим контактуванням. 
Розглянуто особливості кочення по рейці з просли-

занням коліс традиційної та перспективної конструк-
тивної схеми, яка дозволяє незалежне відносне обертання 
опорної поверхні колеса і його направляючої поверхні (гре-
беня) щодо їх загальної осі обертання. Досліджено вплив 
прослизання в основному контакті колеса з рейкою на ве-
личину швидкості проковзування в його гребньовому кон-
такті. Показана можливість зниження прослизань в 
гребньовому контакті колеса з рейкою, і, відповідно, пот-
ужності сил тертя в гребньовому контакті колеса пер-
спективної конструктивної схеми в порівнянні з тра-
диційним. 

Ключові слова: колесо, гребінь, рейок, кочення, про-
слизання, знос, втрати енергії, потужність сил тертя, 
кінематичне опір руху.  

 
Mikhaylov E., Semenov S. Update of the wheel mo-

tion model with two-point contacts. 
The features of the spatial geometry of contacting the 

wheel with the rail, associated with the traditional wheel de-
sign, cause forced kinematic slippage at the contact point of 
the wheel flange with the side edge of the rail head in case of 
two-point contact. 

In the article features of rolling along the rail with slid-
ing wheels of traditional and perspective constructive scheme 
are considered, which allows independent relative rotation of 
the support surface of the wheel and its guiding surface 
(flange) relative to their common axis of rotation. 

The study showed that the level of slip in the main con-
tact of the wheel of the perspective design scheme slightly af-
fects the magnitude of the slip velocity in its flange contact. 
For a traditional wheel, this influence is more significant. 

The calculations confirm the possibility of a significant 
reduction in the slip velocity in the flange contact, and, ac-
cordingly, the friction force in this contact for the wheel of a 
promising structural scheme with a rail in comparison with 
the traditional wheel. This gives grounds for expecting a cor-
responding decrease in resistance to the movement. 

Keywords: wheel, flange, rail, rolling, slippage, wear, 
energy loss, frictional force, kinematic resistance to motion. 
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