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При неизвестном режиме на правой границе исследуемой 
области рассматривается обратная задача восстанов-
ления зависимости кинетического коэффициента реакции 
от времени   нестационарного одномерного уравнения 
диффузии–реакции. Вместе с этим задают-
ся дополнительное краевое условие на левой границе обла-
сти, а также нелокальное краевое условие, которое со-
держит интеграл от искомого решения. Определенная 
задача преобразуется с использованием нелокального кра-
евого условия путем интегрирования уравнения к коэф-
фициентной обратной задаче с локальными условиями. 
Построен дискретный аналог краевой задачи с использо-
ванием явно-неявных схем для аппроксимации    ее опера-
торов.  В качестве численного решения полученной раз-
ностной задачи предложен вычислительный алгоритм, 
основанный на сведении разностной задачи к двум линей-
ным разностным задачам первого порядка. В результате 
получена явная формула для определения приближенного 
значения искомого коэффициента при каждом дискрет-
ном значении временной переменной. Проведены числен-
ные эксперименты для модельных задач с использованием 
предложенного вычислительного алгоритма. 
Ключевые слова: уравнение диффузии–реакции, коэф-
фициентная обратная задача, нелокальное интегральное 
условие,  разностная задача, явно-неявные схемы. 

 
 
Введение. Для исследования многих нестацио-

нарных процессов в гидродинамике, химической 
промышленности, биологии, экологии, теплопере-
даче, акустике и т.д. применяется следующее одно-
мерное нестационарное  уравнение диффузии–
реакции [1–4 ]  
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                     Ttlx  0,0                             (1) 
           

гдеݑሺݔ, -ሻ– физическая величина (масса, концентраݐ
ция, импульс, энергия и т.д.),  ݎሺݔ,  ሻ– кинетическийݐ

коэффициент реакции, ݇ሺݔ, -ሻ– коэффициент дифݐ
фузии.   Слагаемое ݎሺݔ, ,ݔሺݑሻݐ  ሻ  характеризуетݐ
процесс поглощения или выделения  физической ве-
личины, а слагаемое  ݂ሺݔ,  ሻ характеризует действиеݐ
внешнего источника.   

Аналитические и численные исследования 
прямых начально-краевых задач для линейного ура-
внения диффузии–реакции рассмотрены в работах 
[1–4]. Необходимо отметить несомненный практи-
ческий интерес поставленной задачи, ввиду важной  
физической значимости уравнения диффузии–
реакции в различных областях при  решении задач 
идентификации,  связанных с восстановлением  ко-
эффициентов, внешнего источника, граничного ре-
жима и т.д.  

В данной работе исследована коэффициентная   
обратная задача  для уравнения (1), направленная на 
определение  кинетического коэффициента реакции, 
представляя его функцией лишь от временной пере-
менной,  при отсутствии краевого условия на одной 
из границ рассматриваемой области.  Общие методы 
решения обратных задач для уравнений математи-
ческой физики исследованы авторами [5–7]. В рабо-
тах [8, 9] исследованы некоторые коэффициентные 
обратные задачи для параболических уравнений в 
контексте их существования, единственности, раз-
решимости. Численные методы решения задач иде-
нтификации  коэффициентов, входящих в уравнение  
диффузии–конвекции–реакции рассмотрены авто-
рами [10–13]. 

Постановка задачи и метод решения. Рассмот-
рим одномерное нестационарное уравнение диффу-
зии–реакции 
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Для  уравнения (2)  известны   следующие  
начальное  и  граничное условия   
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Предположим, что граница  рассматриваемой 

области lx   не доступна для непосредственного 
измерения искомой физической величины и следо-
вательно, точное представление условия на  границе 

lx   не представляется возможным. Кроме того, 
также не известен  кинетический коэффициент реа-
кции  )(tr .  Очевидно, что, для корректной постано-

вки задачи, необходимо задавать дополнительные 
условия. Представим дополнительные условия в 
следующем виде 
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Предполагается, что при этом выполняются 

условия согласования  
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Таким образом, задача заключается в определе-

нии функций    ),( txu , )(tr ,  удовлетворяющих урав-

нению (2) и условиям  (3)– (6).  
Необходимо отметить, что в данной задаче до-

полнительное условие (6) не является локальным 
условием для уравнения (2).  

Сначала задачу (2)–(6) сведем к задаче с ло-
кальными условиями. Проведем дифференцирова-
ние соотношения  (6)  по переменной    t  
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Подставим в это соотношение выражения для  
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  из уравнения (2)  
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Выполнив интегрирования по частям и учиты-

вая условия (4), (6) получим 
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Разрешив последнее уравнение относительно  

lxx

txu
txk 
 ),(

),( ,  получим недостающее краевое 

условие для уравнения (2)    на границе lx     
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Теперь задача заключается в определении 

функций  ),( txu , )(tr ,  которые удовлетворяют  

уравнению  (2),  начальному условию (3)  и  локаль-
ным граничным условиям  (4), (5), (7). Данная задача 
относится к классу граничных обратных задач [5–7].    
Построим дискретный аналог дифференциальной 
задачи (2)–(5), (7). С этой целью  введем   равномер-
ную разностную сетку 
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в прямоугольной  области  Ttlx  0,0   с 

шагами  nlx /   по  переменной  x   и  

mTt /   по  времени  t.  Используя явную ап-
проксимацию по времени для  оператора реакции,  а 
неявную аппроксимацию для операторa диффузии,  

дискретный  аналог задачи  (2)–(5), (7) на сетке    
представим следующим образом  
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Преобразуем полученную систему разностных 

уравнений  к виду 
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где j
ii kta 2/1  ,ܾ௜ ൌ ௜ାଵ/ଶ݇ݐ߂

௝ , 2xbad iii  . 

Разностная задача (8)–(12)  представляет собой 
систему линейных алгебраических уравнений, в ко-
торой в качестве неизвестных выступают прибли-
женные значения искомых функций ),( txu   и  )(tr   

в узлах  разностной сетки   , т.е.  
jj

i ru , ,

ni .,..,2,1,0 ,   mj .,...,3,2,1 .  

Предположим, что решение  системы уравне-
ний    (8)–(12)  при каждом  фиксированном значе-
нии  j , mj ,...,2,1  можно представить  в виде  
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где  
ii  , – неизвестные пока коэффициенты. За-

пишем аналогичное выражение  для   
j

iu 1  
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Подставляя   выражение  для   
j

iu 1    в  уравне-

ние  (8),  получим следующие нелинейные уравне-
ния для определения коэффициентов  ii  ,     
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   (15) 
1,...,2,1  nni . 

 
Уравнения  (14),  (15)  представляют  собой не-

линейные разностные уравнения первого порядка. 
Необходимо задавать начальные значения коэффи-
циентов ii  ,  для решения этих уравнений. Эти 

значения   определим из требования  эквивалентно-
сти  представления (13)  при   ni  , т.е.   
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 (16) 
Таким образом,  определив   n ,  остальные  

значения коэффициентов i ,  1,...,2,1  nni  

последовательно  можно найти  по формуле  (14).   

С  целью разделения переменных в нелинейном 
уравнении   для  i ,  представим его в виде [14] 
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где  ii  , – неизвестные переменные.  

Подставив   соотношение  (17)  в  уравнение  
(15),  будем иметь 
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Соотношение  (17)  также подставим в  (16)  
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Из последних соотношений получим следую-

щие разностные задачи для определения вспомога-
тельных переменных   ii  ,    
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Разностные  задачи  (18),  (19)  и  (20), (21)  

представляют собой линейные разностные задачи 
первого порядка.  Решения этих задач можно запи-
сать в явном виде. С этой целью  уравнение  (18)  за-
пишем  в  виде 
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Подставив сюда выражение   для   1i   
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Далее, подставляя в последнее уравнение  вы-
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Аналогично определяется  решение разностной 

задачи   (20),  (21) 
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Учитывая представление (17)  для  коэффици-

ентов  i ,  решение  системы уравнений    (8)–(12)   

при каждом  фиксированном значении  j , 

mj ,...,2,1  можно представить  в виде рекур-

рентного  соотношения   
j

ii
j

ii
j

i ruu   1 ,       ni ,...,2,1 .   (22) 

В последнем  соотношении  принимая   
1i    

 
jjj ruu 11011    

 
и  учитывая  условия  (9), (10),  будем иметь 
 

jjjjj rckxqc 1110/   . 

 
Отсюда можно определить приближенное зна-

чение искомой  функции  )(tr  при  jtt  , т.е. 
jr    

 

1

101 /)1(


 


jjj

j kxqc
r .         (23) 

 
Таким образом,  вычислительный  алгоритм 

решения  разностной задачи    (8)–(12)  по определе-

нию  j
iu , ni ,1   и  

jr   при  каждом фиксированном 

значении  mj ,...,2,1 ,  основан  на решении  

двух линейных разностных  задач  первого порядка 
(18), (19)  и  (20), (21)  относительно  вспомогатель-

ных переменных  ii  , ,  ni ,1 ,    определения  
jr  

из  (23)  и  использовании представления  (22)  для  

вычисления  
j

iu ,  ni ,1 . 

Результаты численных расчетов. Проведены 
численные эксперименты для модельных задач на 
основе предложенных вычислительных алгоритмов. 
Далее приведены результаты численного экспери-
мента для  следующей  модельной  задачи.  

Задача. Необходимо найти функции  ݑሺݔ,     ሻ  иݐ
 ሻ,     которые удовлетворяют следующие условияݐሺݎ
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Точным решением данной задачи являются 
функции    

1)1(2),( 2  txtxu ,    1

5
)(




t

t
tr

. 
 

Численные расчеты проводились в двух вари-
антах. Первая серия расчетов выполнялась с исполь-
зованием невозмущенных входных данных. В таб-
лице 1 представлены результаты численного реше-
ния задачи  при использовании невозмущенных 

данных: в ней t – время, 
tr – точные значения 

функции  ݎሺݐሻ, ݎ– вычисленные значения  ݎሺݐሻ при 
невозмущенных данных. Результаты численного 
эксперимента показали, что искомая функция ݎሺݐሻ 
восстанавливается с достаточно высокой точностью 
при всех расчетных сетках по времени.  При этом 
максимальная относительная погрешность восста-
новления искомого коэффициента не превышает 0.2 
%.  

Вторая серия расчетов проводились при нало-
жении на ܿሺݐሻ ൌ ,ሺ0ݑ -ሻ некоторой функции, модеݐ
лирующей погрешность входных данных   

 
ܿ̃ሺݐሻ ൌ ܿሺݐሻ ൅  ,ሻݐሺߪሻݐሺܿߜ

 
где ߪሺݐሻ– случайный процесс, моделируемый с по-

мощью датчика случайных чисел,  – уровень по-

грешности.  Уровень погрешности определен как  

=0.01  и   =0.05.  Результаты численных расчетов 
при использовании возмущенных входных данных 

представлены  в  таблице 2: в ней  r~  вычисленные 
значения  ݎሺݐሻ при возмущенных данных.   
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            Таблица 1  
Численные результаты при невозмущенных  

входных данных 

t,сек. ݎ௧ 
 ݎ̄

 0.01= ݐ߂ 0.005= ݐ߂ 0.001= ݐ߂
0.5 2.041 2.042 2.045 2.048 
1.0 3.536 3.537 3.541 3.545 
1.5 4.743 4.744 4.749 4.754 
2.0 5.774 5.775 5.779 5.784 
2.5 6.682 6.683 6.687 6.692 
3.0 7.500 7.502 7.505 7.510 
3.5 8.250 8.251 8.255 8.259 
4.0 8.944 8.946 8.949 8.954 
4.5 9.594 9.595 9.599 9.603 
5.0 10.206 10.208 10.210 10.214 

 
Таблица 2 

Численные результаты при возмущенных  
входных даннях 

t ݎ௧ 
 0.05= ߜ        ,ݎ̃ 0.01= ߜ         ,ݎ̃

 0.05 = ݐ߂ 0.01 = ݐ߂ 0.05 = ݐ߂ 0.005 = ݐ߂
1 3.536 4.253 3.645 2.882 3.866 
2 5.774 6.007 5.934 7.333 6.337 
3 7.500 6.655 7.580 8.122 7.675 
4 8.944 8.372 8.899 9.262 8.516 
5 10.206 10.180 10.177 7.413 9.864 
6 11.339 11.846 11.357 9.137 11.233 
7 12.374 13.951 12.351 12.784 12.071 
8 13.333 13.475 13.287 11.672 12.926 
9 14.230 13.768 14.210 12.384 13.954 
10 15.076 15.831 15.062 14.780 14.840 

 
Результаты численных расчетов показали, что 

при использовании возмущенных входных данных, 
погрешность имеет флуктуационный характер и ис-
комая функция  ݎሺݐሻ  восстанавливается  с опреде-
ленной погрешностью. На уровне погрешности ߜ 
=0.01 при  0.005= ݐ߂ максимальная относительная 
погрешность восстановления искомого коэффици-
ента превышает  19%  , а  при   0.05=ݐ߂ максималь-
ная относительная погрешность не превышает 3%.  
А на уровне погрешности 0.05= ߜ  при   0.01= ݐ߂ 
максимальная относительная погрешность восста-
новления  искомого коэффициента превышает  37%  
, а при 0.05= ݐ߂ –не превышает 5%.   Анализ резуль-
татов численного экспериментирования свидетель-
ствует, что для случая возмущенных входных дан-
ных использование малых шагов по времени дает 
противоположный эффект по сравнению с числен-
ным решением прямых краевых задач.  Следова-
тельно, увеличивая величины шага разностной сетки 
по времени можно обеспечить устойчивость реше-
ния обратной задачи. 
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Гусейнзаде С.О. Задача ідентифікації кінетичного 

коефіцієнту в рівнянні дифузії-реакції при невідомому 
граничному режимі 

Розглядається зворотна задача по відновленню за-
лежності кінетичного коефіцієнту реакції від часу не-
стаціонарного одновимірного рівняння дифузії-реакції при 
невідомому режимі на правій межі даної області. При 
цьому задаються нелокальна крайова умова, що містить 
інтеграл від шуканого рішення, а також додаткова край-
ова умова на лівій межі області. Поставлена задача шля-
хом інтегрування рівняння з використанням нелокальної 
крайової умови перетворюється до коефіцієнтної зво-
ротньої задачі з локальними умовами. Використовуючи 
явно-неявні схеми для апроксимації операторів крайової 
задачі, побудований її дискретний аналог. Для чисельного 
рішення отриманої різнисної задачі пропонується об-

числювальний алгоритм, заснований на зведенні різнисної 
задачі до двох лінійним різницевим завданням першого по-
рядку. В результаті отримана явна формула для визна-
чення наближеного значення шуканого коефіцієнта при 
кожному дискретному значенні тимчасової змінної. На 
основі запропонованого обчислювального алгоритму були 
проведені чисельні експерименти для модельних задач. 

Ключові слова: рівняння дифузії-реакції, 
коефіцієнтна зворотна задача, нелокальна інтегральна 
умова, різницева задача, явно-неявні схеми. 

 
Huseynzade S.O. The problem of identification of 

kinetic coefficient in the diffusion-reaction equation at the 
unknown boundary mode 

We consider the inverse problem of restoring the de-
pendence of the kinetic response coefficient on the time of the 
nonstationary one-dimensional diffusion-reaction equation 
under the unknown regime on the right boundary of the region 
under consideration. In this case, a non-local boundary con-
dition is established that contains the integral of the desired 
solution, and also an additional boundary condition on the 
left boundary of the domain. The problem is solved by inte-
grating the equation with the use of a nonlocal boundary con-
dition, which is transformed to a coefficient inverse problem 
with local conditions. Using explicitly implicit schemes for 
approximating the operators of the boundary value problem, a 
discrete analogue is constructed. For numerical solution of 
the obtained difference problem, a computational algorithm 
based on reduction of the difference problem to two linear dif-
ference problems of the first order is proposed. As a result, an 
explicit formula is obtained to determine the approximate val-
ue of the sought-for coefficient for each discrete value of the 
time variable. Based on the proposed computational algo-
rithm, numerical experiments were performed for model prob-
lems. 

Keywords: diffusion reaction equation, coefficient in-
verse problem, nonlocal integral condition, difference prob-
lem,  explicit-implicit schemes. 
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