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Дана оцінка ефективності вібраційної оздоблювально-
зачивальної обробки і ступінь її залежності від впливу по-
верхонь резервуару на робоче середовище. Зазначено на-
прямок інтенсифікації процесу обробки абразивним сере-
довищем в резервуарі, робочі поверхні якого забезпечують 
отримання інтенсивності динамічного впливу. Розробле-
но математичну модель руху резервуару. Отримано тра-
єкторії руху центру мас і точок, розташованих на робо-
чих поверхнях резервуару. Встановлено адекватність ма-
тематичної моделі отриманим розрахунковим даними. 
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редовище, траєкторія центру мас, математична модель. 
 
 

Вступ. Одним із сучасних способів фінішної 
обробки, що використовуються в технології маши-
нобудування, є вібраційна оздоблювально-
зачищувальна обробка вільним абразивним середо-
вищем. Ефективність даного методу оцінюється ва-
говим зйомом металу з одиниці площі оброблюваної 
поверхні в одиницю часу і залежить від ступеня 
впливу робочих поверхонь (стінок і днища) резерву-
ара на завантажене в нього робоче середовище [1, 
2]. 

Отже, інтенсифікацію віброобробки доцільно 
здійснювати при виборі такої раціональної форми 
резервуару, яка для реальних траєкторій руху точок 
його робочих поверхонь забезпечує отримання інте-
нсивності динамічного впливу на робоче середови-
ще [3]. 

Мета роботи. Запропонувати математичну мо-
дель інтенсифікації процесу обробки вільним абра-
зивним середовищем в резервуарі виброверстату на 
основі аналізу траєкторії руху резервуару реального 
віброверстату в реальних умовах протікання проце-
су. 

Розробка математичної моделі. Для виконан-
ня поставленої мети була розроблена математична 
модель руху резервуару, що дає можливість оцінити 
траєкторії руху його центру мас і точок, розташова-
них на робочих поверхнях. В теорії віброобробки 
відомі математичні моделі, спрямовані на вивчення 
впливу траєкторії руху резервуару, а також форми 
його поперечного перерізу, на ефективність процесу 
мікрорізання та пружнопластичного деформування 
широкої номенклатури деталей машинобудівних 
виробництв [4 – 9]. 

При побудові дійсної математичної моделі 
приймалися наступні припущення: 

1. Резервуар і завантаження є єдиним абсолю-
тно твердим тілом, в центрі мас якого зосереджена 
вся маса системи. 

2. Положення центра мас системи не залежить 
від обертання дебалансів інерційного віброзбуджу-
вача. 

3. Маса пружних елементів значно менше ма-
си резервуару та його завантаження. 

4. Повна жорсткість системи зосереджена в 
пружній підвісці резервуару та підкорюється закону 
Гука (R. Hooke), тобто прямо пропорційна перемі-
щенню резервуару. 

5. Розсіювання енергії в системі відбувається 
тільки в пружній підвісці резервуару. При цьому ко-
ефіцієнт дисипації, враховує розсіювання енергії 
при терті середовища об стінки резервуару, а також 
внутрішнє тертя в середовищі, віброзбуджувачі і т.д. 

6. Збуджуюча сила, що діє на систему, є гар-
монійною з постійною частотою та прикладена в 
одній точці. 

7. Система має три ступені свободи. 
8. За узагальнені координатні осі системи 

прийняті: 
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X  – координата переміщення центру мас уз-
довж осі OX ; 

Y  – координата переміщення центру мас уз-
довж осі OY ; 

  – кут повороту резервуара, відлічуваний від 
осі OX , проти годинникової стрілки. 

Розрахункова схема (рис. 1) математичної мо-
делі руху резервуару виброверстата, де: 

xlС , ylС , xpС , ypС  – жорсткість, відповідно, 

лівої та правої підвіски системи щодо осей OX  та 
OY ; 

xlb , ylb , xpb , ypb  – коефіцієнт дисипації, 

щодо осей OX  та OY , відповідно, лівої і правої 
підвіски; 

lxL , pxL , lyL , pyL  – відстань по осі OX та 

OY  від центра мас системи до точок закріплення, 
відповідно, лівої та правої підвісок; 

kxL , kyL  – расстояние від вісі дебаланса до 

центра мас по осям OX  и OY ; 

0z  – відстань від центра мас системи до точки 
прикладання збуджуючої сили, що діє на систему 

0
py lx ly px

lx px

L L L L
z

L L





; 

M  – зведена коливальна маса системи: 

kM M m   , де M  – маса резервуару та заван-

таження; km  – маса дебалансів; 0I  – момент інер-

ції системи відносно центра мас; I  – момент інер-
ції системи, зведений до точки прикладання збу-
джуючого моменту 

 22 2
0 0 0k kykxI I Mz M L zL

       . 

Динамічна модель має три ступені свободи 
 , ,X Y  . Відомі геометричні параметри зв’язків: 
інерційні; жорсткісні; дисипативні характеристики 
системи та точка прикладання гармонійних збу-
джень з частотою  . Дана система описується рів-
нянням Лагранжа (J.L. Lagrange) другого роду: 
 

Td T П
Fq

qdt q q

          
,    (1) 

 
де q  – узагальнена координата, для нашого випадку 

 , ,q X Y  ; T  – кінетична енергія системи; П  –

 потенційна енергія системи 21
2

П C   ,   –

 деформація пружини жорсткості С ; qF  – зовнішня 

узагальнена сила q qF Q
q


 

 
, qQ  – збуджуюча 

сила,   – дисипативна функція Релея (Rayleigh), 

b    ,   – швидкість деформації пружини з 
коефіцієнтом розсіювання b . 
Для даної моделі: 
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Це прийнято вважаючи, що sin   , тобто 
при розгляді малих змін кута  . 

Підставляючи значення величин T , П ,   в 
рівняння (1) з урахуванням відповідних значень 

 , ,q X Y  , отримаємо систему з трьох звичай-
них лінійних диференціальних рівнянь, що опису-
ють рух центру мас даної системи: 
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 (2) 
 

З теорії коливань [10 – 15] відомо, що рішення 
системи лінійних диференціальних рівнянь буде га-
рмонійне, тобто визначені функції мають вигляд: 
 

 zi tz z e   ,   (3) 
 

де z  – амплітуда координати; z  – фазовий кут 

зсуву від дійсної осі eR , в момент часу 0t  . 

Зі сказаного випливає: zii tz z e e  ,  
zi i tz z e i e   , 

2z zi ii t i tz z e i i e z e e       ,  

де  , ,z X Y  . 
 



ВІСНИК СХІДНОУКРАЇНСЬКОГО НАЦІОНАЛЬНОГО УНІВЕРСИТЕТУ імені Володимира Даля № 1 (249) 2019 35 

 

 

Зробивши підстановки в рівняння (2), отримаємо: 
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Рис. 1. Розрахункова схема математичної моделі руху резервуару виброверстату

У розглянутій задачі узагальнена сила, обумов-
лена динамічним збуренням дебаланса визначається 
виразом z k zQ m  , де z  – узагальнена координа-

та; z  – проекція переміщення центру мас дебалан-

са на вісь  ,z X Y . 

Так як збурення гармонійне, то z  можна 

представити у вигляді:  zi t
z zE e    , де zE  –

 проекція амплітуди збурення на вісь; z  –
 початкове відхилення узагальненої координати. 

Вважаючи, що 0x  , маємо: i t
x xE e   . 

Так як збурення y  відстає від x  на кут 2 , то

2y   ,  2i t
yE e    . 

Виконавши підстановки, одержимо величину 
сили збурення: 
 

2 i t
x k x x kQ m E m e     ; 

2 2i i t
y k y y kQ m E m e e      ; 
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Рис. 2. Переміщення довільної точки « K  

 
Рівняння (4) приймуть вигляд: 
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Позначимо через 
X

z Y

 
   
  

 – вектор-стовпець 

узагальненої координати, тоді z i z  , 2z z  , 
через 1А , 2А , 3А  матриці 

*
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0 0
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M

A M

I

 ,                               (6) 
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та через BB  – вектор – рядок: 
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Тоді матричне рівняння запишеться: 

 

1 2 3А z A z A z BB    .  (10) 
 

Підставивши відповідні значення z  та z  в рів-
няння (10), отримаємо: 
 

2
1 2 3A z i A z A z BB        

 2
21 3 z BBi AA A      .  (11) 

 
Прийнявши комплексну матрицю АА  у вигля-

ді  2
1 3R eAA A A   , 2mI AA A , *z  та *BB  

у вигляді * i tz e z  ; * i tBB e BB  , після скоро-

чення на i te   отримаємо матричне рівняння, 
* *АА z BB  . 

Підставляючи відповідні значення 0t  в рівнян-
ня (3), отримаємо значення координати 

     0
0 0cos sinzti

z zt tz ze z i          . 

У момент часу 0 0t  , 

 
cos sinz zz z iz    .  (12) 

 
Для визначення переміщень  * *,X Y  довіль-

ної точки K  розглянемо систему координат 
(рис. 2). Нехай точка K  задана полярними коорди-
натами d , 0  і є початком координат системи 

* *X K Y , паралельній системі XOY . 

Збурення  ,X Y  в точці 0  таке ж, як в точці 
K , додатковим збуренням є зміна координати  . 

Амплітуда цього збурення – d , кут з віссю 
*K Y  дорівнює 0 . Тоді проекція d  на вісь *K Y  

буде 0cosd  , проекція d  на вісь *K X  буде 

0sind   . Отже, 
 

*
0sinX X d    , *

0cosY Y d    .     (13) 
 

Уявімо збурення z  у вигляді суми синусів і ко-
синусів з відповідними амплітудами. 

Для координати z , фізичний зміст має тільки 
Re z   cos zz z t   , звідки 

 cos cos sin sinz zz z t t      , тоді, 

cos cos sin sinz zz z t z t      . 
 
З рівняння (12) отримаємо: 

 

 0cos z ztz Re z A   ,   

  0sin z m ztz I z B     .   
 

Тоді cos sinz zz А t В t    , де 

 , ,z X Y  . 
Отже, з рівняння (13) отримаємо: 

* cos sinx xX А t В t    ;  
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* cos siny yY А t В t    ,   

де 0sinx xА A dA   , 0sinx xB B dB   , 

0cosy yА A dA   , 0cosy yB B dB   . 
З теорії розв’язання лінійних диференціальних 

рівнянь відомо, що траєкторією руху точки K  є 
форма еліпса. 

Знайдемо його параметри: довжину піввісей і 
кут нахилу більшої піввісі до осі *K X . 

Якщо позначити через l  – відстань від центру 
еліпса до кривої його траєкторії, то для головних пі-

ввісей виконується умова 0dl

dt
 , а, отже, 

2
0dl

dt
 . 

Знайдемо моменти часу, коли 
2

0dl

dt
 . У ці 

моменти одне значення l  буде дорівнювати довжині 
більшої піввісі, а друге – меншої: 
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Значення 1t   відповідає довжині однієї з 

піввісей, друга піввісь 2 1 2


    , так як осі взає-

мно перпендикулярні. 
Найбільшу з довжин вважатимемо довжиною 

більшої піввісі, а відповідний їй кут позначимо * . 
Тоді кут   між більшою піввіссю і віссю координат 

*K X  буде  *
St    , де  St  – кут відпо-

відний положенню точки S , лежить на вісі *K X . 
Знайдемо кут  St . Для точки S  

* *0 cos sin 0y yY Y A t B t        при 
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B tg t arctgt
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. 

Якщо 0yB  , то при  0,
2y SA t


   ; 

 0,
2y SA t


  . 

Таким чином, знайдені довжини піввісей і кут 
  між більшою піввіссю еліпса траєкторії і віссю 

*K X  для будь-якої точки робочої поверхні резер-
вуару. 

Перевірка адекватності моделі. З метою пе-
ревірки математичної моделі були проведені розра-
хунки траєкторій рухів точок резервуару реального 
лабораторного віброверстату. Для цього було при-
йнято 15 точок, розташованих на торцевій стінці ре-
зервуару, згідно зі схемою (рис. 3). 

Розташування точок вибиралося з умови охоп-
лення найбільш характерних зон поперечного пере-
різу резервуару. При цьому фізичні величини визна-
чалися безпосередньо для реального віброверстату 
(табл. 1). 

Далі на віброверстаті в прийнятих 15 точках, 
при незавантаженому резервуарі, були проведені 
вимірювання амплітуд, кутів нахилу більшої піввісі 
еліпса траєкторії і зафіксовані руху цих точок шля-
хом фотографування. 

Показані (рис. 4) фактичні траєкторії руху то-
чок резервуару для віброверстату з наведеними па-
раметрами (табл. 1). 

Також дані результати розрахункових парамет-
рів траєкторії ypA , xpA , p  та їх фактичні вимі-

ряні значення yфA , xфA , ф  (табл. 2), (рис. 5). 
Порівняльний аналіз показав, що відхилення 

розрахункових значень від фактичних знаходиться в 
межах 11 %. 
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Рис. 3. Схема розташування досліджуваних точок  

на торцевій стінці резервуару 
Рис. 4. Траєкторії руху точок резервуару реального  

незавантаженого виброверстату 
 
 

 
 

 
 

Рис. 5. Порівняння розрахункових і вимірюваних параметрів траєкторій руху точок робочих поверхонь  
реального виброверстату: (а) кут нахилу   ; (б) довжини піввісей ,y xA A  
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Висновки. Встановлено, що розроблена мате-

матична модель інтенсифікації процесу вібраційної 
оздоблювально-зачищувальної обробки, створена на 
основі аналізу траєкторії руху центру мас і точок на 
робочих поверхнях резервуара, адекватна реальним 
умовам протікання процесу та придатна для прове-
дення досліджень, так як отримані розбіжності між 
теоретичними і фактичними значеннями yA , xA , 
 , пояснюються похибкою фактичних вимірювань, 

yфA , xфA , ф , на працюючому віброверстаті, а 
також тим, що при теоретичних розрахунках коефі-
цієнт дисипації енергії в підшипниках, пружинах і 
гнучкій муфті, прирівнювався до нуля. 
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Мицык А.В. Повышение интенсивности воздей-
ствия колеблющегося резервуара на рабочую среду 
при достижении требуемого технологического резуль-
тата вибрационной отделочно-зачистной обработки 

Дана оценка эффективности вибрационной отде-
лочно-зачистной обработки и степень ее зависимости от 
воздействия поверхностей резервуара на рабочую среду. 
Указано направление интенсификации процесса обработ-
ки абразивной средой в резервуаре, рабочие поверхности 
которого обеспечивают получение интенсивности дина-
мического воздействия. Разработана математическая 
модель движения резервуара. Получены траектории 
движения центра масс и точек, расположенных на рабо-
чих поверхностях резервуара. Установлена адекватность 
математической модели полученным расчетным данным. 

Ключевые слова: виброобработка, движение резер-
вуара, рабочая среда, траектория центра масс, математи-
ческая модель. 

Mitsyk A. Increasing of impact intensity of oscillating 
reservoir on working medium when achieving required 
technological result of vibration finishing-grinding treat-
ment 

An assessment of effectiveness of vibration finishing-
grinding treatment and degree of its dependence from influ-
ence of effect of reservoir surfaces on working medium have 
been given. The direction of intensification of process of 
treatment by abrasive medium in reservoir, the working sur-
faces of which provide intensity of dynamic effect, has been 
indicated. A mathematical model of reservoir movement has 
been designed. The trajectories of center of mass and points 
located on working surfaces of reservoir have been obtained. 
The adequacy of mathematical model to calculated data has 
been established. 

Keywords: vibration treatment, reservoir movement, 
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