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Ó ñòàòò³ ïîäàíî ñïîñ³á ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ îñ³ áàëêè, 

íà áàç³ ÿêîãî îòðèìàí³ çàëåæíîñò³ äëÿ ðîçðàõóíêó áàëîê íà çãèíàëüíó 
æîðñòê³ñòü äëÿ çíà÷íèõ ïðîãèí³â. Çàïðîïîíîâàíèé àëüòåðíàòèâíèé ñïîñ³á 
ðîçðàõóíêó, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ ðÿäó Ìàêëîðåíà. Ââåäåí³ 
ê³ëüê³ñí³ ïîêàçíèêè, ùî ðîçìåæîâóþòü ñôåðó çàñòîñóâàííÿ íåë³í³éíîãî ³ 
ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿíü. 

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïðîãèí, äåâ³àö³ÿ, æîðñòê³ñòü, áàëêà, ð³âíÿííÿ. 
 
Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåí ñïîñîá ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ óïðóãîé îñè 

áàëêè, íà îñíîâå êîòîðîãî ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè äëÿ ðàñ÷¸òà áàëîê íà èçãèáíóþ 
æ¸ñòêîñòü äëÿ ñóùåñòâåííûõ ïðîãèáîâ. Ïðåäëîæåí àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá 
ðàñ÷¸òà, êîòîðûé îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðÿäà Ìàêëîðåíà. Ââåäåíû 
êîëè÷åñòâåííûå ïîêàçàòåëè, ðàçäåëÿþùèå ñôåðó ïðèìåíåíèÿ íåëèíåéíîãî è 
ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèé. 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîãèá, äåâèàöèÿ, æ¸ñòêîñòü, áàëêà, óðàâíåíèå. 
 

ÂÑÒÓÏ 
Ïðè ïðîåêòíèõ ðîçðàõóíêàõ ìàøèíîáóä³âåëüíèõ ñïîðóä ñóòòºâó ðîëü 

â³ä³ãðàº ðîçðàõóíîê íà æîðñòê³ñòü, çàâäàííÿì ÿêîãî º îáìåæåííÿ 
ïåðåì³ùåíü åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é çàëåæíî â³ä óìîâ ¿õ ðîáîòè  
[1, ñ. 475]. Îñê³ëüêè âåëèêó ê³ëüê³ñòü ñïîðóä, ÿê³ çàñòîñîâóþòüñÿ ó 
ìàøèíîáóä³âí³é ãàëóç³, çàéìàþòü ïðÿìîë³í³éí³ òà êðèâîë³í³éí³ ñòðèæí³, 
ùî ïðàöþþòü íà çãèí, òî ïðîáëåìà ¿õ òî÷íîãî ðîçðàõóíêó íà æîðñòê³ñòü º 
àêòóàëüíîþ. 

Ïðè ÷èñòîìó âèãèí³ ïðÿìîãî áðóñà â ïëîùèí³ ãîëîâíî¿ æîðñòêîñò³ 
êðèâèçíà 1/ ρ  ç³ãíóòî¿ îñ³ áàëêè – ïðóæíî¿ ë³í³¿ – ïîâ’ÿçàíà ç³ 

çãèíàëüíèì ìîìåíòîì òàêèì ñï³ââ³äíîøåííÿì [2, ñ. 216 – 217]  
(ðèñ. 1): 

 

( )
( )
( )

1
,

M x

x EI xρ
=     (1) 

 
äå ρ(õ) – ðàä³óñ êðèâèçíè îñ³ ó íîðìàëüíîìó ïåðåð³ç³ ç êîîðäèíàòîþ õ; 

Ì(õ) – çãèíàëüíèé ìîìåíò ÿê âíóòð³øí³é ³íòåãðàëüíèé ñèëîâèé 
ôàêòîð;  

Å²(õ) – æîðñòê³ñòü áàëêè íà çãèí ÿê äîáóòîê ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ 
ïåðøîãî ðîäó ìàòåð³àëó áàëêè Å ³ ìîìåíòó ³íåðö³¿ ² ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó 
ùîäî ãîëîâíî¿ öåíòðàëüíî¿ îñ³ z ïåðåð³çó, ïåðïåíäèêóëÿðíî¿ äî ïëîùèíè 
ä³¿ çãèíàëüíîãî ìîìåíòó [1, ñ. 476]. 

Ðàä³óñ êðèâèçíè ïëîñêî¿ êðèâî¿ – îñ³ áàëêè – âèçíà÷àºòüñÿ ÿê 
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   =     (2) 
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äå ó(õ) – ôóíêö³ÿ ïðîãèíó îñ³. Â³äïîâ³äíî äî çàëåæíîñòåé (1) ³ (2) çàäà÷à 
ïðî âèãèí çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ 
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M xd y dx
EI x

dy
dx

=
  +  
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    (3) 

 

 
 

Ðèñóíîê 1 – Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà çàäà÷³ ïðî âèãèí áàëêè 
 

Ó âèïàäêó ìàëèõ äåôîðìàö³é, êîëè ìàêñèìàëüíèé ïðîãèí ó 100-1000 
ðàç³â ìåíøèé çà äîâæèíó áàëêè, à ìàêñèìàëüíèé êóò îáåðòó íå 
ïåðåâèùóº 1°, îñòàííº ð³âíÿííÿ ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçóâàòè ó ë³íåàðèçîâàíîìó 
âèãëÿä³ [2, ñ. 230], òîáòî äëÿ íåçíà÷íèõ çíà÷åíü äåâ³àö³é / 1dy dx << : 
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2

2
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M xd y
EI xdx

=     (4) 

 
Â ³ñòîð³¿ ðîçâèòêó òåõí³÷íèõ ïðèéîì³â ðîçðàõóíêó ïåðåì³ùåíü øëÿõîì 

çàñòîñóâàííÿ ñïðîùåíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ë³í³¿ ã³äíå 
ì³ñöå çàéíÿëè ïðàö³ áàãàòüîõ â÷åíèõ. Òàê, Ãëóøêîâ Ã.Ñ. çàïðîïîíóâàâ 
òåîð³þ ìîìåíò³â âèñîêîãî ïîðÿäêó; Ïîäîëüñüêèé ².Ñ. äîêëàäíî âèêëàâ 
âëàñòèâîñò³ çàãàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ë³í³¿; Ñí³òêî Í.Ê. çàïðîïîíóâàâ 
çàñòîñîâóâàòè ðÿäè Òåéëîðà ³ Ìàêëîðåíà äî ðîçâ’ÿçàííÿ ë³íåàðèçîâàíîãî 
ð³âíÿííÿ (4) ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³; Ïîïîâ À.À. çàñòîñóâàâ ìåòîä òðüîõ 
ïåðåì³ùåíü; Óìàíñüêèé À.À. çàïðîïîíóâàâ çàñòîñîâóâàòè ìåòîä 
ïî÷àòêîâèõ ïàðàìåòð³â [1, ñ. 479]; ó ðîáîò³ [3] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä 
âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü ó áàëêàõ ïîñò³éíîãî ïåðåð³çó øëÿõîì 
áåçïîñåðåäíüîãî ³íòåãðóâàííÿ óòî÷íåíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
ïðóæíî¿ ë³í³¿. 

 
 

1. ÒÅÎÐÅÒÈ×Í² ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ 

1.1. Ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ ïðî âèãèí áàëêè 

Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíèé âèïàäîê íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ (3). Äëÿ éîãî 
ðîçâ’ÿçàííÿ ââåäåìî íîâó çì³ííó – äåâ³àö³þ и ÿê ïîõ³äíó â³ä ôóíêö³¿ 
ïðîãèíó çà êîîðäèíàòîþ õ: 

( ) .
dy

x
dx

θ =      (5) 
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Ð³âíÿííÿ (3), òàêèì ÷èíîì, çíèæóº ïîðÿäîê: 

( )
( )
( )3

2 2

.

1

M xd dx
EI x

θ

θ
=

+
    (6) 

 
Äëÿ éîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ââåäåìî íîâó ôóíêö³þ ( )xϕ , ïîâ’ÿçàíó ç äåâ³àö³ºþ: 

 

( ) ( ).x tg xθ ϕ=     (7) 

 
Êóò ϕ  â³äîáðàæàº ãåîìåòðè÷íèé çì³ñò ïîõ³äíî¿ dy dx , îñê³ëüêè º 

êóòîì ì³æ äîòè÷íîþ äî ç³ãíóòî¿ îñ³ áàëêè ³ äîäàòíèì íàïðÿìîì îñ³ õ. 
Òàê, ð³âíÿííÿ (6) ï³ñëÿ òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü íàáèðàº òàêîãî âèãëÿäó: 

 

( )
( )

cos .
M xd

dx EI x
ϕϕ =     (8) 

 
Ï³ñëÿ ðîçä³ëåííÿ çì³ííèõ ïðî³íòåãðóºìî îñòàííº ð³âíÿííÿ, 

âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó çàäà÷³ (ïðè õ = 0: φ = φ0 ³ θ = θ0): 
 

( ) ( )
( )0

0

sin sin .
x M x

x dx
EI x

ϕ ϕ− = ∫    (9) 

 
Ç óðàõóâàííÿì ð³âíîñò³ (7) îñòàííº ð³âíÿííÿ çàïèøåìî ó òàêîìó 

âèãëÿä³: 
 

( )
( )

( )
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00
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θ θ
− =

+ +
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Ââåäåìî íîâå ïîçíà÷åííÿ 
 

( ) ( )
( )

0

.
x M x

x dx
EI x

θ = ∫     (11) 

 
Ôóíêö³ÿ ( )xθ  º ôóíêö³ºþ äåâ³àö³¿ çàäà÷³ ïðî âèãèí êîíñîëüíî¿ áàëêè 

ó ë³í³éí³é ïîñòàíîâö³ (ðèñ. 3à). Âèðàçèìî ôóíêö³þ ( )xθ  ç ð³âíÿííÿ (10): 

 

( ) ( ) ( )

1/ 22

0 0

2 2
0 0

1 .
1 1

x x x
θ θ

θ θ θ
θ θ

−
        = + − +     + +    

 (12) 

 
Îñòàííº ð³âíÿííÿ äîçâîëÿº ó çàãàëüíîìó âèãëÿä³ âèçíà÷èòè äåâ³àö³þ 

îñ³ áàëêè çà çàäàíèìè íàâàíòàæåííÿì ³ ãåîìåòð³ºþ íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó. 
Ó âèïàäêó âèãèíó êîíñîëüíî¿ áàëêè (θ0 = 0) ç³ ñòàëîþ ïî äîâæèí³ 
æîðñòê³ñòþ íà çãèí (Å² = const), çíà÷åííÿ äåâ³àö³¿ ó ïåðåð³ç³ ç 
êîîðäèíàòîþ õ 
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( )2

.
1

x
x

x

θ
θ

θ
=

−
      (13) 

 
Àíàë³ç äâîõ îñòàíí³õ ôîðìóë äàº çìîãó ñòâåðäæóâàòè, ùî ðîçãëÿä 

ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (4) äàº çàíèæåí³ çíà÷åííÿ äåâ³àö³¿: / 1θ θ < . 

Ôóíêö³þ θ(õ) (12) ðîçêëàäåìî ó ðÿä Ìàêëîðåíà, óòðèìóþ÷è ÷ëåíè 
âèñîêîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³: 

 

( ) ( ) ( )31
,

2
x x xθ θ θ= +% %      (14) 

 

äå ( ) ( )0x xθ θ θ= +%  – äåâ³àö³ÿ, îòðèìàíà øëÿõîì ðîçâ’ÿçàííÿ ë³í³éíîãî 

ð³âíÿííÿ (4). 
Äëÿ çíàõîäæåííÿ ôóíêö³¿ ïðîãèíó ïðî³íòåãðóºìî îñòàííº ð³âíÿííÿ ç 

óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íî¿ óìîâè (ïðè õ = 0: ó = ó0): 
 

( ) ( )0

0

.
x

y x y x dxθ= + ∫      (15) 

 
Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, íå âäàþ÷èñü äî ðîçêëàäåííÿ â ðÿä Ìàêëîðåíà, 

ôóíêö³ÿ ïðîãèíó íàáèðàº òàêîãî âèãëÿäó: 
 

( ) ( ) ( )

1/22

0 0
0

2 2
0 0 0

1 .
1 1

x

y x y x x dx
θ θ

θ θ
θ θ

−
        = + + − +     + +    

∫  (16) 

 
Îñòàííÿ çàëåæí³ñòü º çàãàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì íåë³í³éíîãî 

äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ îñ³ é äîçâîëÿº âèçíà÷àòè ôóíêö³þ 
ïðîãèíó áàëêè ç äîâ³ëüíèì ñïîñîáîì çàêð³ïëåííÿ ³ ñèëîâîãî 
íàâàíòàæåííÿ. 

 
1.2. Ïðèêëàäè ðîçðàõóíê³â 

 

Äëÿ êîíñîë³ ñòàëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ïðè ä³¿ çîñåðåäæåíî¿ ñèëè Ð 
íà â³ëüíîìó ê³íö³ çãèíàëüíèé ìîìåíò Ì äîð³âíþº [2, ñ. 231 – 232] (ðèñ. 2 
à): 

 

( ) ( )∙ ,M x P l x= −     (17) 

 
äå l – äîâæèíà áàëêè. 

Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ äëÿ äàíîãî òèïó çàêð³ïëåííÿ ³ 
íàâàíòàæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (4) ìàþòü òàêèé 
âèãëÿä: 

 

( )
2

;
2 3

Px x
y x l

EI
 = − 
 

%        (18) 

 

( ) .
2

Px x
x l

EI
θ  = − 

 
%     (19) 

Ìàêñèìàëüí³ ïðîãèí ³ äåâ³àö³ÿ ó ïåðåð³ç³ õ = l ñòàíîâëÿòü: 
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3

max ;
3

Pl
y

EI
=%     (20) 

2

max .
2

Pl
EI

θ =%     (21) 

 
 
 
 
 
 

á) 

à) 

 
 
 
 
 

â) 

 
Ðèñóíîê 2 – Êîíñîëüíà áàëêà, íàâàíòàæåíà çîñåðåäæåíîþ ñèëîþ: 

à) ðîçðàõóíêîâà ñõåìà; á) ãðàô³êè ïåðåì³ùåíü; â) ãðàô³êè äåâ³àö³é: 
 íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê  òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 

 
Ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ë³í³¿ (3) ó ðåçóëüòàò³ 

ðîçêëàäàííÿ ó ðÿä Ìàêëîðåíà (14) – (15) ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ ç 
òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 

( )
32

0

1
;

2 3 2 2

x
Px x Px x

y x l l dx
EI EI

    = − + −    
    ∫        (22) 

 

( )
3

1
;

2 2 2

Px x Px x
x l l

EI EI
θ

    = − + −    
    

         (23) 

 
¿õ ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ ïðè öüîìó ñòàíîâëÿòü: 
 

( )

3 3 7

max 3
;

3 35

Pl P l
y

EI EI
= +     (24) 

 

( )

2 3 6

max 3
.

2 16

Pl P l
EI EI

θ = +     (25) 

 
Â³äíîñí³ â³äõèëåííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü óòàõ ³ θòàõ 
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max max

max

;y
y y

y
δ

−
=

%
%

    (26) 

 

max max

max
θ

θ θ
δ

θ
−

=
%

%     (27) 

 

çà ð³çíèìè ìåòîäèêàìè ñòàíîâëÿòü: 2
max0,34yδ θ= % ; 2

max0,5θδ θ= % . Ãðàô³êè 

ïåðåì³ùåíü ³ äåâ³àö³é çðó÷íî áóäóâàòè ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³, ââîäÿ÷è 
òàê³ ïàðàìåòðè: ξ  – áåçðîçì³ðíà îñüîâà êîîðäèíàòà, η , η%  – áåçðîçì³ðí³ 

ïðîãèíè äëÿ òî÷íîãî ³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçê³â, λ  – áåçðîçì³ðíà ñòð³ëà 
ïðîãèíó. Ôîðìóëè ïåðåõîäó äî ââåäåíèõ áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â òàê³: 

 
/ ;x lξ =       (28) 

 

max/ ;y yη = %       (29) 
 

max/ ;y yη =% % %       (30) 
 

max / .y lλ = %       (31) 
 

Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ ðîçðàõîâóþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (ðèñ. 2 á-â): 
 

( )
3

2 2 3

0

1 27
3 1 ;

2 2 2
d

ξ
ξ

η ξ ξ λ ξ ξ = − + − 
 ∫   (32) 

 

( )
3

3 33 27
2 1 ;

2 2 2

ξ
θ λξ ξ λ ξ  = − + − 

 
   (33) 

 

( )21
3 ;

2
η ξ ξ= −%     (34) 

 

( )3
2 .

2
θ λξ ξ= −%     (35) 

 
Äëÿ êîíñîë³ ñòàëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ïðè ä³¿ íà â³ëüíîìó ê³íö³ 

ïàðè ñèë ³ç ìîìåíòîì Ì0 çãèíàëüíèé ìîìåíò Ì äîð³âíþº (ðèñ. 3 à): 
 

( ) 0.M x M=     (36) 
 

Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ äëÿ äàíîãî íàâàíòàæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 
ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (4) ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 

( )
2

0 ;
2

M x
y x

EI
=%     (37) 

 

( ) 0 ;
M x

x
EI

θ =%     (38) 

 
¿õ ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ ó ïåðåð³ç³ õ = l 
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2
0

max ;
2

M l
y

EI
=%     (39) 

 

0
max .

M l

EI
θ =%     (40) 

 
Ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ë³í³¿ (3) ó ðåçóëüòàò³ 

ðîçêëàäàííÿ ó ðÿä Ìàêëîðåíà (14) – (15) ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ ç 
òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ 

 

( )
32

0 0 ;
2 8

M x M xx
y x

EI EI
 

= +  
 

         (41) 

 

( )
3

0 01
;

2

M x M x
x

EI EI
θ

 
= +  

 
         (42) 

 
¿õ ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ 
 

( )

2 3 4
0 0

max 3
;

2 8

M l M l
y

EI EI
= +        (43) 

 

( )

3 3
0 0

max 3
.

2

M l M l

EI EI
θ = +        (44) 

 

 
à) 

 
á) 

 
â) 

 
Ðèñóíîê 3 – Êîíñîëüíà áàëêà, íàâàíòàæåíà ïàðîþ ñèë: 

à) ðîçðàõóíêîâà ñõåìà; á) ãðàô³êè ïåðåì³ùåíü; â) ãðàô³êè äåâ³àö³é 

 íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê  òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 
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Â³äíîñí³ â³äõèëåííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü óòàõ ³ θòàõ çà ð³çíèìè 

ìåòîäèêàìè ñòàíîâëÿòü: 2
max0,25yδ θ= % ; 2

max0,5θδ θ= % . Â ðåçóëüòàò³ ïåðåõîäó 

äî áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â (28) – (31) îòðèìàºìî ôîðìóëè äëÿ ïðîãèíó ³ 
äåâ³àö³¿ (ðèñ. 3á-â): 

2 2 4;η ξ λ ξ= +      (45) 
3 32 4 ;θ λξ λ ξ= +     (46) 

2;η ξ=%       (47) 

2 .θ λξ=%      (48) 

 
Äëÿ óðàõóâàííÿ ä³¿ íà êîíñîëü ñòàëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó âëàñíî¿ 

âàãè çãèíàëüíèé ìîìåíò (ðèñ 4à) 

( ) ( )21
,

2
M x q l x= −     (49) 

äå q – ³íòåíñèâí³ñòü ðîçïîä³ëåíîãî íàâàíòàæåííÿ â³ä ä³¿ âëàñíî¿ âàãè áàëêè. 
Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ äëÿ äàíîãî íàâàíòàæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 

ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (4) ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

( ) ( )
2

2 24 6 ;
24

qx
y x x lx l

EI
= − +%    (50) 

( ) ( )2 23 3 .
6

qx
x x lx l

EI
θ = − +%    (51) 

Ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ ó ïåðåð³ç³ õ = l ñòàíîâëÿòü 
 

4

max ;
8

ql
y

EI
=%     (52) 

 
3

max .
6

ql
EI

θ =%     (53) 

 
Ó ðàç³ ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ ë³í³¿ (3) ó ðåçóëüòàò³ 

ðîçêëàäàííÿ ó ðÿä Ìàêëîðåíà (14) – (15) ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ ç 
òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ 

( ) ( ) ( )
32

2 2 2 2

0

1
4 6 3 3 ;

24 2 6

x
qx qx

y x x lx l x lx l dx
EI EI

 = − + + − +  ∫  (54) 

( ) ( ) ( )
3

2 2 2 21
3 3 3 3 ;

6 2 6

qx qx
x x lx l x lx l

EI EI
θ  = − + + − +  

 (55) 

¿õ ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ 

( )

4 3 10

max 3

3
;

8 2240

ql q l
y

EI EI
= +    (56) 

 

( )

3 3 9

max 3
.

6 432

ql q l
EI EI

θ = +     (57) 
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à) 

 
á) 

 
â) 

 
Ðèñóíîê 4 – Êîíñîëüíà áàëêà, íàâàíòàæåíà âëàñíîþ âàãîþ: 

à) ðîçðàõóíêîâà ñõåìà; á) ãðàô³êè ïåðåì³ùåíü; â) ãðàô³êè äåâ³àö³é 

 íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê  òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 
 

Â³äíîñí³ â³äõèëåííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü óòàõ ³ θòàõ çà ð³çíèìè 

ìåòîäèêàìè ñòàíîâëÿòü: 2
max0,39yδ θ= % ; 2

max0,5θδ θ= % . Â ðåçóëüòàò³ ïåðåõîäó 

äî áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â (28) – (31) îòðèìàºìî òàê³ ôîðìóëè äëÿ 
ôóíêö³¿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³¿ (ðèñ. 4 á-â): 
 

( ) ( )32 2 2 3 2

0

1 32
4 6 3 3 ;

3 27
d

ξ

η ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ ξ= − + + − +∫   (58) 

 

( ) ( )32 3 3 24 32
3 3 3 3 ;

3 27
θ λξ ξ ξ λ ξ ξ ξ= − + + − +   (59) 

 

( )2 21
4 6 ;

3
η ξ ξ ξ= − +%     (60) 

 

( )24
3 3 .

3
θ λξ ξ ξ= − +%     (61) 

 
 
1.3. Òî÷íå ³íòåãðóâàííÿ íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ  

ïðóæíî¿ îñ³ 

Äëÿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè, íàâåäåíî¿ íà ðèñ. 3 à, äåâ³àö³ÿ (12) ³ ïðîãèí 
(16) ìàþòü âèãëÿä 
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( )
2 2 2

20

;
x x

x
R xM

x
EI

θ = =
−  − 

 

   (62) 

( )
2 2

0

0

1 1 1 1 ,
M xEI x

y x R
M EI R

         = − − = − −           

 (63) 

äå R – ðàä³óñ êîëà ç öåíòðîì (0, R) ÿê òî÷íî¿ ôîðìè ïðîãèíó ïðóæíî¿ 
ë³í³¿ êîíñîëüíî¿ áàëêè. Ó áåçðîçì³ðíîìó âèãëÿä³ îñòàíí³ äâ³ ôîðìóëè 
íàáèðàþòü âèãëÿäó (ðèñ. 3 á-â): 

2 2

2
;

1 4

λξ
θ

λ ξ
=

−
    (64) 

2 2

2

1 1 4
.

2

λ ξ
η

λ

− −
=     (65) 

Íåîáõ³äíî çàóâàæèòè, ùî çíàéòè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ ïðîãèíó îñ³ 
áàëêè ó âèïàäêó ðîçðàõóíêîâèõ ñõåì, íàâåäåíèõ íà ðèñ. 2à ³ ðèñ. 4à, 
íåìîæëèâî, îñê³ëüêè ³íòåãðàë (16) ó öèõ âèïàäêàõ íå ³íòåãðóºòüñÿ ó 
êâàäðàòóðàõ. 

Ðîçãëÿíåìî îäíîïðîãîíîâó áàëêó ñòàëîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó  
(ðèñ. 5à). Ïðè ä³¿ íà â³ëüíîìó ê³íö³ ïàðè ñèë ³ç ìîìåíòîì Ì0 çãèíàëüíèé 
ìîìåíò 

( ) 0.M x M= −     (66) 

 

 
à) 

 
á) 

 
â) 

Ðèñóíîê 5 – Îäíîïðîãîíîâà áàëêà, íàâàíòàæåíà ïàðîþ ñèë: 

à) ðîçðàõóíêîâà ñõåìà; á) ãðàô³êè ïåðåì³ùåíü; â) ãðàô³êè äåâ³àö³é 
 íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê  òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 
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Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ äëÿ äàíîãî íàâàíòàæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 
íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (3) ó ðåçóëüòàò³ çàñòîñóâàííÿ 
ôîðìóë (12) ³ (16), à òàêîæ ³ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ çàäà÷³ é 
óìîâè ñèìåòð³¿ ( ( ) ( )0 lθ θ= − ; ( )/2 0lθ = ; ( ) ( )0 0y y l= = ) ìàþòü òàêèé 

âèãëÿä: 
 

( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1 2 2
2 ;

2

EI EI
y x l x l

M M

     = − − − −         

  (67) 

 

( )
( )

0

2
20

2
∙ .

2
1 2

2

M l x
x

EI M
l x

EI

θ
−

=
 − − 
 

   (68) 

 
Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (4) 
 

( ) ( )0 ;
2

M x l x
y x

EI

−
=%     (69) 

 

( ) ( )0 2
.

2

M l x
x

EI
θ

−
=%     (70) 

 
Ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ íàáëèæåíèõ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³¿ ó ïåðåð³çàõ 

/2x l=  ³ 0x =  â³äïîâ³äíî ñòàíîâëÿòü: 
 

2
0

max ;
8

M l
y

EI
=%     (71) 

 

0
max .

2

M l

EI
θ =%     (72) 

 
Ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â (28) – (31) îòðèìàºìî  

(ðèñ. 5 á-â): 
 

( )22 2

2

1 16 1 2 1 16
;

8

λ ξ λ
η

λ

− − − −
=    (73) 

 

( )
( )22

4 1 2
;

1 16 1 2

λ ξ
θ

λ ξ

−
=

− −
    (74) 

 

( )4 1 ;η ξ ξ= −%     (75) 

 

( )4 1 2 .θ λ ξ= −%     (76) 
 

Â³äíîñí³ â³äõèëåííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü óòàõ ³ θòàõ ³ç çàñòîñóâàííÿ 
àëüòåðíàòèâíî¿ äî (26) ôîðìóëè 

 

max 1yδ η= −     (77) 
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ñòàíîâëÿòü: 
 

2

2

1 1 16
1;

8
y

λ
δ

λ
− −

= −    (78) 

 

2

1
1.

1 16
θδ

λ
= −

−
    (79) 

 
Ï³ñëÿ ðîçêëàäàííÿ yδ  ³ θδ  ó ðÿä Ìàêëîðåííà ùîäî ïàðàìåòðà λ  ³ 

óòðèìàííÿ íåíóëüîâîãî ÷ëåíà äðóãîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ îòðèìàºìî: 
2 2

max4 0,25yδ λ θ= = % ; 2 2
max8 0,5θδ λ θ= = % . 

Â³ä ä³¿ âëàñíî¿ âàãè íà îäíîïðîãîíîâó áàëêó ñòàëîãî ïîïåðå÷íîãî 
ïåðåð³çó óòâîðþºòüñÿ âíóòð³øí³é çãèíàëüíèé ìîìåíò (ðèñ. 6 à) [2, c. 232-
233] 

 

( ) ( )1
.

2
M x q x l x= − −           (80) 

 
Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ äëÿ äàíîãî íàâàíòàæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 

ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿííÿ (4) ìàþòü òàêèé âèãëÿä (ðèñ. 6 á-â): 
 

( ) ( ) ( )3 2 ;
24

qx l x
y x l lx x

EI

−
= + −%    (81) 

 

( ) ( ) ( )2 22
2 2 .

24

q l x
x l lx x

EI
θ

−
= + −%    (82) 

 
Ìàêñèìàëüíèé ïðîãèí ó ïåðåð³ç³ õ = l/2 ³ äåâ³àö³ÿ ó ïåðåð³ç³ õ = 0 

ñòàíîâëÿòü: 
 

4

max
5

;
384

ql
y

EI
=%     (83) 

 
3

max .
24

ql
EI

θ =%     (84) 

 
Ó ðàç³ òî÷íîãî ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ îñ³ (3), ç 

óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ çàäà÷³ ( ( ) ( )0 lθ θ= − ; ( )/2 0lθ = ) äåâ³àö³ÿ 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1/222

22 2 2 22 2
2 2 1 2 2 .

24 576

q l x q l x
x l lx x l lx x

EI EI
θ

−
  − −
 = + − − + − 
     

  (85) 

 
Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ çðó÷íî çä³éñíþâàòè, ðîçêëàâøè ôóíêö³þ θ(õ) ó 

ðÿä Ìàêëîðåíà ç òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ (15): 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 2 22 21
2 2 2 2 .

24 2 24

q l x q l x
x l lx x l lx x

EI EI
θ

 − −
= + − + + − 

  
 (86) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

2 2 2 2

0

21
2 2 .

24 2 24

xqx l x q l x
y x l lx x l lx x dx

EI EI

 − −
= + − + + − 

  
∫  (87) 

Ìàêñèìàëüíèé ïðîãèí ³ äåâ³àö³ÿ ñòàíîâëÿòü: 
34 3

max
5

6,55 ;
384 96

ql ql
y l

EI EI

 
= +   

 
   (88) 

33 3

max
1

.
24 2 24

ql ql
EI EI

θ
 

= +   
 

    (89) 

 

 
à) 

 
á) 

 
â) 

 
Ðèñóíîê 6 – Îäíîïðîãîíîâà áàëêà, íàâàíòàæåíà âëàñíîþ âàãîþ: 

à) ðîçðàõóíêîâà ñõåìà; á) ãðàô³êè ïåðåì³ùåíü; â) ãðàô³êè äåâ³àö³é 
 íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê  òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 

 
 
Â³äíîñí³ â³äõèëåííÿ îòðèìàíèõ çíà÷åíü óòàõ ³ θòàõ çà ð³çíèìè 

ìåòîäèêàìè ñòàíîâëÿòü: 2
max0,33yδ θ= % ; 2

max0,5θδ θ= % . Â ðåçóëüòàò³ ïåðåõîäó 

äî áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â (28) – (31) îòðèìàºìî òàê³ ôîðìóëè äëÿ 
ôóíêö³¿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³¿ (ðèñ. 6 á – â): 

( ) ( ) ( ) ( )332 2 2

0

16 2048
1 1 1 2 1 2 2 ;

5 125
d

ξ

η ξ ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ ξ= − + − + − + −∫  (90) 

 

( ) ( ) ( ) ( )332 3 216 2048
1 2 1 2 2 1 2 1 2 2 ;

5 125
θ λ ξ ξ ξ λ ξ ξ ξ= − + − + − + −  (91) 
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( ) ( )216
1 1 ;

5
η ξ ξ ξ ξ= − + −%     (92) 

 

( ) ( )216
1 2 1 2 2 .

5
θ λ ξ ξ ξ= − + −%    (93) 

 
 

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ 

Ï³äñóìîâóþ÷è âèùåâèêëàäåíå, óòî÷íåííÿ ðîçðàõóíê³â íà æîðñòê³ñòü 
ìîæíà ïðîâîäèòè ³ç âèêîðèñòàííÿì êîåô³ö³ºíò³â óòî÷íåííÿ 

 
2
max/ ;y yk δ θ= %     (94) 

 
2
max/kθ θδ θ= %     (95) 

 
çà òàêèìè ôîðìóëàìè: 
 

( )2
max max max1 ∙ ;yy k yθ= + % %    (96) 

 

( )2
max max max1 ∙ .kθθ θ θ= + % %    (97) 

 
×èñëîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â óòî÷íåííÿ íàâåäåí³ â òàáëèö³ 1. 
Âèçíà÷èìî ãðàíèöþ, ï³ñëÿ ïåðåõîäó ÷åðåç ÿêó íåîáõ³äíî çàñòîñîâóâàòè 

ëèøå íåë³í³éíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (3) äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî 
âèãèí áàëêè. Áóäåìî âèìàãàòè, ùîá â³äíîñí³ ïîõèáêè âèçíà÷åííÿ 
ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü ïðîãèíó ³ äåâ³àö³¿ çà ë³íåàðèçîâàíîþ ôîðìóëîþ (4) 
íå ïåðåâèùóâàëè òðèâ³äñîòêîâîãî áàð’ºðà: 0,03yδ ≤ ; 0,03θδ ≤ , òîáòî 

êð
òàõ òàõθ θ≤% % , äå êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êóòà îáåðòó íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó 

 

{ }
0,03

.
min ;

êð
òàõ

yk kθ

θ =%     (98) 

 
Çà äîïîìîãîþ çíà÷åííÿ òàõ

êðθ%  ìîæíà îòðèìàòè êðèòè÷íå çíà÷åííÿ êðλ  

áåçðîçì³ðíîãî ïàðàìåòðà λ , ïðè ïåðåâèùåíí³ ÿêîãî íåîáõ³äíî 
çàñòîñîâóâàòè ð³âíÿííÿ (3) çàì³ñòü ñïðîùåíîãî ð³âíÿííÿ (4): 

 
max

max

.êð
êð òàõ

y

l
λ θ

θ
=

% %
%     (99) 

 
Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â äëÿ ð³çíèõ ñïîñîá³â çàêð³ïëåííÿ ³ 

íàâàíòàæåííÿ áàëêè çâåäåí³ äî òàáëèö³ 1. 
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Òàáëèöÿ 1 – Êîåô³ö³ºíòè óòî÷íåííÿ ³ ãðàíè÷í³ ïàðàìåòðè 

Ðîçðàõóíêîâà ñõåìà maxy%  
maxθ%  yk  kθ  

max
êðθ%  êðλ  

Ðèñ. 2à 
3

3

Pl
EI

 
2

2

Pl
EI

 0,34 17°1/ 0,198 

Ðèñ. 3à 
2

0

2

M l

EI
 

0M l

EI
 0,25 19°51/ 0,173 

Ðèñ. 4à 
4

8

ql
EI

 
3

6

ql
EI

 0,39 15°53/ 0,208 

Ðèñ. 5à 
2

0

8

M l

EI
 

0

2

M l

EI
 0,25 19°51/ 0,087 

Ðèñ. 6à 
45

384

ql
EI

 
3

24

ql
EI

 0,33 17°17/ 0,094 

Ðèñ. 7à 
2

0

27

M l

EI
 

0

12

M l

EI
 0,04 

0,5 

50°55/ 0,132 

 
ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÏÐÎÃÈÍÓ ÏÐÓÆÍÎ¯ Ë²Í²¯  
ÑÒÀÒÈ×ÍÎ ÍÅÂÈÇÍÀ×ÓÂÀÍÎ¯ ÑÈÑÒÅÌÈ 

Âèùåîïèñàíèé ñïîñ³á ³íòåãðóâàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ (3) 
ïîøèðþºòüñÿ ÿê íà ñòàòè÷íî âèçíà÷óâàí³, òàê ³ íà ñòàòè÷íî 
íåâèçíà÷óâàí³ ñèñòåìè. 

Ðîçãëÿíåìî îäíîïðîãîíîâó áàëêó ïîñò³éíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó  
(ðèñ. 7à), æîðñòêî çàùåìëåíó íà îäíîìó ê³íö³ òà øàðí³ðíî îïåðòó íà 
³íøîìó. Ïðè ä³¿ íà ïðàâîìó ê³íö³ ïàðè ñèë ³ç ìîìåíòîì Ì0 çãèíàëüíèé 
ìîìåíò 

 

( ) 0.M x M= −     (100) 

 
Ôóíêö³ÿ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³ÿ äëÿ äàíîãî íàâàíòàæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ 

ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (4) ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ 
çàäà÷³ ( ( )0 0θ = ; ( ) ( )0 0y y l= = ) ìàþòü òàêèé âèãëÿä [4]: 

 

( ) ( )2
0 ;
4

M x l x
y x

lEI

−
=%      (101) 

 

( ) ( )0 2 3
.

4

M x l x
x

lEI
θ

−
=%      (102) 

 
Ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ íàáëèæåíèõ ïðîãèíó ³ äåâ³àö³¿ ó ïåðåð³çàõ 
2 /3x l=  ³ x l=  â³äïîâ³äíî ñòàíîâëÿòü 

 
2

0
max ;

27

M l
y

EI
=%     (103) 

 

0
max .

4

M l

EI
θ =%     (104) 
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à) 

 
á) â) 

 
Ðèñóíîê 7 – Îäèí ðàç ñòàòè÷íî íåâèçíà÷óâàíà áàëêà, íàâàíòàæåíà ïàðîþ ñèë: 

à) ðîçðàõóíêîâà ñõåìà; á) ãðàô³êè ïåðåì³ùåíü; â) ãðàô³êè äåâ³àö³é 
 íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê  òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 

 
Â³äïîâ³äíî äî ôîðìóë (14) – (15) ðîçâ’ÿçîê íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ 

ïðóæíî¿ îñ³ (3) ç òî÷í³ñòþ äî ÷ëåí³â òðåòüîãî ïîðÿäêó ìàëîñò³ äàº 
 

( ) ( )
( )

( )
2 3

30 30
33

0

2 3 ;
4 128

xM x l x M
y x x l x dx

lEI l EI

−
= + −∫   (105) 

 

( ) ( ) ( )
( )

33 6
0 0

33

2 3
.

4 128

M x l x M x l x
x

lEI l EI
θ

− −
= +    (106) 

 
Ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â (28) – (31) îòðèìàºìî  

(ðèñ. 7á-â) 

( ) ( )
3

32 2 3

0

27 27
1 2 3 ;

4 128
d

ξ

η ξ ξ λ ξ ξ ξ= − + −∫   (107) 

 

( ) ( )
3

33 327 27
2 3 2 3 ;

4 128
θ λξ ξ λ ξ ξ= − + −   (108) 

 

( )227
1 ;

4
η ξ ξ= −%     (109) 

 

( )27
2 3 .

4
θ λξ ξ= −%     (110) 
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Â³äíîñí³ â³äõèëåííÿ çíà÷åíü óòàõ ³ θòàõ ñòàíîâëÿòü: 2
max0,04yδ θ= % ; 

2
max0,5θδ θ= % . 

 
4. ÀÍÀË²Ç ÊÎÅÔ²Ö²ªÍÒ²Â ÓÒÎ×ÍÅÍÍß 

Ïðîàíàë³çóºìî çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â óòî÷íåííÿ yk  ³ kθ  (95), (27) ³ 

(14): 
 

( )3
max max max

2
max max

0,5
0,5.

∙
kθ

θ θ θ

θ θ

+ −
= ≡

% % %

% %    (111) 

 
Òàêèì ÷èíîì, êîåô³ö³ºíò kθ  º ïðàêòè÷íî íåçì³ííèì íåçàëåæíî â³ä 

òèïó çàêð³ïëåííÿ ÷è íàâàíòàæåííÿ áàëêè: 0,5kθ = . Â³äïîâ³äíî äî 

ôîðìóë (94), (26), (14) ³ (15) êîåô³ö³ºíò yk  ìîæíå çàïèñàòè ó òàêîìó 

âèãëÿä³: 

( )
( )

3
1

0
02

max 0

,
2

m

m

x

x

y

x dx

k y x dx

θ

θ
θ

−
 
 = +
 
 

∫
∫

%

%
%   (112) 

 
äå mx  – çíà÷åííÿ îñüîâî¿ êîîðäèíàòè õ, ùî íàäàº ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ 

ïðîãèíó. Ïîäàìî ôóíêö³þ ( )xθ%  ó âèãëÿä³ ñòåïåíåâîãî ðÿäó: 
 

( )
0

,
n

i
i

i

x xθ α
=

= ∑%     (113) 

 

äå ï – íàéâèùà ñòåï³íü ïîë³íîìà; iα  – àëãåáðà¿÷í³ êîåô³ö³ºíòè ðÿäó 

( 1,i n= ).  

Îñòàííÿ ôîðìóëà äàº çìîãó ðîçðàõîâóâàòè ñêëàäîâ³ ÷àñòèíè ôîðìóëè 
(112) ó âèãëÿä³ îäèíàðíèõ, ïîäâ³éíèõ ³ ïîòð³éíèõ ðÿä³â [5]: 

 

( ) 1

00

;
1

mx n
ii

i

x dx x
i

α
θ +

=

=
+∑∫ %     (114) 

 

2
max

0 0

;
n n

i j
i j m

j i

xθ α α +

= =

= ∑∑%     (115) 

 

3
max

0 0 0

;
n n n

i j k
i j k m

k j i

a xθ α α + +

= = =

= ∑∑∑%    (116) 

 

3 1
max

0 0 00

;
1

mx n n n
i j k i j k

m
k j i

a
dx x

i j k

α α
θ + + +

= = =

=
+ + +∑∑∑∫ %   (117) 
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( )2 1
max

0 0 00

.
1

mx n n n
i j k i j k

m
k j i

a
x dx x

k

α α
θ θ + + +

= = =

=
+∑∑∑∫% %   (118) 

 
Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (114) – (118), êîåô³ö³ºíò 
 

1

0 0 0

1
0

0 0 0 0 0

1
0,5

2
1

n n n
i j k i j k

m
k j i

y n n n n n
i j ki j i j k

i j m m
j i k j i

a
x

i j k
k

a
y x x

k

α α

α α
α α

+ + +

= = =

+ + + +

= = = = =

+ + +
= ≤

 
 +
 + 

∑∑∑

∑∑ ∑∑∑
. (119) 

 
Âî÷åâèäü, êîåô³ö³ºíòè ïîòð³éíîãî ðÿäó â ÷èñåëüíèêó íå ïåðåâèùóþòü 

â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè äëÿ ïîòð³éíîãî ðÿäó â çíàìåííèêó. Êð³ì òîãî, 
ïîäâ³éíà ñóìà â îñòàíí³é ôîðìóë³ íå ìîæå áóòè â³ä’ºìíîþ. Òàêèì ÷èíîì, 
êîåô³ö³ºíò yk  íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè çíà÷åííÿ 0,5. Òàêîæ ìîæíà 

ñòâåðäæóâàòè, ùî yk kθ≤ . Â ðåçóëüòàò³ ïðîâåäåíîãî àíàë³çó äëÿ 

ðîçðàõóíêó ïàðàìåòð³â max
êðθ%  ³ êðλ  ìîæíà çàì³ñòü ôîðìóëè (98) 

çàñòîñîâóâàòè òàêó ôîðìóëó: 
 

max
0,03

.êð

yk
θ =%     (120) 

 
ÂÈÑÍÎÂÊÈ 

Íà ï³äñòàâ³ ðîçãëÿäó íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ïðóæíî¿ 
îñ³ áàëêè îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ ðîçðàõóíê³â íà æîðñòê³ñòü ñòðèæí³â, 
ÿê³ ïðàöþþòü íà çãèí. Çàïðîïîíîâàíî àëüòåðíàòèâíèé ñïîñ³á 
ðîçðàõóíê³â, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ ðÿäó Ìàêëîðåíà. 

Îòðèìàí³ çàëåæíîñò³ äîçâîëÿþòü ïðîâîäèòè ðîçðàõóíêè íà æîðñòê³ñòü 
êîíñòðóêö³é ç³ çíà÷íèìè ïðîãèíàìè, ùî íå ïåðåâèùóþòü 10-20 % â³ä 
äîâæèíè áàëêè. 

Ïîð³âíÿííÿ òî÷íèõ òà íàáëèæåíèõ (ÿê ë³íåàðèçîâàíèõ, òàê ³ 
ïîë³íîì³àëüíèõ) ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
ïðóæíî¿ îñ³ áàëêè âêàçóþòü íà òå, ùî íàéá³ëüøà â³äíîñíà ïîõèáêà 
ðîçðàõóíê³â ïðîïîðö³éíà êâàäðàòó ìàêñèìàëüíîãî êóòà îáåðòó 
íîðìàëüíîãî ïåðåð³çó áàëêè. Öåé ôàêò äàâ çìîãó ðîçìåæóâàòè ñôåðè 
çàñòîñóâàííÿ íåë³í³éíîãî ³ ë³íåàðèçîâàíîãî ð³âíÿíü ïðóæíî¿ îñ³ çà 
äîïîìîãîþ ââåäåííÿ ê³ëüê³ñíèõ ïîêàçíèê³â. 

 
SUMMARY 
 

SOLVING THE NONLINEAR BEAM’S FLEXIBILITY EQUATION 
 
I.V. Pavlenko,  
Sumy State University 

 
Based on the nonlinear differential equation of beam axis flexure, formulas for 

flexibility calculations are received. The alternative method, which is based on 
Macloren’s row application is offered. Mathematical dependences allow to make 
calculations of inflexibility of beam constructions with high flexures, which are less 
than 10 … 20 % of beam length. Comparison of the results shows, that the most 
relative error of calculation is proportional to the square of the maximal deviation. 
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This fact enabled to delimit the nonlinear and linearized equations applications in 
scores. 

Key words: flexure, deviation, flexibility, beam, equation. 
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