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Приводится методика расчета теплообмена в каналах и тепловом
генераторе при течении неньютоновских жидкостей. Составлены уравнения
теплообмена, приведены уравнения определения коэффициентов теплопередачи.

Ключевые слова: бингамовская жидкость, обобщенно-сдвиговая жидкость,
тепловой резервуар, продольно-поперечное течение.

ВВЕДЕНИЕ
Тепловые процессы являются наиболее распространенными в пищевых

технологиях. Теплообмену ньютоновских жидкостей посвящено много
научных работ. Теплообмен неньютоновских жидкостей изучен
значительно меньше. До настоящего времени опубликовано сравнительно
небольшое количество работ по теплообмену при течении неньютоновских
жидкостей [1]. Интенсивность теплообмена в большой степени зависит от
гидродинамических режимов движения жидкости. Как правило,
учитывая высокую вязкость неньютоновских жидкостей, течение
происходит в ламинарном режиме, реже - в переходном. Создание
турбулентного режима движения хотя и желательное, но трудно
организуемое в связи с большими затратами энергии. Неизотермические
условия протекания процессов встречаются гораздо чаще, чем
изотермические. Подвод и отвод тепловых потоков к теплопередающей
поверхности осуществляются различными способами. Процесс передачи
тепла при течении жидкости осуществляется за счет теплопроводности и
конвекции. Тепловые процессы, в которых обменивающими средами
являются ньютоновские материалы, достаточно хорошо изучены и
описываются известными формулами [2].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ
В настоящей статье предлагается методика составления уравнений

теплообмена и определения коэффициентов теплопередачи для
неньютоновских жидкостей.

РЕЗУЛЬТАТЫ
В предыдущих работах были решены некоторые задачи течения

неньютоновской жидкости в каналах [3]. Рассматривались жидкости двух
классов: бингамовские жидкости и обобщенно-сдвиговые. Частным
случаем последней является степенная жидкость [4]. Теплообмен в
каналах с окружающей средой рассматривается в двух случаях. В первом
случае внешняя среда считается бесконечным тепловым резервуаром с
заданной температурой. Во втором случае роль внешней среды выполняет
канал, в котором движется теплоноситель. Во втором случае температура
этого теплоносителя не может считаться заданной; она изменяется вдоль
длины канала. В уравнениях теплообмена имеются конвективные
слагаемые и слагаемые с теплопроводностью. Как показано в
предыдущих работах, теплообмен в канале с неньютоновской жидкостью
происходит при малых значениях числа Пекле, несмотря на то, что и
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бингамовская, и обобщенно-сдвиговая жидкости имеют большую
вязкость. Движение теплоносителя в канале считается инерционным и
тоже соответствует малым значениям числа Пекле. Таким образом, в
гидродинамическом аспекте неньютоновские жидкости и теплоноситель
движутся в разных режимах, а в тепловом аспекте – в одном. Схема
теплообмена для течения бингамовской жидкости в канале, погруженном
в тепловой резервуар, изображена на рис. 1 а и б. Схема теплообмена
обобщенно-сдвиговой жидкости в канале, погруженном в тепловой
резервуар, изображена на рис. 2 а, б.

а                                                       б

Рисунок 1 – Бингамовская жидкость: вид в объемном размере (а), схема течения
и характеристик теплообмена с тепловым резервуаром (б)

а                                                    б

Рисунок 2 – Обобщенно-сдвиговая жидкость: вид в объемном размере (а), схема
течения и характеристики теплообмена с тепловым резервуаром (б)

Для случая взаимодействия неньютоновской жидкости в канале с
теплоносителем в другом канале изображения представлены на рис. 3,
рис. 4 а и б, рис. 5 а и б.

Из рис. 3 следует, что рассматривается общий случай - такой, что
канал с теплоносителем навит под углом на канал с неньютоновской
жидкостью. В силу этого обстоятельства при описании следует вводить
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две различные продольные координаты z и z1 , которые взаимосвязаны.

Дальше в качестве продольной координаты z используется координата,
отсчитываемая вдоль оси канала с неньютоновской жидкостью, а
координата z1 будет отнесена к обвертывающему каналу с
теплоносителем.

Рисунок 3 – Схематическое изображение взаимного расположения прямого и
обвертывающего каналов

               а                                                               б

Рисунок 4 – Бингамовская жидкость: вид в объемном разрезе прямого и
обвертывающего каналов (а), схема течения и характеристики теплообмена с

обвертывающим каналом (б)

а                                             б
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Рисунок 5 – Обобщенно-сдвиговая жидкость: вид в объемном разрезе прямого и
обвертывающего каналов (а), схема течения и характеристики теплообмена с

обвертывающим каналом (б)
Если угол подъёма обвертывающего канала равен нулю, то это

означает, что оба канала взаимодействуют в теплообмене по способу
прямотока или противотока. Если же угол подъёма обвертывающего
канала равен π/2, то оба канала взаимодействуют по способу
перекрестного тока. При описании теплообмена с обобщенно-сдвиговой
жидкостью следует использовать четыре коэффициента теплоотдачи
(см. рис. 2б) для теплового резервуара и восемь коэффициентов
теплоотдачи для обвертывающего канала с теплоносителем (см. рис. 5б).
При описании теплообмена с бингамовской жидкостью следует
использовать шесть коэффициентов теплоотдачи для теплового резервуара
и десять коэффициентов теплоотдачи для обвертывающего канала с
теплоносителем (см. рис. 1 б и 4 б). При теплообмене в ядре
бингамовской жидкости тепло переносится по механизму
теплопроводности [5].

Для теплообмена бингамовской жидкости в канале со стенкой с
заданной температурой выполняются такие уравнения:

( ) ( )p i h k k k
dT

V c e s T T p T T p
dz
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где V  – расходы течения текучей части выше и ниже ядра течения,
м3/с; ρ – плотность бингамовской жидкости, кг/м3; cp – теплоемкость
бингамовской жидкости, Дж/кг·град; T± – температуры текущей части

выше и ниже ядра течения, град; e – удельные диссоциации энергии
текучей части выше и ниже ядра течения, Дж/м3; s± – площади
поперечных сечений текучей части выше и ниже ядра течения, м2;

hT – температуры стенок канала верхней и нижней, град; i
 –

коэффициенты теплоотдачи на стенках на линиях y = ± h, Дж/м2·с·град;

k
 – коэффициенты теплоотдачи на границах ядра течения на линиях

y = Г±, Дж/м2·с·град; p± – длины периметров стенок сечения канала, м;

kp
 – длины периметров границ сечения ядра течения, м; λ, λk –

коэффициенты теплопроводности текучей части и ядра бингамовской
жидкости соответственно, Дж/м·с·град.

Если температуры стенок канала известны (что бывает чаще всего), то
уравнения теплообмена принимают следующий вид:

( ) ( )p k k k
dT

V c e s K T T p K T T p
dz
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где T±∞ – температуры теплового резервуара выше и ниже канала, град;
K± – коэффициенты теплопередачи между частями теплового резервуара
и текучей частью бингамовской жидкости выше и ниже ядра течения,

Дж/м·с·град; 
kK – коэффициенты теплопередачи между текучей частью

и ядром бингамовской жидкости, Дж/м2·с·град. Коэффициенты
теплопередачи строятся из коэффициентов теплоотдачи по обычным
правилам.

Уравнение теплообмена в канале обобщенно-сдвиговой жидкости с
заданными температурами стенок имеет следующий вид:

( ) ( )p i h i h
dT

V c es T T p T T p
dz

             , (3)

где смысл всех обозначений тот же, что и в уравнениях (1) и (2), только
отсутствует различие между верхним и нижним течениями относительно
ядра течения.

Уравнение теплообмена в канале с тепловым резервуаром можно
представить следующим образом:

( ) ( )p
dT

V c es K T T p K T T p
dz

            . (4)

Запись уравнений теплообмена с заданными температурами стенок для
течения бингамовской жидкости в прямоугольном канале должна
учитывать разбиение поперечного сечения канала. При этом число
коэффициентов теплоотдачи увеличивается вдвое. Соответствующее
разбиение показано на рис. 6 а для чисто продольного течения и на
рисунке 6 б – для продольно-поперечного течения. В продольно-
поперечном течении разбиение для продольной части течения и разбиение
для поперечной части течения могут не совпадать.

а                                                 б

Рисунок 6 – Поперечное течение в плоском канале: для чисто продольного
течения (а); для продольно-поперечного течения (б)
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Уравнения теплообмена течения бингамовской жидкости в
прямоугольном канале с заданными температурами стенок имеют такой
вид:

( ) ( )y
y p y y iy hy y y ky y k ky
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dz
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Уравнения теплообмена течения бингамовской жидкости в тепловом
резервуаре с заданными температурами имеют такой вид:
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Теплообмен обобщенно-сдвиговой жидкости в прямоугольном канале с
заданными температурами стенок представляется следующими
уравнениями:
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( )x
x p x x ix a x x

dT
V c e s T T p

dz
 


          .

Уравнения (7) в варианте погружения в тепловой резервуар
принимают следующий вид:

( )y
y p y y y y y y

dT
V c e s K T T p

dz



          ,

( )y
y p y y y y y y

dT
V c e s K T T p

dz



          ,

( )x
x p x x x x x x

dT
V c e s K T T p

dz



          , (8)

( )x
x p x x x x x x

dT
V c e s K T T p

dz



          .

Уравнения (2), (4), (6), (8) в случае, когда плоский или прямоугольный
каналы покрыты обертывающим каналом, в котором протекает жидкость-
теплоноситель, следует дополнить уравнениями для изменения
температуры теплового резервуара. Чтобы не переписывать все уравнения
заново, можно рассмотреть только уравнения переноса тепла для
теплового резервуара. Эти уравнения имеют следующий вид:

( ) ( )e
e e pe e e e ee ee

e

dT
V c K T T p K T T p

dz



            ,

(9)

( ) ( )e
e e pe e e e ee ee

e

dT
V c K T T p K T T p

dz



            .

Для плоского канала с бингамовской жидкостью в этих уравнениях

eT  обозначена температура канала с теплоносителем, град; индекс «ee»
означает внешнюю среду по отношению к каналу с теплоносителем.

Температуры eT в случае теплового резервуара с фиксированными

температурами принимают значения T±∞. Для прямоугольного канала
число уравнений типа (9) увеличивается вдвое и всем входящим в них
величинам следует присвоить индексы x и y. Для обобщенно-сдвиговой
жидкости следует сделать то же самое. Переменные z и ze и связь между
ними будут обсуждаться ниже. Если канал с сильновязкой жидкостью
окружен обвертывающим каналом, то как для бингамовской, так и для

обобщенно-сдвиговой жидкости вместо отдельных температур eT  будет

одна - единственная температура Te(z1), но взятая в разных точках по
координате z1. Подробное построение будет выполнено ниже.

Перед их рассмотрением необходимо вывести уравнения теплообмена
для произвольно ориентированного относительно основного канала
направления теплообмена [6]. Такая ситуация реализуется при
теплообмене прямого канала и обертывающего его канала с
произвольным углом подъема винтовой линии его оси. У обвертывающего
и основного каналов не совпадают продольные координаты z и ze. Связь
между этими координатами устанавливается через угол подъема φ и
имеет такой вид:
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21ez z tg   . (10)

Если в прямом канале выбрать определенное сечение поперек канала,
то разным сторонам этого сечения будут соответствовать различные
поперечные сечения обвертывающего канала, которые располагаются
последовательно друг за другом и заполняют некоторый промежуток по
координате ze. Для каждой совокупности сечений обвертывающего
канала, приходящейся на одну сторону сечения прямого канала, можно
указать среднее в смысле его расположения сечение. Этому среднему
сечению отвечает некоторая определенная координата ze. Повторяя эту
процедуру для всех сторон поперечного сечения основного канала, можно
прийти к тому, что прямоугольное сечение прямого канала окружено
сечением канала с температурой Te, взятой в четырех различных точках
по координате ze Значения аргументов zei для температуры Te принимают
следующие значения [7]:

1ez z ; 2
2 1

2e
a h

z z       
 

;

2
3

2 2
2 1

2e
a h

z z       
 

;

2
4

3 3
3 1

2e
a h

z z       
 

; (11)

21 tg   ,

где a, h, δ – размеры прямоугольного сечения прямого канала и толщина
обвертывающего канала соответственно, м. В качестве примера записи
уравнений теплообмена можно взять теплообмен между обобщенно-
сдвиговой жидкостью и теплоносителем в плоском канале. Этот самый
простой для записи случай демонстрирует все основные особенности
перекрестно-точного теплообмена. В этом случае уравнения имеют
следующий вид:

1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( )p
dT

V c es K T T a K T T h K T T a K T T h
dz

              ,

1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( )y
e e pe

dT
V c K T T a K T T h K T T a K T T h

dz



            

1 1 1 2 2 2 3 3 3( )( 2 ) ( )( 2 ) ( )( 2 )e ee e ee e eeK T T a K T T h K T T a             

4 4 4( )( 2 )e eeK T T h    , (12)

( )i i eiK K z , ( )ie ie eiK K z ; ( )i i eiT T z  ,

где T1ee – значения температур среды, окружающей обвертывающий
канал, град. Второе уравнение в (12) сохраняет свой вид для течений как
обобщенно-сдвиговой, так и бингамовской жидкости в прямом канале.
Добавление к этому уравнению -уравнения (1) -(9). Из сказанного
следует, что уравнения теплообмена для системы прямой канал плюс
обвертывающий канал представляют собой системы дифференциальных
уравнений в конечных разностях. И в этом их главное отличие от
соответствующих уравнений для случаев фиксированных температур на
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стенках прямого канала и погружения прямого канала в тепловой
резервуар с фиксированной температурой [8].

Для определения коэффициентов теплопередачи предлагается
следующая методика. В уравнения теплообмена входят различные
коэффициенты теплопередачи. Их можно выразить через коэффициенты
теплоотдачи и теплопроводности следующим образом [9, 10].

Если жидкость бингамовская, то для плоского канала

1
1 1e

e i e

K

  



 


 

;
1

1
k

k k

K

 










;                  (13)

для прямого канала
1
1 1y

e

e iy ey

K

  



 


 

;
1
1 1x

e

e ix ex

K

  



 


 

;                (14)

для плоского канала в тепловом резервуаре

1

1
ky

y

k ky

K

 











;
1

1
kx

x

k kx

K

 











; (15)

1
1 1e

ee

ee e ee

K

  



 


 

;

для прямоугольного канала в тепловом резервуаре
1
1 1ey

ee

ee ey eey

K

  



 


 

;

1
1 1ex

ee

ee ex eex

K

  



 


 

. (16)

Коэффициенты теплопередачи течения обобщенно-сдвиговой жидкости
в прямом канале отличаются только тем, что в их списке отсутствуют
коэффициенты с индексом «k». Для теплообмена прямого канала с
обвертывающим каналом для всех перечисленных коэффициентов
теплопередачи каждый заменяется на четыре соответствующих
коэффициента в четырех точках zei. В формулах (13) – (16) величины δe и
δee – толщины стенок прямого канала и теплового резервуара или
обвертывающего канала соответственно, м; λe и λee – коэффициенты
теплопроводности вещества стенок прямого канала, теплового резервуара
или обвертывающего канала соответственно, Дж/м·с·град [11].

ВЫВОДЫ
Вид уравнений (1) -(9) показывает, что продольное поле температур

можно построить, если вычислить величины удельных диссипаций,
построить линии-границы разбиения прямоугольника в сечении канала
на подобласти, вычислить площади подобластей; вычислить интегралы от
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удельной диссипации по подобластям; вычислить коэффициенты
теплоотдачи на твердых стенках и границах (для бингамовской
жидкости), построить коэффициенты теплоотдачи; решить задачу
теплопроводности в ядре бингамовской жидкости. В последующих
работах эти вопросы будут рассмотрены.

SUMMARY

CALCULATION OF HEAT TRANSFER IN FLOW OF
NON-NEWTONIAN MATERIALS
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Kharkiv, Ukraine;
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The work deals with calculation methods for heat exchange in ducts and heat generators for
non-Newtonian fluid flows. It presents heat exchange equations and   equations for determining
heat exchange coefficients.
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