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Анотація. Продемонстровано застосування методів статистичної фізики для розв’язування оптимізаційних 
задач у деяких моделях еконофізики. Підхід ґрунтується на варіаційній нерівності для потенціалу великої 
статистичної суми. Відповідним вибором пробного гамільтоніану для моделі minore game (гра в меншість) 
отримано відомі результати в наближені симетричних реплік.
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Постановка проблеми. Останніми роками спо-
стерігається значний розвиток класичної економіки 
за рахунок використання концепцій і методів, що 
початково були розроблені у природничих науках. 
Так, застосування статистичної фізики дало мож-
ливість показати основні особливості економічних 
крахів, побудувати теорію фінансових ризиків, роз-
винути принцип формування оптимального порт-
феля, інтерпретувати процеси зміни економічних 
показників і обмінних курсів валют [1; 2]. Вiдомо, 
що в багатьох задачах є неможливим застосуван-
ня класичних методiв оптимізації функцiй непе-
рервного i дискретного аргументу, через велику 
кiлькiсть змiнних у просторi яких ведеться пошук 
оптимального розв’язку. Очевидно, у цьому разі 
можна дослiдити лише асимптотику оптимального 
розв’язку, спрямовуючи кiлькiсть змiнних задачi до 
безмежностi. У результатi ми приходимо до методiв 
статистичної фiзики, яка вивчає системи з великою 
(макроскопiчною) кiлькiстю частинок. 

Пошук оптимального значення можна звести  до 
роз рахунку статистичної суми, де дослiджувану 
функ цiю розглядаємо як гамiльтонiану системи. Тодi 
шуканий мiнiмум функцiї можна визначити як основ-
ний стан системи.

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Як пра-
вило, бiльшiсть змiстовних задач у такiй постановцi 
можна розв’язати лише наближено, використовуючи 
вiдповiднi методи. Зокрема, одним iз широкозастосо-
вуваних методiв статистичної фiзики є варiацiйний 
метод, в основi якого лежить нерiвнiсть для вiльної 
енергiї [3]. У рядi випадкiв варiацiйний метод бiльш 
зручно застосовувати для потенцiалу великої статис-
тичної суми [3; 4]. Зокрема, такий пiдхiд був викорис-

таний для аналiзу статистичних даних моделей ма-
шинного навчання [5], в оптимiзацiйнiй задачi моделi 
minority game [6]. 

Метою роботи є застосування варiацiйного мето-
ду в рамках потенцiалу великої статистичної суми до 
оптимiзацiйної задачі еконофiзики, яка дістала назву 
minore game (гра в меншість). 

Як вiдомо [3], варiацiйний метод володiє знач-
ною гнучкiстю пов’я заною iз вибором пробного га-
мiль тонiану. Спосiб вибору пробного гамiльтонiану, 
обраний у цiй роботi, дає змогу отримати розв’язки 
оптимiзацiйних задач в моделi minority game i моделi 
Хопфiлда.

Виклад основного матеріалу. 
Мiнiмiзацiя в методi великої статистичної суми. 

Тут ми подамо деякі основні положення і формули 
статистичної фізики, які використаємо в розв’язанні 
нашої задачі. Як було зазначено, у багатьох моделях 
оптимiзацiйну задачу можна сформулювати як визна-
чення мiнiмуму деякого гамiльтонiану H(π, α), задано-
го на множинi динамiчних змiнних π (α – сукупнiсть 
параметрiв, вiд яких залежить гамiльтонiан). Побуду-
ємо статистичну суму системи:

 ( ) ( )β π exp β π,αZ D H⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫ ,  (1)

де величина β має змiст оберненої «температури», 
iнтегрування в (1) здійснюється за всiєю множиною 
змiнних π (для визначеностi розглядаємо випадок непе-
рервних змiнних). Мiнiмум гамiльтонiану H(π, α) визна-
чаємо як вiльну енергiю [3] для нульової температури:

 ( ) ( ) ( ) ( )
π β

1min H π, α lim β , β ln β
β

F F Z
→∞

= = − . (2)
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Шуканий мiнiмум залежить вiд множини парамет-
рiв α, якi в багатьох задачах є випадковими величина -
ми. Тому величину (2) усереднюють за розподiлом змiн-

них α. З цiєю метою використаємо метод реплiк [1; 2], 
розвинутий у теорії невпорядкованих систем. 

Для усередненої вiльної енергiї F(β) отримаємо:

 
α α α

1 1 1(β) (β) ln (β) lim ln (β)
β β

n

n
F F Z Z

n→∞
=< > = − < > = − < > . (3)

Тут n позначає кiлькiсть реплiк, а дужки <…>α 
– вказане усереднення. Введемо також позначення 
статсуми n реплiк системи, усередненої за множиною 
змiнних α:

 α(β)n
NZ Z= < > . (4)

Iндекс N вказує, що статсума описує систему N час-
тинок. Вiдповiдно, для вiльної енергiї (3) отримаємо:

 1 1(β) lim ln
β Nn

F Z
n→∞

= − . (5)

Таким чином, розрахунок ZN дозволяє визначити 
(β)F  i для β → ∞ знайти шуканий мінімум

 = < > =F min ( απ β
π) lim (β)H F

→∞
. (6)

Подiбно як i в задачах статистичної фiзики [3; 4], у 
випадку оптимізаційних задач зручно перейти до вели-
кої статистичної суми. Це зумовлено тим, що для стат-
суми (4) можна побудувати iнтегральне представлення:

 γψ( )N
NZ d z= ∫ , (7)

де dγ позначає елемент гауссової мiри iнтегрування в 
деякому просторi; ψ(z) – функцiя, задана в цьому прос-
торi. Для великої статистичної суми [3; 4] отримаємо:

 
0

1Ξ(0) θ γ exp( )N
N

N
Z d H

N

∞

=

= = −∑ ∫  (8)

де введено позначення величини:

 H = −θ ψ(z), (9)

яку також називатимемо гамiльтонiаном. Статсуму NZ  
визначаємо на основi великої статсуми за формулою 
[4; 7]:

 1

! Ξ(θ) θ
2π θN N

NZ d
i += ∫° , (10)

де iнтегрування в (10) здiйснюється в комплекснiй 
площинi θ вздовж замкнутого контуру, що охоплює 
точку θ = 0.

Вибiр великої статсуми є бiльш зручним для засто-
сування варiацiйного методу завдяки експонентнiй 
формi запису (8) (див. також [6]). Варiацiйний ме-
тод для термодинамiчного потенцiалу Ω(θ) = –lnΞ(θ) 
ґрунтується на варiацiйнiй нерiвностi:

 Ω(θ) ≤ Ω0(θ) + <H – H0>0, (11)

де H0 – пробний гамiльтонiан системи, а величина 
Ω0(θ) = –lnΞ(θ) має змiст потенцiалу системи з проб-
ним гамiльтонiаном.

Усереднення в (11) визначаємо формулою

 d d∫ ∫< > = − = −0 0 0 0
0

1... γ(...)exp( H ), Ξ (θ) γ exp( H ).
Ξ (θ)

 

Вiдомо, що є два основні критерiї вибору пробно-
го гамiльтонiану – вiн повинен бути достатньо прос-
тим для аналiзу i володiти певними симетрійними 
властивостями точного гамiльтонiану (9). Пробний 
гамiльтонiан також містить сукупнiсть параметрiв, ва-
рiацiя за якими дозволяє поліпшити оцiнку за нерiв-
нiстю (11).

Модель minority game (гра в меншість). Модель 
minority game виникла в результатi застосування пiд-
ходiв i методiв статистичної фiзики до дослiдження 
фiнансових ринкiв [8–11]. Зокрема, за аналогiєю з 
«мiкроскопiчним» описом фiзичних систем, вважа-
ється, що глобальні явища на ринку формуються в 
результатi iгрової взаємодiї N агентiв (гравцiв) ринку. 
У моделi minority game задається, що кожен момент 
часу t i-й агент (i = 1, …, N) може виконувати одну з 
дiй: aі(t) = 1 (купiвля) або aі(t) = −1 (продаж). Виграш 
i-го агента uі(t), ураховуючи дiї всiх агентiв, визначає-
мо формулою

 
1

( ) ( ) ( ), ( ) ( ).  
N

і і i
i

u t a t A t A t a t
=

= − =∑  (12)

Очевидно, змiнна A(t) описує колективнi влас-
тивостi ринку. У кожен момент часу всiх агентiв рин-
ку за обраною дiєю можна роздiлити на двi групи: 
тi, що продають, i тi, що купують. Тип взаємодiї (12) 
визначає правило меншостi – виграє той, хто пере-
буває в меншостi (у менш чисельнiй групi). Виграш-
ну дiю i-го агента можна записати також у виглядi 
aі(t) = −sign[A(t)] i його виграш становитиме |A(t)|. 

Вiдповiдно дiю агента, що перебуває в бiльшостi, 
можна записати так: aі(t) = sign[A(t)], його програш 
становить −|A(t)|. Сумарний виграш усіх агентiв 
рiвний 2Σ ( ) ( )і iu t A t= −  i завжди вiд’ємний. Усi агенти 
ринку мають доступ до загальної iнформацiї, яку мо-
делюють цiлим числом μ = 1, …, P. У момент часу t ін-
формація набуває значення μ(t). Оскiльки агент ринку 
здiйснює свій вибір, зважаючи на наявну йому 
iнформацiю, будемо позначати його дії через:

 μ μ

1
( ) ( )

N

i
i

A t a t
=

=∑ .  (13)

Маючи певну інформацію, агенти ринку обира-
ють певну стратегію своїх дій. Легко бачити, що iснує 
2P стратегiй, проте для простоти вважається, що ко-
жен агент обирає їх лише з кiлькостi S. Дiю i-го аген-
та, якщо вiн дотримується стратегiї s i використовує 
iнформацiю μ(t), позначимо μ

,s ia . У рiвноважному ви-
падку часову змiнну t далi опускаємо. У моделi число 
P розглядається досить великим, так що величина 
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α = P / N є скiнченна для N >> 1, P >> 1. Змiнна μ роз-
глядається як випадкова iз розподiлом ρμ (далi вва-
жаємо ρμ = 1 / P). У моделi задається також, що аген-
ти обирають дiї μ

,s ia  випадковим чином з імовiр-
ностями:

 P( μ
,s ia  = +1) = P( μ

,s ia  = −1) = 1
2

, (14)

 i = 1, ..., N, s = 1, ..., S, μ = 1, ..., P. (15)

Згiдно з основною теоремою теорiї iгор [12], для 
аналiзу гри вводяться мiшанi стратегiї πs,i, що визна-
чають імовiрностi, з якими i-й агент застосовує дану 
стратегiю (очевидно, виконується умова Σsπs,i = 1). 
Mножина змiнних πs,i визначає фазовий простiр моделi 
[8; 9]. У фазовому просторi визначають середнi зна-
чення величин

 μ μ
, ,

1 1
π

N S

s i s i
i s

A a
= =

< > =∑∑ .  (16)

Як було зазначено, величина <  Aμ
  > визначає ви-

граш на ринку. 
Динамiка ринку [8–11] описується гамiльтонiа-

ном:

 
2

μ μ
, ,

μ 1 1 1
ρ π

P N S

s i s i
i s

H a
= = =

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∑ ,  (17)

що визначає також флуктуацiї (16). Для гамiльтонiану 
(17) можна визначити симетричний стан з H = 0 i аси-
метричний стан з H > 0. У симетричному станi < Aμ

 > = 0 
i середнiй виграш рiвний нулю. У випадку асиметрiї 
< Aμ

 > ≠ 0 i тим самим iснує виграшна стратегiя. Влас-
не дослiдження основного стану гамiльтонiану (17) у 
моделi minority game дає змогу визначити рiвновагу на 
ринку та умови її порушення.

Статсуму системи n реплiк [формула (4)] з га-
мiльтонiаном (17) пiсля усереднення за μ

,s ia  запишемо 
так [8; 9; 11]:

 γψNZ d= ∫ , (18)

де позначено:

 
i a i s

1
μ

, ,
, μ, ,0

2βψ π δ π 1 cos πa a
s i a s i

s a
D z

P
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∏ ∏∫ , 

 ( )
μ2μ

,
,μ ,μ , ,

1γ exp , π π .
2 2π

aa
a s i

a a a i s

dzd z D d
⎛ ⎞

= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∏ ∏  

Тут iндекс a = 1, ..., n нумерує реплiки, iнтегрування 
за змiнними μ

az  вiдбувається в межах ( )μ ,az ∈ −∞ ∞ , 
δ  –  функцiя Дiрака забезпечує умову повноти суми 
ймовiрностей. При отриманнi формули (18) для лi-
неаризацiї квадратичних доданкiв гамiльтонiану (17) 
було використано iнтегральне перетворення

 
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ( )

2 21exp exp exp
2 22π
x zdz ixz

+∞

−∞

− = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫ . 

Варiацiйна нерiвнiсть. Далi обмежимося лише 
двома станами S = 2 [8; 9; 11]. 

Присутнiсть у (18) функцiй Дiрака ( )1, 2,δ π π 1a a
i i+ −  

дозволяє простим чином виконати інтегрування за 
змiнними 2,πa

i; (i = 1, ..., N, a = 1, ..., n) i пiсля нескладних 
алгебраїчних перетворень отримати представлення 
для статсуми:

 γψ( ) ,N
NZ d z= ∫  (19)

де введено позначення:

 ( ) ( )
1

μ μ μ μ

μ1

2βπ 1 1ψ( ) cos ξ 1 π cos ξ 1 π , ξ .
2 2 2a a a a a a

a aa

dz z
P−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑∏ ∏∫  (20)

Формулу (19) можна трактувати як представлення 
статсуми у просторi польових змiнних μ

nz , якi є спря-
женими до частинкових змiнних. 

Для великої статсуми (8) у гамiльтонiан (9) слiд пiд -
ставити значення (20). 

Очевидно, що виконати точний розрахунок стат-
сум (8) i (19) неможливо.

Розглянемо структуру функцiї ψ(z) у степеневий ряд 
за змiнними μ

az . Виписуючи лише квадратичнi члени за 
степенями μ

az , отримаємо:

 ∑ ∑ ∑ ∑⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟( ) ( )
2

μ μ μ μβ1 1cos ξ 1 π cos ξ 1 π 1 π .
2 2 2a a a a a a a

a a a a
z z

P
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − ≈ − +⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Пiдставляючи у (20) i виконуючи iнтегрування за 
змiнними πa, отримаємо представлення ψ(z) i, вiдпо вiд-
но, гамiльтонiану H(θ) у виглядi степеневого ряду за змiн-
ними μ

az . Задача точно розв’язується, якщо обмежитися 
квадратичними членами ряду. Ефективно вищi степенi 
змiнних μ

az  можна врахувати, виконуючи перетворення:

 

2
μ μ μ μ μ

,
, ,

π π π .a a a b a b a b a b
a a b a b

z z z z z Q⎛ ⎞
= →⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 
Цi мiркування ми використаємо при виборi проб -

ного гамiльтонiану (див. також [6; 13]), отрима-
ємо:

 
2

μ μ μ
0 0 0 ,

μ ,

βθψ ( ), ψ (θ) 1 .
2 a a b a b

a b
H z z z z Q

P
⎡ ⎤⎛ ⎞= = − +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑  (21)

Введена матриця Q задана у просторi реплiчних 
змiнних, елементи якої є також варiацiйними пара-
метрами задачi. 

Зауважимо, що пробний гамiльтонiан (21) є простi-
ший, анiж заданий у роботi [6].

Для пробного гамiльтонiану (21) виконаємо роз-
рахунок величин у нерiвностi (11) (див. також [6]). У 
результатi отримаємо:

 ( )ˆθ
0Ξ (θ)

P
z M ze Dz e−< >

= ∫ , (22)
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де позначено:

 θβ θβ ˆˆ ˆ ˆM I E Q
P P

= + + , (23)

 ,
,

ˆ
a a b b

a b
z M z z M z< > = ∑ ,       

2π
a

a

dzDz =∏ . 

Виконуючи у (22) iнтегрування за змiнними za, 
одержимо:

 
( )

θ

0Ξ (θ)
ˆdet

P

e

M
= . (24)

Середнє вiд пробного гамiльтонiану визначимо за 
допомогою спiввiдношення:

 0
0 0

Ω (θ)
< > θ

θ
H

∂
=

∂
. (25)

Вiдповiдно для середнього <H>0, отримаємо:

 ( )
θ

ˆ

0 1
0

θ
π ψ ( )

Ξ (θ)

P
z M ze

H D Dz e z−< >
< > = − ∫ ∫ , (26)

де позначено

( )1
β βψ ( ) cos (1 π ) cos 1 π

2 2a a a a
a a

z z z
P P

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ . (27)

Iнтегрування за змiнними za у (26) виконується в 
замкнутому виглядi, у результатi отримаємо:

  
θ

1
0

0

θ ψπ
ˆΞ (θ) det

P

e
H D

M

⎛ ⎞
⎜ ⎟< > = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
%

, (28)

де

 
1 1β βˆ ˆ1 1π π

1
1ψ
2

M M
P Pe e

− −− < > − < >⎡ ⎤
= +⎢ ⎥

⎣ ⎦
% . (29)

Тут M̂ -1 позначає матрицю, обернену до M̂ , 
|1> – n-вимiрний вектор, усi координати якого рiвнi 1, 
|π> =|π1,π2,…,πn >. 

Пiдставляючи вираз для Ξ0(β) у (24), пiсля деяких 
спрощень отримаємо:

 0 1θ π ψ PH D< > = − ∫ % . (30)

Таким чином, формули (24), (25), (28) i нерiвнiсть 
(11) визначають оцiнку для Ω(θ). Очевидно, подальшi 
розрахунки можна виконати, задаючи конкретний ви-
гляд матрицi Q̂ .

Наближення симетричних реплiк. Варiацiйну мат-
рицю задамо Q̂  для наближення симетричних реплiк 
[1; 2; 6; 8; 9; 11] подамо так:
 Q̂  = (Q – q)Î + qÊ, (31)
де Î – одинична матриця n-го порядку; Ê – матриця 
n-го порядку, всi елементи якої рiвнi 1. У наближеннi 
симетричних реплiк є варiацiйнi параметри Q, q.

Визначимо лiнiйнi за n внески в потенцiал Ω(θ). 
Для цього розглянемо матрицю M̂ (23):

 θβ θβˆ ˆ ˆ1 ( ) (1 )M Q q I q E
P P

⎡ ⎤= + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦
. (32)

Визначник матрицi M̂ для n ≈ 0 (обмежуємось 
лiнiйними членами за n), рiвний (див. [6; 9]):

βθ (1 )βθˆdet 1 (ln 1 ( )
βθ1 ( )

q
PM n Q q

P Q q
P

+⎡ ⎤≈ + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦ + −
. (33)

На основi формул (33) i (24), для потенцiалу Ω(θ) у 
лінійному наближенні за n, отримаємо:

 (1)
0 0Ω (θ) θ Ω (θ)n≈ − + , 

(1)
0

θβ (1 )θβΩ (θ) ln 1 ( )
βθ2 1 ( )

qP PQ q
P Q q

P

⎛ ⎞+⎜ ⎟⎡ ⎤= + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎜ ⎟+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (34)

Вiдповiдно, використовуючи формули (25) i (34), 
визначаємо:

 (1)
0 0 0 0θH n H< > ≈ − + < > , 

(1)
0 0 2

βθ βθ( ) (1 )

βθ2 βθ1 ( ) 1 ( )

Q q qP P PH
Q q Q qP P

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟< > = +⎜ ⎟⎡ ⎤+ −⎜ ⎟+ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

.

 (35)

Для обчислення величини <H>0 розглянемо оберне-
ну матрицю M-1. Зокрема, для n = 0  отримаємо [6; 13]:

 1
1 2

ˆ ˆ ˆM m I m E− ≈ + , (36)

 
1 2 2

βθ (1 )1 ,
βθ βθ1 ( ) 1 ( )

q
Pm m

Q q Q qP P

+
= = −

⎡ ⎤+ − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

.
 

Вiдповiдно, для головних внескiв величин, що вхо-
дять у формулу (29), для n ≈ 0 знайдемо:

 

1
1

2
1 2

1 2

ˆ1 1 ,

ˆπ π π πa a
a a

M nm

M m m

−

−

< > ≈

⎛ ⎞< > ≈ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ .
 (37)

Щоб виконати iнтегрування за змiнними πa у ви-
разi (30), представимо його так:

 0 1 2
0

θ ψ ( ) π ψ ( )
2

P
s
P

s
H C s D s

P =

< > = − ∑ ∫ , (38)

 
1

2 2
1 2

β( )/
1

β / π ( π )

2

ψ ( ) ,

ψ ( ) .
a a

a a

P s P nm

s P m m

s e

s e

− −

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

∑ ∑
=

 

Пiсля цього лiнеаризуємо доданок ( )2
πaa∑ , що 

мiститься в експонентi (38), з допомогою iнтегрально-
го перетворення

 
22 ρ ρ

2 2ρ
2π

x xde e
∞

− +

−∞

= ∫ . (39)
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Пiсля нескладних алгебраїчних перетворень, якi 
ми опускаємо, для n ≈ 0 отримаємо:

  (1)
0 0θH n H< > ≈ − + < > , (40)

  
21 ρ(1) 2

0 1
0

ρ1 θβθ lnΦ(ρ, )
2 2 2π

P
s
PP

s

dH m C e s
∞

−

= −∞

< > = − ∑ ∫ , 

 
1

2
1 2

1

β 2βπΦ(ρ, ) exp π ρπ
2

ds s m s m
P P−

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ . 

Пiдсумовуючи складовi (34), (35) i (40), отримаємо 
вираз для складової Ω(1)(θ) потенцiалу Ω(θ):

  Ω
(1)(θ) = Ω0

(1)(θ) + <H>0
(1) - <H0>0

(1). (41)

Для визначення вiльної енергiї F
_

(β) (5), слiд обчис-
лити контурний iнтеграл. Легко бачити, що складовi 
Ω0

(1)(θ), <H>0
(1), <H0>0

(1) є аналiтичними в областi конту-
ру iнтегрування i зростають не швидше від деякого 
степеня θ. Обчислення вiдповiдних iнтегралiв здій-
снимо методом перевалу. У результатi для F(β) отри-
маємо такий вираз:

( )

2

0 1 2

0

1 2

1 ρ
2

2
0

1

1

2

(β) / (β) (β) (β),
11(β) ln(1 χ) ,

2β 2 1 χ
11 1(β) ,

2 1χ 2 (1χ)
ρ1 1 1(β) lnΦ(ρ, ),

2 1χ 2β 2π

Φ(ρ, ) exp β (π) π,

π 1 β1 2(π) πρ , χ ( ).
1χ

P
s
PP

s

F N F F F
qaF

Q q q
F

dF C e s

s d

s qs Q q
P P a a

∞
−

= −∞

−

= + +
+

= + +
+

− +
= − −

+ +

= −
+

= − φ

⎛ ⎞+
⎜ ⎟φ = − = −
⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

∑ ∫

∫

%

%

 

(42)

Легко бачити, що отриманий вираз для вiльної 
енергiї F

_
(β) збігається з результатом роботи [6] за 

iншого вибору пробного гамiльтонiану. Розв’язок сис-
теми рiвнянь для варiацiйних параметрiв Q, q i вико-
нання границi β → ∞ наведено в [6]. 

У результатi отримуємо вираз для шуканого мiнi-
муму (6):

  
2

2

1
F / erf

2(1 )2
q aN a

qa

⎡ ⎤⎛ ⎞+
⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 (43)

і сприйнятливості

 
erf

2 (1 )
χ

erf
2 (1 )

a
q

aa
q

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠=
⎛ ⎞

− ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠

 (44)

Наведенi формули мiстять основний висновок 
щодо розглянутої  моделi про порушенням рiвноваги 
на ринку. Для ac 0,3374  сприйнятливiсть χ → ∞ i F = 0; 
для a ≤ ac мiнiмум F = 0, а для a > ac  – F > 0. Звідси 
можна зробити висновок, що порушення рiвноваги на 
ринку вiдбувається залежно вiд рівня iнформованостi 
агентiв ринку.

Висновки. У статті розглянуто деякі можливості 
застосування відомих методів статистичної фізики до 
оптимізаційних задач фінансового ринку, продемон-
стровано ефективність варіаційного методу в рамках 
моделі minore game (гра в меншість). Також розгляну-
то модель, гамільтоніан якої Н > 0. Разом з тим слід 
зауважити, що спосіб вибору пробного гамільтоні-
ану, запропонований тут, можна застосовувати і для 
моделей із гамільтоніаном H < 0. Ще одне: наведена 
методика розрахунку мінімуму в методі реплік може 
бути узагальнена на випадок порушення реплічної си-
метрії.
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Summary. An application of the methods of statistical physics to solve optimization problems in some econophysics 
models was illustrated. Th e approach is based on the variational inequality for potential of grand partition function. By 
selection of the trial Hamiltonian for minore game model the well known results in replica symmetric approximation 
where received.
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