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Анотація. Використовуючи аналогії із квантовою механікою динаміки матеріальної частинки, досліджено рів-
няння динаміки ціни опціону в моделі Мертона – Гартмана. Показано, що модель Гестона еквівалентна одно-
вимірній точно розв’язуваній моделі квантомеханічної частинки в потенціальному полі. Отримано формули 
ціни опціону, проаналізовано частинні випадки.
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Вступ. Ідея броунiвського руху застосовуєть-
ся для опису багатьох фiзичних явищ відтоді, як 
була запропонована його теорiя [1]. Дещо ранiше 
iдеї броунiвського руху були використанi для опису 
динамiки цiн фiнансових активiв [2; 3]. Подiбно до 
того як положення броунiвської частинки змiнюється 
хаотично, цiна фiнансового активу (акцiї, облiгацiї 
та iншi) зазнає таких же змiн у часi. Використову-
ючи цю iдею, уперше була запропонована формула 
для цiни опцiону [2], одного з похiдних фiнансових 
iнструментiв. Бурхливий розвиток фiнансового ринку, 
а також робота [4] спонукали iнтенсивнi дослiдження 
в цiй галузi. У роботi [4] було обґрунтоване поняття 
економiчно рацiональної цiни опцiону i наведена фор-
мула Блека – Шоулза цiни опцiону. Завдяки цiй роботi 
бiльш зрозумiлими стали механiзми цiноутворення на 
фiнансовому ринку, а також фiнансовi аналiтики отри-
мали зручну формулу для практичних розрахункiв. 

Відтоді тематицi цiноутворення опцiонiв присвяче-
на значна кiлькiсть робiт, де наводились уточнення й 
узагальнення формули Блека – Шоулза [3; 5]. Оскiльки у 
формулi Блека – Шоулза волантильнiсть (дисперсiя) ба-
зового фiнансового активу вважається сталою величи-
ною, у багатьох пропонованих моделях волантильнiсть 
розглядалась як змiнна випадкова величина. Зокре-
ма, у роботах [3; 5–7] вивчалось рiвняння динамiки 
цiни опцiону в моделi, яка отримала також назву 
моделi Мертона – Гармана. Використовуючи аналогiї 
з квантовою механiкою, у роботах [6–8] для розв’язку 
рiвняння динамiки застосовувався метод континуаль-
ного iнтегрування. Це дозволяє записати розв’язок 
рiвняння в замкнутiй формi, проте функцiональнi 
квадратури є досить складними i вiдповiдно формула 
цiни опцiону складна для практичного застосування. 

Вiдомо, що бiльш простi формули для цiни опцiонiв 
отримуються у випадку моделi Гестона [9], яка є част-
ковим випадком моделi Мертона – Гармана. Формула 
цiни опцiону в моделi Гестона вперше була отримана в 
[9], де враховувалась структура формули Блека – Шо-
улза i ряд пiдстановок у рiвняння динамiки. У робо-
тах [5; 10] формула цiни опцiону в моделi Гестона була 
отримана також iншими способами.

Мета роботи. У цій роботi ми проаналiзуємо част-
ковi випадки рiвняння Мертона – Гармана на основi 
вiдомих модельних задач квантової механiки. Такий 
пiдхiд використовується при дослiдженнi рiвнянь Фок-
кера – Планка [11]. Вiдомо, що перелiк одновимiрних 
потенцiалiв, для яких iснують точнi розв’язки неста-
цiонарного рiвняння Шредiнгера, достатньо вивче-
ний [12; 13]. Як буде показано далi, модель Гестона 
еквiвалентна одновимiрнiй точно роз в’язуванiй моделi 
квантової механiки. Використовуючи вiдомi розв’язки, 
ми отримали формулу цiни опцiону. Розгляд iнших 
часткових випадкiв моделi Мертона – Гармана дозволяє 
проаналiзувати їхню порiвняльну складнiсть i з’ясувати 
випадки, для яких мають мiсце точнi розв’язки. Наша 
робота є продовженням роботи [10].

Виклад результатів дослідження. 
1. Модель Мертона – Гармана. Розглядаються 

два фiнансові активи – банкiвський рахунок i акцiї. 
Банкiвський рахунок Π(t) > 0 вважається безризико-
вим i його змiна в часi визначається рiвнянням:

 ( ) ( ) ,d t r t dt    (1)

де r ≥ 0 позначає процентну ставку. Акцiї є ризиковим 
активом i змiна цiни акцiй S(t) > 0 задається 
стохастичним рiвнянням:
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 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),dS t S t dt V t S t dW t   (2)

де  ≥ 0 – процентна ставка акцій; √V(t) – волантиль-
нiсть цiни акцiй. Волантильнiсть також є стохастич-
ною величиною, динамiка якої в моделi Мертона – Гар-
мана описується рiвнянням:

 2( ) ( ( )) ( ) ( ).dV t V t dt V t dW t    (3)

Величини W1(t) i W2(t) у рiвняннях (2) i (3) позна-
чають корельованi вiнерiвськi процеси (броунiвськi 
рухи) [2], моменти яких рiвнi:
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Тут дужки  позначають усереднення за вi-
нерiвськими процесами W1(t), W2(t);  ≥ 0;   –1 ≤  ≥ +1 
– параметр кореляцiї. Iншi параметри моделi λ, μ, ξ за-
довольняють також додатковим обмеженням, якi за-
безпечують V(t) > 0. Рiвняння (2) є узагальнення гео-
метричного (економiчного) броунiвського руху [2; 4] 
на випадок стохастичної волантильностi.

Таким чином, динамiка фiнансового активу S(t) (на-
приклад акцiї) визначається стохастичними рiвнян-
нями (2) i (3). З цiною базового активу S(t) пов’язана 
цiна опцiону C(t) [2; 3; 5; 7]. Нагадаємо, що цiна опцiо-
ну – це плата за можливiсть купити акцiї (європейсь-
кий опцiон колл) у визначений момент часу T за дого-
вiрною цiною K (страйк цiна). Як було вже зазначено, 
поняття рацiональної (економiчно обґрунтованої) 
цiни вперше було сформульовано Блеком i Шоулзом 
[4], знайдено рiвняння для її визначення i формулу 
Блека – Шоулза цiни опцiону. Узагальненням цього 
пiдходу на випадок стохастичної волантильностi (3) є 
рiвняння динамiки цiни опцiону C(t), отримане в ро-
ботах [3; 6; 7]:
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Випадкові сталої волантильностi V = σ2 = const 
вiдповiдають першi три доданки в лiвiй частинi (5) 
i зазначене рiвняння збігається з рiвнянням Блека – 
Шоулза [4].

Таким чином, цiна опцiону визначається розв’яз-
ком задачi Кошi для рiвняння (5) із початковою умо-
вою (платiжною функцiєю) у момент часу T:
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 (6)

де S = S(T) – ринкова цiна акцiй у момент T. 

Змiст умови (6) досить очевидний, опцiон вiд бува-
ється тодi, коли ринкова цiна акцiй S буде бiльшою 
нiж договiрна K.

Оскiльки платiжна функцiя C(T, S) (6) задається в 
майбутнiй момент часу, зручно ввести замiну змiнної 
τ = T − t i розглядати динамiку, обернену в часi:
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Виконаємо також замiну змiнної S = ex (x  R) i пе-
рейдімо до рівняння
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Рiвняння (8) запишемо також так:

 

( )
– ( ),MG

C
H C

 
 


 (9)

де величина HMG, згiдно з роботами [6; 7], позначає га-
мiльтонiан Мертона – Гармана:
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2. Рiвняння для ядра оператора еволюцiї. Роз-
в’язок рiвняння (8) запишемо так:

 ( ) exp( ) (0),MGC H C    (11)

де C(0) – значення цiни опцiону в момент часу τ = 0 
(або t = T), задається платiжною функцiєю (6).

Операторові еволюцiї exp( )MGH  в (11) постави-
мо у вiдповiднiсть ядро 0 0( , , , )g x x V V  :

    0 0 0 0 0
0

( ) , , , 0,C dx dV g x x V V C x
 



     . (12)

У формулi (12) вказана залежнiсть C(0) вiд змiнної 
x0. Ядро 0 0( , , , )g x x V V   запишемо також так:

 0 0 0 0( , , , ) exp( ) ( ) ( ).MGg x x V V H x x V V         (13)
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Оскiльки платiжна функцiя (6) не залежить вiд 
змiнної V0, то iнтегрування за V0 належить лише до 
ядра 0 0( , , , )g x x V V  , тому зручно розглядати ядро 

0( , , )g x x V  :

 0 0 0 0
0

( , , ) ( , , , )g x x V g x x V V dV


     . (14)

Тепер розв’язок (12) запишемо так:

 0 0 0( ) ( , , ) (0, )C dx g x x V C x




    . (15)

Оскiльки коефiцiєнти гамiльтонiану HMG (18) не за-
лежать вiд змiнної x, зручно перейти до Фур’є-зобра-
жень за формулою:

 1( , , ) ( , , ) exp( ) .
2

g x V g k V ikx dk




  
   (16)

З урахуванням формул (13) і (16) для Фур’є-зобра-
ження ядра g(τ, k, V) (16) отримаємо вираз:

 0 0
0

( , , ) exp( ( ) ( )MGg k V H k V V dV


     , (17)

де введено позначення Фур’є-зображення гамiльто-
нiану HMG(k) (18):
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(18)

Очевидно, Фур’є-зображення ядра g(τ, k, V ) задо-
вольняє рiвняння

 
( , , )

( ) ( , , )MG

g k V
H k g k V

 
  


 (19)

з початковою умовою g(0, k, V ) = 1.
Таким чином, визначаємо розв’язок рiвняння (19) 

g(τ, k, V), пiсля цього визначаємо ядро g(τ, x – x0, V), a 
за формулою (15) – цiну опцiону.

3. Модель Гестона. Модель Гестона вiдповiдає зна-
ченню параметра  = 1/2. Гамiльтонiан (18) у цьому 
разі рiвний:
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 (20)

де введено позначення  = μ + ikξρ. 
Рiвняння (19) можна розглядати як одновимiрне 

рiвняння Шредiнгера для уявного часу, або рiвнян-
ня для матрицi густини у квантовiй статистицi [13]. 
Наша мета – з допомогою перетворень звести рiв-
няння (9) до бiльш простого, властивостi якого вiдо-
мi. Цього досягнемо, застосовуючи необхiднi замiни 
змiнної i перетворення для функцiй. Пiсля таких пе-
ретворень ми отримаємо рiвняння, еквiвалентне не-

стацiонарному одновимiрному рiвнянню Шредiнгера 
для частинки в деякому потенцiальному полi. Отже, 
спочатку виконаємо замiну:

 1( , , ) exp( (1 ) ) ( , , )g k V r ik g k V      . (21)

Очевидно, динамiка g1(τ, k, V) визначається рiвнян-
ням (9) із гамiльтонiаном (20) без останнього доданка. 

Наступним кроком виконаємо замiну змiнної з ме-
тою, щоб доданок із другою похiдною в гамiльтонiанi 
мав вигляд оператора «кiнетичної енергiї» в декарто-
вих координатах. Для цього виконаємо таку пiдста-
новку:

 1 2
2( , , ) ( , )g k V g V  


. (22)

Функцiя g2(τ, z) задовольняє рiвняння (19) із га-
мiльтонiаном:
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Тут введено позначення змiнної 2 .z V


 

За допомогою наступного перетворення перейдімо 
до рiвняння, яке не мiстить доданка з першою похiд-
ною.
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Функцiя g0(τ, z) задовольняє рiвняння:

 0
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. (25)

Гамiльтонiан H0(z) буде таким:
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, (26)

де позначено
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2
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k ik           
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Гамiльтонiан H0(z) збігається з гамiльтонiаном ра-
дiаль ного гармонiчного осцилятора квантової ме-
ханiки. Таким чином, розв’язок задачi Кошi для рiв-
няння (25) визначимо через ядро оператора еволюцiї 
(пропагатор):

 0 0 0 0 0
0

( , ) ( , , ) (0, )g z K z z g z dz


   . (27)

Тут K(τ, z, z0) – ядро оператора еволюцiї рiвняння 
(25). Для ядра K(τ, z, z0) використаємо вiдомi розв’язки, 
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отриманi в задачах квантової фiзики. Зокрема, ядро 
радiального осцилятора було знайдене з допомогою 

фейнманiвського iнтегралу по траєкторiях [12; 13], а та-
кож операторними методами [14] i задається формулою:

 0 2 2 0
0 0( , , ) exp( ( )cot( ) / 2) ( )

sinh( ) sinh( 0
z z zzK z z z z I

 
    

 
. (28)

Тут I(x) позначає модифiковану функцiю Бесселя. 
Для отримання кiнцевої формули треба пiдставити 

0 0(0, )g z  у формулу (27) i виконати iнтегрування. Зна-
чення 0 0(0, )g z  знайдемо на основi зв’язку з g(τ, k, V):
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У результатi для 0 0(0, )g z  [g(0, k, V ) = 1] отримаємо:

 2
12
2 20

0 0 0(0, ) exp( )
2

z
g z z
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Пiсля виконання iнтегрування у формулi (27) 
отримаємо:

 
2

2
2

0
1 ( cot( ))( , ) exp .

2( cot( )) cosh( ) sinh( )
zzg z

z



    
             

 (30)

Повертаючись до змiнної V, для g(τ, k, V) отримаємо вираз:

 2

2

2

2 0
1 02

2
0 0

00 0
0

exp ( )sinh
2( , , ) exp ,

cosh sinh
cosh sinh 2 2

2 2

b V k ik
g k V









                     
                                

    

 

(31)

де  0 12 , ( 1)b r ik     .

Вираз для g(τ, k, V) збігається з отриманим у ро-
боті [10], де для розв’язання рiвняння (19) із гамiль-
тонiаном (20) застосовувалося перетворення Лапласа 
за змiнною V.

Для цiни європейського опцiону типу колл (15) 
отримаємо тепер формулу:

 0
0 0( ) ( , , )( )xC t g x x V e K dx






    , (32)

у якій треба спочатку визначити ядро g(τ, x – x0, V) за 
формулою (16) з урахуванням (31). Після певних пе-
ретворень отримаємо вираз для C(t):

 

 
( , (1 ), ) ( , , )1( ) exp(( )ln )

2
S g k i V K g k i V SC t ik dkKik





       
  

   . (33)

У границi  → 0 використаємо формулу Сохоцько-
го [15]:

 

1 1 ( )P i k
k i k

  
 

,

де символ P вказує, що iнтеграл за k визначається в 
сенсi головного значення, а δ(k) – дельта-функцiя 
Дiрака.

У кiнцевому пiдсумку отримаємо:

 ( , , ) ( , , )1 1( ) ( ) exp( ln ) .
2 2

r S g k i V K g k V SC t S e K i k dkKi k


 



   
  

 
 (34)

При отриманнi формули (35) було враховано, що 
( , , ) 1, ( ,0, ) rg i V g V e      .

Праву частину (34) можна записати також у ви-
глядi, що вiдповiдає вiдомiй формулi Гестона:

 1 2( ) rC t S P e K P   , (35)

де позначено:

 
ln( / )

1 0

( , , )1 1 ,
2

ik S Ke g k i V
P dk

ik
   

   
   
  (36)

 ln( / )

2 0

( , , )1 .
2

ik S Kr e g k VeP dk
ik

   
   

   
  

(37)

Зазначимо, що формули для опцiонiв досить 
зручнi для чисельних розрахункiв, якi можна вико-
нати, зокрема, з допомогою математичного пакета 
Mathematica.

4. Частковi випадки стохастичної волантиль-
ностi. Проаналiзуймо деякi частковi випадки рiвняння 
стохастичної волантильностi (3) залежно вiд α. У лi-
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тературi вивчались моделi з α = {0; 1; 3/2}  для яких 
стохастичне рiвняння для волантильностi (3) вiдоме 
як модель Орштейна – Уленбека, GARCH-модель i 
3/2-модель вiдповiдно. Цi моделi застосовувались у фi-
нансових розрахунках [2; 5; 16], окрiм того, модель Ор-
штейна – Уленбека вiдома у статистичнiй механiцi [1].

3/2-модель. Для α = 3/2   гамiльтонiан (18) запише-
мо так:

2
2 3 2

2

2

1( ) ( )
2

1 ( ) (1 ).
2

MGH k V V ik V
V V

k ik V ik

 
       

 

    

 (38)

Далi не будемо детально наводити всi кроки пере-
творень, а випишемо лише кiнцевi формули для рiв-
няння (25). У такому разі виконаємо замiну змiнних

 1 2
2( , , ) ( , ).g k V g
V

  
  (39)

Пiсля таких самих попередніх перетворень, деталi 
яких пропускаємо, отримаємо рiвняння:

 0
0 0

( , )
– ( ) ( , )

g z
H z g z

 
 


, (40)

де гамiльтонiан H0(z) має вигляд:

 
2

0 12
1( ) ( )
2

H z z
z


   


. (41)

Тут потенцiал Φ(z) задається виразом:

 2 4 60
1 1 2 32( ) az a z a z a z

z
     , (42)

з параметрами:

 

    2 2
0 2

2 2
1

2 2 4
2 3

3 2 1 1 ,
8
1 ( 3 2 ),
8
1 1, .

16 128

a k ik

a i k

a a

    


     

    

Гамiльтонiан H0(z) має структуру радiального ан-
гармонiчного осцилятора. Вiдомо, що така задача не 
має точного розв’язку, що свiдчить про складнiсть цієї 
моделi порiвняно з моделлю Гестона. Можна зауважи-
ти, що задача суттєво спрощується у випадку λ = 0. 
Тодi параметри 2 3 0a a  , i ми знову отримуємо га-
мiльтонiан радiального осцилятора, для якого є точ-
ний розв’язок.

Модель Орштейна – Уленбека. У випадку α = 0 
стохастичне рiвняння (3) має також назву процесу 
Орштейна – Уленбека [2; 16]. Гамiльтонiан (18) у цьо-
му разі такий:

   

12
2 2

2

2

1( ) ( )
2

1 ( ) (1 ).
2

MGH k V ik V
V V

k ik V ik

 
       

 

    

 
(43)

Оскiльки доданок із другою похiдною не мiстить 
залежностi вiд V, то замiна змiнної зведеться до мас-
штабного перетворення

V z  .

Пiсля низки перетворень, якi ми пропускаємо, пе-
рейдімо до рiвняння з гамiльтонiаном:

 
2

0 22
1( ) ( )
2

H z z
z


   


. (44)

Тут потенцiал 1( )z має вигляд:

 
3 20 2

2 1 2 3 4( ) bz b z b z b z b z
z

      . (45)

Параметри потенцiалу задаються виразами:

 0 1

2 2
2

2
3 4

; ;
4

1 (1 ) ;
2 2
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b ik b ik

b k ik

b ik b


 

 
 

   


    

 

Динамiчна задача (25) із гамiльтонiаном (44) не має 
точного розв’язку.

Потенцiали вигляду (45), наскiльки нам вiдомо, не 
вивчались у задачах квантової механiки. Задача суттє-
во спрощується у випадку ρ = 0, у цьому разі парамет-
ри 0 1 3 0b b b   , i ми отримаємо модель гармонiчно-
го осцилятора з лiнiйним доданком, яка має точний 
розв’язок [12]. Нагадаємо, що для ρ = 0 вiдсутня коре-
ляцiя вiнерiвських процесiв у рiвняннях стохастичної 
динамiки цiни активу (2) і волантильностi (3).

GARCH-модель. Стохастичне рiвняння (3) для 
 = 1 є неперервним випадком моделей GARCH (Gene-
ralized Autoregressive Conditional Heteroscedasticity) [2; 
5; 16]. Для гамiльтонiану (18) отримаємо:

32
2 2 2

2

2

1( ) ( )
2

1 ( ) (1 ).
2

MGH k V V ik V
V V

k ik V ik

 
       

 

    

 
(46)

Після заміни змiнних

1 2
ln( , , ) ( , )Vg k V g  


гамільтоніан (46) набуде вигляду:
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0 32
1( ) ( )
2

H z z
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, (47)

де потенцiал 3( )z :

  

1 1
2 2 2

3 0 1 2 3 4( )
z zz z zz c e c e c e c e c e

            (48)

з параметрами
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Задача для цього гамiльтонiану не має точного 
розв’язку. Отриманий гамiльтонiан (47–48) можна 
розглядати як деяке розширення гамiльтонiану Мор-
зе [12]. Задача суттєво спрощується для  = 0, оскiль-
ки коефiцiєнти потенцiалу 0 1 2 0c c c   , i ми отри-
муємо потенцiал Морзе, для якого вiдомий точний 
розв’язок. Стохастичне рiвняння (3) для  = 0 (і, від-
повідно,  = 1) набуває вигляду геометричного бро-
унiвського руху. Якщо додатково покласти параметр 
ρ = 0, то c3 = 0 i вiдмiнним вiд нуля у (48) є лише дода-
нок з c4, що вiдповiдає потенцiалу Лiувiлля [12]. За-
мкнуту форму розв’язку для g(τ, k, V) (19) для геомет-
ричного броунiвського руху волантильностi наведено 
в [5]. При цьому використаний спектральний розклад 
для g(τ, k, V) на основi власних значень i власних фун-
кцiї гамiльтонiану (18) (для  = 0,  = 1). Очевидно, 
цей розв’язок можна отримати, використовуючи вi-
дому формулу ядра для потенцiалу Морзе в рiвностi 
(27). 

Висновки. У роботі розглянуто моделювання цi-
но вих процесів на ринку з допомогою стохастичних 
процесiв (модель Мертона – Гартмана). У моделi Мер-
тона – Гармана використовуються два процеси – один 
моделює динамiку цiнового активу S(t), другий змiну 
волантильностi V (t) цiни активу в часi. З динамiкою 
активу пов’язана також змiна похiдного фiнансового 
iнструменту опцiону. Для визначення цiни опцiону вi-
доме рiвняння Мертона – Гармана, яке є еволюцiйним 

диференцiальним рiвнянням двох змiнних. Пiсля пе-
реходу до Фур’є – зображення за змiнною x [x = ln(S)] 
отримуємо одновимiрне рiвняння, коефiцiєнти якого 
залежать вiд змiнної Фур’є k. Отримане рiвняння мож-
на розглядати як рiвняння Шредiнгера для уявного 
часу (або еквiвалентно матрицi густини статистичної 
механiки). Тому для аналiзу розв’язкiв цього рiвняння 
можна використати вiдомi результати, отриманi в за-
дачах квантової механiки.

Показано, що модель Гестона для цiни опцiону 
еквiвалентна задачi радiального осцилятора i фор-
мулу Гестона отримано з використанням ядра для 
нестацiонарного рiвняння Шредiнгера радiального 
осцилятора. Слiд зауважити, що розв’язок задачi для 
радiального осцилятора був вiдомий задовго до отри-
мання формули Гестона цiни опцiону [9].

Розглянуто часткові випадках моделi Мертона – 
Гармана. Показано, що «3/2-модель» еквiвалентна мо-
делi ангармонiчного радiального осцилятора; «модель 
Орштейна – Уленбека» зводиться до задачi, де потен-
цiал є сумою потенцiалу гармонiчного осцилятора i 
бiльш складної залежностi; потенцiал для «GARCH-
моделi» рiвний сумi потенцiалу Морзе і низки iнших 
подiбних доданкiв. 

Вiдомо, що для таких задач немає точних розв’язкiв, 
проте можна вказати нульовi значення деяких пара-
метрiв для кожної з моделей, для яких потенцiал сут-
тєво спрощується i задача має точний розв’язок. 

Ненульовi значення параметрiв можна врахувати, 
зокрема, за теорiєю збурень, використовуючи вiдомi 
модельнi розв’язки, що буде предметом дальших до-
сліджень.
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