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Вступ. Задачі нелінійного програмування (ЗНП) 
трапляються у природних і фізичних науках, техні-
ці, економіці, математиці, у сфері ділових стосунків і 
в науці управління державою [1; 2]. Були розглянуті 
навіть її застосування у філософії. В економіці роз-
глядається задача про розподіл обмежених ресурсів 
так, щоб або максимізувати ефективність, або, якщо 
вивчається споживач, максимізувати споживання. 
ЗНП, очевидно, відповідає цій схемі. Цільова функція 
тут може виражати ефективність, яку ми намагаємося 
максимізувати, тоді як обмеження можуть виражати 
умови, зумовлені обмеженням ресурсів. Аналогічна 
цільова функція може бути математичним виражен-
ням споживання. Таким чином, є зв’язок між ЗНП і 
основною економічною задачею.

Аналіз досліджень і постановка завдання. Метод 
«затрати – ефективність» також укладається в ЗНП. 
Метод був розроблений для використання при ухва-
ленні рішень в управлінні державою, коли замість 
функцій прибутку є загальна функція ефективності – 
добробут. Можлива така постановка ЗНП: мінімізація 
витрат за умови, щоб ефект був вищий за деякий мі-
німальний рівень. За обмеженої кількості даних, наяв-
них у розпорядженні різних державних установ, кон-
кретні задачі методу «витрати – ефективність» часто 
можуть бути добре змодельовані за допомогою нелі-
нійного програмування. Якщо навіть проблема занад-
то розпливчата для формулювання у формі ЗНП, то 
часто за допомогою нелінійного програмування вда-
ється отримати перші наближення або ж розв’язати 
різні її частини.

Згадані ЗНП сконцентровані на задачах про ухва-
лення рішень. Дійсно, істотна сторона нелінійного 
програмування полягає в тому, що воно є підмогою 
індивідуумові – виконавцеві або людині, що приймає 
державне рішення. Звичайно, досвідчена людина, що 
приймає рішення, не вважає, що рішення задачі нелі-
нійного програмування безпосередньо – краща відпо-
відь на питання реального світу. Отримане рішення є, 
природно, лише рекомендованим, і той, що приймає 
його, повинен досліджувати припущення і точність 
постановки задачі нелінійного програмування, перш 
ніж прийняти остаточне рішення. Попри це, багато 
завдань програмування пройшли перевірку на прак-
тиці і вирішення їх, що підказано оптимальною точ-
кою, застосовується майже без яких-небудь змін.

Наведемо властивості задач лінійного програму-
вання (ЗЛП), що є частинним випадком ЗНП.

1. Множина допустимих рішень опукла. Ця мно-
жина має кінцеве число вершин, що назива-
ються зазвичай крайніми (кутовими) точками.

2. Множина всіх точок n-вимірного простору, в 
яких цільова функція набуває заданого зна-
чення, є гіперплощина (лінія) рівня. Крім того, 
гіперплощини, що відповідають різним зна-
ченням цільової функції, – паралельні.

3. Локальний екстремум також є глобальним 
екстремумом цільової функції на множині до-
пустимих рішень, тобто не існує локального 
екстремуму цільової функції, відмінного від 
глобального екстремуму.

4. Якщо оптимальне значення цільової функції 
обмежене, то хоча б одна крайня точка множи-
ни допустимих рішень є оптимальним рішен-
ням. Крім того, розпочавши з довільної верши-
ни множини допустимих рішень, можна досяг-
ти оптимуму за кінцеве число кроків, причому 
на кожному кроці здійснюється перехід тільки 
в сусідню вершину. Остаточно ця вершина є 
оптимальною тоді і тільки тоді, коли значен-
ня цільової функції в ній принаймні не менше, 
ніж значення цільової функції в усіх дотичних 
вершинах.

Усі ЗЛП стають нелінійними, якщо ввести неви-
значеність і ризик, якщо вірогідність відповідних ве-
личин (наприклад, ціни, можливості постачання і так 
далі) не існує і якщо функція мети враховує ризик при 
ухваленні різних рішень.

Транспортна задача стає нелінійною, якщо вар-
тість транспортування одиниці товару залежить від 
загальної кількості товару, який перевозять. Задача 
призначення також стає нелінійною, якщо елементи 
матриці відповідності не є постійними. У цій задачі 
також можна зіштовхнутися з трудністю, викликаною 
вимогою цілочисельності.

У довільної ЗНП деякі або всі наведені вище влас-
тивості ЗЛП відсутні. Унаслідок цього ЗНП незрів-
нянно складніша за ЗЛП, і для них не існує загального 
універсального методу рішення (аналогічного симп-
лексному методу).

Перерахуємо властивості ЗНП, які істотно усклад-
нюють процес їх рішення в порівнянні із ЗЛП.

1. Множина допустимих планів D може мати 
дуже складну структуру (наприклад, бути не-
опуклим або незв’язним).

2. Глобальний максимум (мінімум) може дося-
гатися як усередині множини D, так і на її 
межах (де він, узагалі кажучи, не збігатиметь-
ся ні з одним із локальних екстремумів).

3. Цільова функція f може бути такою, що не ди-
ференціюється, а це ускладнює використання 
класичних методів математичного аналізу.

У силу названих чинників ЗНП настільки різнома-
нітні, що для них не існує загального методу рішення.

Розглянемо детальніше один із перерахованих 
вище чинників, що істотно ускладнює розв’язок ЗНП. 
При розв’язанні ЗНП великої розмірності для розв’я-
зання економічних задач доводиться мати справу з 
проблемою багатоекстремальності цільової функції 
в області обмежень, або, іншими словами, «ефектом 
лабіринту» [1; 2]. Щоб знайти глобальний екстремум 
цільової функції, необхідно за допомогою комбінатор-
ного пошуку організувати повний набір усіх екстрему-
мів, що обчислювально є складною процедурою [1; 2]. 

Багатокритеріальні методи оптимізації дозволяють 
ефективно розв’язувати задачі досить широкого класу 
[3–5]. Особливе місце в цих методах займає нелінійна 
схема компромісів, або згортка А. Н. Вороніна, уведе-
на в [3; 4]. Вона являє собою скалярний критерій особ-
ливого вигляду, в який згортаються частинні критерії, 
і в багатокритеріальній оптимізації відіграє таку саму 
роль, що й цільова функція в ЗНП.
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Відомо, що, на відміну від інших скалярних кри-
теріїв, нелінійна схема компромісів дозволяє знайти 
розв’язок, який не поліпшується (оптимальний за Па-
рето), а у варіанті опуклих частинних критеріїв – уні-
модальний (єдиний) розв’язок. 

Тому мета нашої роботи – зменшити обчислю-
вальну складність ЗНП великої розмірності за допо-
могою багатокритеріальної оптимізації на основі не-
лінійної схеми компромісів. 

Результати дослідження. Постановка задачі. Не-
хай Rn – n-вимірний простір векторів y = (y1, y2, …, yn), 
g(y) і φ(y) – задані вектори-функції, визначені на Rn:

 y = (y1, y2, …, yn), 
 g(y) = {g1(y), g2(y), …, gm(y)} = 0 –  
 обмеження у формі рівностей, (1)
 φ(y) = {1(y), 2(y), …, r(y)} 0 –  
 обмеження у формі нерівностей,  

де gi(y) і i(y) – скалярні функції.
Позначимо через G множину векторів y просторі 

Rn, для яких g(y) = 0 і φ(y) ≥ 0, тобто

 G  {y; g(y) = 0; φ(y) ≥ 0}. 

Нехай F(y) – задана скалярна функція. ЗНП по-
лягає у знаходженні вектора ỹ на Rn, мінімізуючого 
функцію F(y) на множині G, тобто такого, що

 ( ) min ( ).
y G

F y F y


   (2)

Функція F(y) називається цільовою функцією за-
дачі (1).

Якщо в ЗНП функції F(y), g(y) і φ(y) – лінійні, то 
вона називається задачею лінійного програмування 
(ЗЛП). Задачі оптимального планування, зазвичай, 
також є ЗЛП.

Багатокритеріальна модель ЗНП. Нехай задана 
множина можливих розв’язків Y, яка складається з 
векторів 1{ }n

i iy y   n-вимірного евклідового простору. 
Якість розв’язку оцінюється за сукупність суперечли-
вих частинних критеріїв, що утворюють s-вимірний 
вектор 1( ) { ( )} ,S

k kI y I y F   який визначений на мно-
жині Y, і який належить класові F допустимих векто-
рів ефективності. Вектор частинних критеріїв обме-
жений допустимою областю: I  M.

Для обмежень, що утворюють допустиму область M 
у формі рівностей g(x) = 0, де х = у, складемо частинний 

критерій суми квадратів нев’язок I g x m= ≤2 2
рiвн 1

1
( ) ε .

m

i
i =
∑

Для обмежень у формі нерівностей φ(x) ≥ 0 пере-
творимо обмеження у вигляді нерівностей у рівності 
за допомогою введення нової змінної vi, що має роз-
мірність r:

 2φ ( ) 0.i ix v− =  (3)

Такий підхід використовується для методу множ-
ників Лагранжа, при перетворенні умовної задачі 
оптимізації в безумовну. Для методу множників Ла-
гранжа це перетворення запишемо як 

 I x v F x x v g x j r m i n2

1 1
( , λ, ) ( ) λ φ ( ) λ ( );  1, ; 1,

r r m

i i i j j
i j r

+

= = +

⎡ ⎤= + − + = + =⎣ ⎦∑ ∑ ,  (4)

де задача мінімізації зведеться до розв’язання системи нелінійних рівнянь (СНР) розмірності 2r + m + n рівнянь:

 ( ) ( ) ( )0;  0;  0,  1, ,  1, ,  1, .
λ j i l

I x I x I x j r m i n l r
x v

∂ ∂ ∂
= = = = + = =

∂ ∂ ∂
 (5)

Для обмежень у формі нерівностей φ(x) ≥ 0 складе-
мо частинний критерій суми квадратів нев’язок

 
22 2

нерівн 2
1

φ ε .( )
r

ii
i

I rx v
=

⎡ ⎤= ≤−⎣ ⎦∑  (6)

Отже, багатокритеріальну задачу для (1) запишемо 
в такий спосіб:

 

≤ ≤ =

( )x v⎡ ⎤⎣ ⎦

1 1 1

2
2 2 2

1
2

2 1

22
3

1
2

3 3 3 2

min ( ); 0 ;
за ( ) 0

min ( ); 0 ,

ε ;
за φ( ) 0

min φ ;

0 ,  ε .

m

m

i m
i

m

r

ii
i

m m

I F x I I
g x

I g x I I

I m
x

I

I I I r

=

=

⎧ = ≤ ≤
⎪

=⎪
⎪

= ≤ ≤⎪
⎪⎪ =⎨
⎪ ≥⎪
⎪

= −⎪
⎪
⎪⎩

∑

∑

  (7)

Для векторного критерію І, компонентами якого 
є частинні критерії, кількість перемінних: r + m + n, 
n  –  розмірність перемінних х1, х2, …, xn; m – розмір 

обмежень вигляду рівностей; r – розмір обмежень ви-
гляду нерівностей. Задача зводиться до розв’язування 
системи нелінійних рівнянь.

Багатокритеріальна задача (7) зводиться до розв’я-
зування однієї задачі оптимізації нелінійної схеми 
компромісів [3; 4]:

 
3

1

max

1*

1
g

j
j

j

I
I

I
=

=
⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

∑   (8)

за умові із (7), де gj – позитивні константи. Коли кри-
терії рівнозначні, gj = 1, 1,3j = . Якщо необхідно ввести 
пріоритет одних критеріїв над іншими і мати різну 
чутливість до варіації параметрів задачі, то замість 
одиниці в чисельнику виразу (8) уводять вагові коефі-

цієнти αj, на які накладаються обмеження 
3

1
α 1j

j=
=∑ .

Необхідні умови мінімуму скалярного критерію І* 
дають систему кінцевих рівнянь низької розмірності

 
*

0,  1, .
i

I i n
y
∂

= =
∂

   (9)
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яка зводиться, наприклад, із використанням методу 
Ньютона до СЛАР.

У роботах [3; 4] показано, що багатокритеріальна 
модель (8) забезпечує вибір точки розв’язку на мно-
жині рішень, оптимальних за Парето (далі – множи-
на Р), з урахуванням заданих обмежень на припусти-
му область зміни векторного критерію, якщо безліч Р 
належить цій області. Тому для розв’язання багато-
критеріальних задач, у яких задані обмеження з фор-
мули (7) на компоненти векторного критерію, варто 
рекомендувати модель (8). 

Вкажемо недоліки нелінійної схеми компромісів 
(8), яка складається з частинних критеріїв (7):

 – громіздкість рівнянь за великої розмірності; 
 – якщо розв’язок лежить на обмеженні, то його 

буде знайдено з погрішністю, хоча і менше від 
необхідної. За допомогою формули (8) немож-
ливо досягнути принципово точного розв’яз-
ку, інакше знаменники доданків будуть обер-
татися в нуль.

Переваги нелінійної схеми компромісів (8):
 – система нелінійних рівнянь для згортки Воро-

ніна має розмірність r + m + n рівнянь, у той 
час як для методу невизначених множників Ла-
гранжа – 2r + m + n;

 – унімодальність згорнутого критерію. Нелі-
нійна схема компромісів за опуклих частин-
них критеріїв гарантує один дійсний корінь у 
 межах обмежень; 

 – нелінійна схема компромісів зводить задачу (2) 
з обмеженнями (1) до опуклої ЗНП, якщо час-
тинні критерії – опуклі. 

Після застосування формули (8) скалярну ЗНП (2) 
можна розв’язувати також як і безумовну задачу оп-
тимізації, але знайти всі значення ỹ, за яких 

( ) min ( ),
y G

F y F y
∈

=%  і вибрати з них тільки один, який за-

довольняє обмеженням на частинні критерії. Загальні 
методи безумовної оптимізації, реалізовані програм-
но, у цьому варіанті неприйнятні, тому що знаходять 
локальні мінімуми поза обмеженнями, тому краще 
користуватися загальними методами і програмами 
розв’язку ЗНП.

У роботі [5] запропоновано методику, в якій ви-
користовується нелінійна схема компромісів для 
гнучкої адаптації відповідно до напруженості кри-
теріїв, тобто коли Ii→Iim. Ця методика дозволяє ви-
явити конфліктні критерії, відсортувати критерії за 
ступенем конфліктності і в подальшому викорис-
товувати тільки конфліктні критерії. Неконфліктні 
критерії можна не враховувати як такі, що не впли-
вають на результати розв’язку. Тому такий підхід 
можна використати також для додаткового спро-
щення початкової задачі (2) з обмеженнями (1). За 
аналогією з [5] можна стверджувати, що нелінійна 
схема компромісів може слугувати для класифіка-
ції обмежень (1) за ступенем конфліктності. Некон-
фліктні обмеження не враховуються в подальшому 
розв’язку задачі (2).

На простому прикладі покажемо алгоритм, на під-
ставі якого ЗНП розв’язується за допомогою багато-
критеріальної оптимізації. 

Приклад. Знайти мінімум цільової функції F(y) за 
обмеження φ(y), g(y):

 F y y y y y y g y y y( ) ( ) ( ) ( )2 22 2
1 2 1 2 1 2min ( ) ; φ : 2 2 2; : 2 4.= + − + − ≤ + =   (10)

Задача має два невідомі, два обмеження і тому лег-
ко розв’язується за допомогою методу невизначених 
множників Лагранжа і не вимагає переведення її в 
більш складний клас багатокритеріальної оптимізації. 

Однак у загальному варіанті (наприклад, для некорект-
них задач за великої розмірності) це може виявитися 
необхідним із висловлених раніше думок. Застосуємо 
цей метод для отримання розв’язку (10).

y y v y
∂ ∂

= + − = = = =

F Fy y y y= + − + = = + − + =

F y y y y v y y= + + − + − + +( ) ( ) [ ]
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2 22 2 2
1 2 1 1 2 2 1 2

* *

1 1 1 2 2 1 2 2
1 2
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2 2 2
1 1 2 2
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2
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F y y y y v

F F
v
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∂
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Для того, щоб застосувати модель багатокритері-
альної оптимізації на основі нелінійної схеми компро-
місів, потрібно довизначити задачу (10). Тут треба зна-
йти верхні значення критеріїв Iіmax, тому що значення 
критеріїв повинні задовольняти умови 0 ≤ Iі ≤ Iіmax. Для 
визначення I1m потрібно знайти максимум (мінімум) 
цільової функції F у заданих межах зміни її аргумен-
тів, але відкидаючи всю систему обмежень типу рівно-
стей і нерівностей. З нерівності (y1 – 2)2 + (y2 – 2)2 ≤ 2 
можна визначити область допустимих значень (ОДЗ) 
аргументів 0 ≤ y1 ≤ 3, 0 ≤ y2 ≤ 3. У загальному варіанті 

ОДЗ аргументів визначимо з технічного завдання ре-
альних ЗНП. 

1. Знаходимо I1m в ОДЗ аргументів 0 ≤ y1 ≤ 3, 
0 ≤ y2 ≤ 3:

2 2
1 1max 2max 1max 9 .mI y y I= + = =

2. Знаходимо I2m. Обмеження у формі нерівностей 
утворить частинний критерій (якщо нерівностей ба-
гато, то береться їхня сума), і права частина нерівно-
сті [2 у нерівності для (10)] визначає їхнє максимальне 
значення:

I2 = (y1 – 2)2 + (y2 – 2)2; 0 ≤ I2 ≤ I2max = 2.
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3. Знаходимо I3m. Обмеження у формі рівностей 
утворить частинний критерій (а якщо рівностей бага-
то, то також береться їхня сума). Права частина не-
рівності визначає точність, з якою проводитиметься 
знаходження невідомих. Як було зазначено раніше, 
не можна знайти за формулою (9) точний розв’язок, 
тому рівність обчислюватимемо із заданою похибкою: 

I3 = y1 + 2y2 – 4 ≤ 10-3, 0 ≤ I3 ≤ I3max = 10-3.
Тому частинні критерії для ЗНП (10) є такими: 

2 2
1 1 2I y y= + ; 0 ≤ I1 ≤ 9; 

I2 = [(y1 – 2)2 + (y2 – 2) – v2]2; 0 ≤ I2 ≤ 22;
I3 = [y1 + 2y2 – 4]2; 0 ≤ I3 ≤ (10-3)2.
4. Згортаємо отримані частинні критерії у скаляр-

ний критерій за допомогою формули (9):

 ( )
( ) ( ) [ ] ( )

*
2 2 2 22 2 2
1 2 1 21 2

3

22 3
1 2 3

2 222 22 2 2 3
1 2 1 2 1 2

1 1 1min ( ) ;
2 4( 2) ( 2)1 119 102

0 9,  0 2 ,  0 10

або 0 9;  0 2 2 2 ;  0  2  – 4 10 .

y
I y

y y y yy y v

I I I

y y y y y y

−

−

−

= + +
+ + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − −− −− ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

⎡ ⎤≤ + ≤ ≤ − + − ≤ ≤ + ≤⎣ ⎦

 (11)

Знаходимо розв’язок (11). Цей розв’язок буде на-
ближеним. Наприклад, замість уже отриманих точних 
значень ỹ = (0,8; 1,6) методом невизначених множників 
Лагранжа за допомогою оптимізаційних програм мож-
на одержати ỹ = (0,799993259; 1,60000337). Якщо важли-
ва точність, то цей розв’язок можна взяти як початкове 
наближення й уточнити відомими методами. Зауважи-
мо, що оптимізаційні програми для розв’язку ЗНП, за-
звичай, самі одержують наближений розв’язок ỹ.

Визначимо ступінь конфліктності критеріїв нашої 
задачі [5]. Тоді при розв’язанні (11) значення критеріїв 
будуть такі:

I1 = 3,2; I2 = -7,2 × 10-6; I3 = 2,81 × 10-9.

Критерії I2, I3 конфліктують із критерієм цільової 
функції I1, спростити початкову задачу (10) зменшен-
ням кількості критеріїв неможливо.

Висновки. Представлення ЗНП великої розмір-
ності складнішою багатокритеріальною задачею ви-
правдане зниженням обчислювальної складності 
задач ЗНП через регуляризацію некоректної задачі і 
зменшення її розмірності. По суті, отримана багато-
критеріальна модель ЗНП є квазіаналогом відносно 
ЗНП. Можна стверджувати, що здійснюється редук-
ція ЗНП великої розмірності в ЗНП меншої розмір-
ності, яку можна розв’язувати звичайними оптиміза-
ційними методами.
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