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ПРО КРАЙОВУ ЗАДАЧУ ДІРІХЛЕ В РОЗШИРЕНІЙ СОБОЛЮВСЬКІЙ ШКАЛІ 

В розширеній соболювській шкалі досліджена задача Діріхле длѐ довільного правильно 

еліптичного рівнѐннѐ, заданого в обмеженій евклідовій області з гладкоя межея. Цѐ шкала 

складаютьсѐ з гільбертових ізотропних просторів Хермандера, длѐ ѐких показником гладкості 

служить довільна функціѐ, RO-змінна на нескінченності. Доведено, що оператор, відповідний 

задачі, ю обмеженим і фредгольмовим (з нульовим індексом) в цій шкалі. Встановлена апріорна 

оцінка розв’ѐзку задачі і досліджена його гладкість. 
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функціѐ, фредгольмів оператор, апріорна оцінка. 

 

Вступ.Простори Соболюва відіграять фундаментальну роль в теорії еліптичних крайових задач. 

Оператор, відповідний такій задачі, ю обмеженим і нетеровим у підходѐщих парах соболювських 

просторів. З цього важливого факту випливаять теореми про ізоморфізми, породжені задачея, 

апріорні оцінки її розв’ѐзків, твердженнѐ про підвищеннѐ гладкості розв’ѐзків (див., наприклад, *1–

4]). З точки зору застосувань цих результатів, особливо в спектральній теорії диференціальних 

операторів, найбільш корисними ю гільбертові простори. 

У цьому зв’ѐзку природно постаю питаннѐ про дослідженнѐ еліптичних крайових задач в інших 

класах гільбертових функціональних просторів. Тут перспективноя представлѐютьсѐ розширена 

соболювська шкала (р. с. ш.), введена в *5, 6]. Вона складаютьсѐ з усіх гільбертових просторів, 

інтерполѐційних відносно пар гільбертових просторів Соболюва, і припускаю наступний 

конструктивний опис. Р. с. ш. ю класом ізотропних гільбертових просторів Хермандера *4+, длѐ ѐких 

показником гладкості служить довільна радіальна функціѐ, RO-змінна на нескінченності *7+. 

В статті розглѐнута задача Діріхле длѐ довільного правильно еліптичного диференціального 

рівнѐннѐ, заданого в обмеженій евклідовій області з межея класу C


. Вона ю важливим 

прикладом еліптичної крайової задачі. Мета роботи – встановити властивості задачі Діріхле в 

р. с. ш: фредгольмовість відповідного оператора, апріорну оцінку її розв’ѐзків і твердженнѐ про 

підвищеннѐ їх гладкості. 

Відмітимо, що властивості еліптичних операторів на многовидах без края досліджені в р. с. ш в 

роботах *8–11]. Длѐ більш вузького класу просторів Хермандера – уточненої соболювської шкали – 

теоріѐ еліптичних операторів і еліптичних крайових задач побудована в *5+. 

Постановка задачі.Нехай  – довільна відкрита обмежена область в евклідовому просторі 
n

R , де 

2.n   Припустимо, що її межа Γ ю нескінченно гладким замкненим многовидом розмірності 1.n  

Розглѐнемо в області   крайову задачу Діріхле длѐ довільного правильно еліптичного лінійного 

диференціального рівнѐннѐ: 
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Тут 2 2q   ю парний порѐдок рівнѐннѐ (1). Припускаюмо, що всі його коефіціюнти 
a
  ю нескінченно 

гладкими комплекснозначними функціѐми на .  В крайових умовах (2) орт внутрішньої нормалі 

до межі Γ позначений через ν. Покладемо 1: ( ,.., ).qB B B
 

Будемо досліджувати властивості крайової задачі (1), (2) в р. с. ш. 

Розширена соболювська шкала складаютьсѐ з гільбертових ізотропних просторів Хермандера H


, 

длѐ ѐких показником гладкості служить довільний функціональний параметр RO . Ці простори 

означаять на 
n

R  за допомогоя перетвореннѐ Фур’ю, а потім в стандартний спосіб вводѐть на   

і Γ. Наведемо відповідні означеннѐ. 

Клас параметрів RO складаютьсѐ з усіх вимірних за Борелем функцій :[1, ) (0, )     таких, що 
1 ( ) ( )c t t c      длѐ довільних 1t   і [1, ]a  з деѐкими сталими 1a   та 1c   (останні не 

залежать від t і λ, але можуть залежати від  ). Такі функції називаять RO-змінними на 

нескінченності; вони введені В. Г. Авакумовичем в 1936 р.і достатньо повно вивчені *7, с. 86–91]. 

Нам знадобитьсѐ наступна властивість класу RO. Длѐ кожної функції RO  існуять числа  

0 1, ,s s R 0 1,s s  і 0 1, 0c c   такі, що 
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Покладемо 

0 0( ) : sup : вірна ліванерівністьв (3){ }s   R
, 

1 1( ) : inf : вірнаправанерівністьв (3){ }s   R
. 

Тут 0 1( ) ( ) .         Числа 0 ( )   і 1( )   ю відповідно нижнім і верхнім індексами 

Матушевської функції φ. 

Нехай RO . За означеннѐм, гільбертів простір ( )nH
R  складаютьсѐ з усіх повільно зростаячих 

розподілів ( )nw S R  таких, що 
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Тут Fw – перетвореннѐ Фур’ю розподілу w, 
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 ю згладжений модуль вектора ,n R  а 




– гільбертова норма в просторі ( )nH


R . 
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Простір ( )H

  ю звуженнѐм простору ( )nH


R  в область Ω, а ( )H


  складаютьсѐ з усіх розподілів 

на Γ, ѐкі в локальних координатах належать до  
1( )nH

 
R  (див. деталі в *5, с. 139, 150]). Простори 

( )H

  і ( )H


  гільбертові. У випадку степеневої функції ( ) st t   вони стаять просторами 

Соболюва ( )H ( s)

 і  
( )

( )
s

H   порѐдку  .sR  

Результати.Покладемо 

 : : 0 в , 0 на{ }N u C Au Bu      
, 

 : : 0 в , 0 на{ }N w C A w Bw        
. 

Тут A
 ю диференціальний вираз, формально спрѐжений до A. Простори N і N 

 маять однакову 

скінченну вимірність *3, с. 226, 227]. 

Позначимо ( ) :t t  длѐ 1.t   акщо RO , то ROs  длѐ кожного .sR  

Сформуляюмо результати статті. 

Теорема 1.Длѐ довільного функціонального параметра RO  такого, що 0
( ) 1/ 2,q    

 

відображеннѐ ( , ),u Au Bu  де ( )u C  , продовжуютьсѐ юдиним чином (за неперервністя) до 

обмеженого оператора 
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Цей оператор фредгольмів. Його ѐдро дорівняю N, а область значень складаютьсѐ з усіх векторів 
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Тут вирази 
( , )


 

 і 
( , )


 

 позначаять скалѐрні добутки у просторах 2 ( )L   і  2 ( )L   відповідно, а 

також продовженнѐ цих добутків за неперервністя. 

Нагадаюмо, що лінійний обмежений оператор 1 2:T E E , де 1E  і 2E – банахові простори, нази-

ваютьсѐ фредгольмовим, ѐкщо його ѐдро ker T і коѐдро 2 1coker : ( )T E T E  маять однакову 

скінченну вимірність. З нерівності dimcokerT    випливаю, що область значень 1( )T E  оператора T 

замкнена в 2 .E  

Теорема 2.Нехай задано функціональний параметр RO , длѐ ѐкого 0 ( ) 1/ 2q     . Тоді існую 

число ( ) 0c c    таке, що длѐ довільного розподілу 
2
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q

u H


   виконуютьсѐ апріорна оцінка 
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 (6) 

Наступна теорема ю властивістя підвищеннѐ гладкості розв’ѐзку крайової задачі (1), (2) в 

розширеній соболювській шкалі. 

Теорема 3.Припустимо, що розподіл 
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 ю розв’ѐзком крайової задачі (1), (2), де 
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 длѐ деѐкого параметра RO  такого, що 0
( ) 1/ 2q    

. Тоді 
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Доведеннѐ результатів.Доведемо теорему 1. У соболювському випадку, коли ( ) st t   і 1/ 2s q   , 

вона відома (див., наприклад, *2, с. 128–130+ і *3, сс. 223, 224]). Звідси виведемо її за допомогоя 

інтерполѐції з функціональним параметром *5, п. 1.1]. 

Виберемо числа 0 1,s s R  такі, що 0 01/ 2 ( )q s       і 1 1( )s   . Покладемо 
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 при 1t   та ( ) : 1t   при 0 1.t   Функціѐ ψ ю інтерполѐційним 

параметром *5, с. 137]. Длѐ кожного 0 1{ , }s s s  розглѐнемо лінійні обмежені і фредгольмові 

оператори 
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що діять у просторах Соболюва і маять спільне ѐдро N. Їх обмеженість тѐгне за собоя обмеженість 

оператора 
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Він дію у просторах, отриманих інтерполѐціюя з параметром ψ відповідних пар просторів 

Соболюва. 

В силу *5, с. 140+ і *12, с. 8+ маюмо наступні рівності гільбертових просторів з точністя до 

еквівалентності норм у них: 

2
0 1( 2 ) ( 2 )

( ), ( ) ( )[ ] qs q s q
H H H




 
   

, 

0 1( ) ( )
( , ), ( , ) ( , )[ ]

s s
H H H

 
      

. 

Тому останній оператор ю оператором (4). Згідно з *5, с. 35+ він успадковую властивість 

фредгольмовості операторів (7). Окрім того, його ѐдром ю N, а область значень дорівняю 

0( )
( , ) ( , ) ( , )

s
H A B H

    

, тобто складаютьсѐ з усіх векторів 1
( , ,..., ) ( , )

q
f g g H


  

, ѐкі 

задовольнѐять умову (5). 

Теорема 1 доведена. 

Доведемо теорему 2. Розглѐнемо розклад в ортогональну суму 



2 2( ) ( ) : ( , ) 0 для кожного{ }L N u L u w w N      
. 

Позначимо через P ортопроектор простору 2 ( )L   на другий доданок у цій сумі. Її звуженнѐ на 

простір 
2
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  утворяю розклад цього простору в прѐму суму підпросторів 
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Звуженнѐ оператора P на простір 
2
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  ю оператором косого проектуваннѐ цього простору на 

другий доданок в останній сумі паралельно підпростору N. 

В силу теореми 1, звуженнѐ оператора (4) на підпростір 
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Тому длѐ довільного 
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Тут 1c  ю норма оператора, оберненого до (8). Окрім того,  

2
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. (10) 

Тут 2c  ю норма обмеженого оператора 2: ( )P L N  1 , де N розглѐдаюмо ѐк скінченновимірний 

підпростір в  
2

( )
q

H


 . (Нагадаюмо, що в скінченновимірних просторах усі норми еквівалентні.) 

Тепер апріорна оцінка (6) ю прѐмим наслідком формул (9) і (10). Теорема 2 доведена. 

Доведемо теорему 3. Вектор 1
( , ,..., ) ( , )

q
f g g A B u

належить до 
( , )H


 

 за умовоя і задовольнѐю 

(5) в силу теореми 1. Тому, згідно ціюї ж теореми, існую 
2

1
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 таке, що 1 1
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Отже, 1( , )( ) 0,A B u u   тобто 1
: ( ).w u u N C    

 Звідси 
2

1
( )

q

u u w H


   
. Теорема 3 

доведена. 

Висновки.В статті досліджено крайову задачу Діріхле (1), (2) в р. с. ш. Доведено, що цій задачі 

відповідаю обмежений і фредгольмів оператор (4). Длѐ її розв’ѐзків встановлена апріорна оцінка 

(6). Доведена властивість підвищеннѐ гладкості розв’ѐзків в р. с. ш. 
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Anop A.V. 

On the Dirichlet boundary-value problem  

in the extended Sobolev scale 

In the extended Sobolev scale, we investigate the Dirichlet boundary-value problem for an arbitrary 

properly elliptic equation given in a bounded Euclidean domain with smooth boundary. This scale 

consists of isotropic inner product Hörmander spaces whose smoothness index is an arbitrary function 

RO-varying at infinity. We prove that the operator corresponding to the problem is bounded and 

Fredholm (of zero index) on the scale. An a priori estimate for the solutions to the problem is 

established, and their smoothness is investigated. 

Key words: Dirichlet problem, Hörmander space, extended Sobolev scale, RO-varying function, Fredholm 

operator, a priory estimate. 

Статтѐ надійшла до редакції 10.07.2013 р. 



 


