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Вступ. З розвитком електроніки і електроенергетики безперервно зростає складність за-

дач аналізу і проектування електротехнічних пристроїв, що обумовлює необхідність вдоскона-
лення відповідних методів математичного опису, чисельного і комп’ютерного розрахунку елек-
тричних кіл. При цьому задачі дослідження і розрахунку динаміки електричних кіл є найбільш 
трудомісткими. 

Коло таких задач стає все ширшим, а їх складність постійно зростає. Характерним, роз-
повсюдженим на практиці прикладом є складні електричні кола, які містять різнорідні елемен-
ти – як із зосередженими, так і з розподіленими параметрами, що стали невід’ємною частиною 
багатьох електротехнічних та електронних пристроїв. Ця обставина висуває особливі вимоги до 
їх моделей аж до необхідності застосування нетрадиційних моделей, структура яких повинна 
враховувати неоднорідність кіл, що розраховуються. Крім того, для розрахунку та проектуван-
ня значної кількості електричних кіл вихідною інформацією є експериментально отримані дані 
у вигляді неперервних динамічних характеристик цих кіл (перехідних чи імпульсних перехід-
них функцій). В цьому випадку достатньо складно застосувати традиційні моделі у вигляді ди-
ференціальних рівнянь, які відносяться до класу параметричних моделей. Принципово най-
більш ефективними при цьому повинні бути непараметричні моделі, які формуються безпосе-
редньо на основі динамічних характеристик. Цією особливістю володіють моделі у вигляді ін-
тегральних операторів чи рівнянь [1–3]. 

Постановка задачі. Відомі закономірності, що зв'язують фізичні величини основних 
елементів  електричних ланцюгів, використовуються зазвичай для складання диференціальних 
рівнянь ланцюга в цілому, хоча можуть застосовуватися і для складання еквівалентних інтегра-
льних рівнянь. Дійсно, для опису лінійних елементів C і L разом з відомими диференціальними 
співвідношеннями використовуються інтегральні: 

0

1( ) ( ) ,
t

C cu t i s ds
C

= ∫    
0

1( ) ( ) ,
t

L Li t u s ds
L

= ∫                                             (1) 
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де Ci , Li , Cu , Lu  – відповідно струми і напруги конденсатора і котушки.  
Аналогічні залежності справедливі для нелінійного C  − елемента із заданою характерис-

тикою ( )q f u=  або ( )u F q=  1( )f F− =  і динамічною ємністю ( )C u : 

0
( ) ( )

t
q t i s ds= ∫ , 

0
( ) ( )

t
u t F i s ds

 
=    

∫ ,                                                 (2) 

а також для нелінійного L − елемента з характеристикою ( )f iψ =  або ( )i F ψ=  і динамічною 
індуктивністю ( )L i : 

0
( ) ( )

t
t u s dsψ = ∫ , 

0
( ) ( )

t
i t F u s ds

 
=    

∫ .                                              (3) 

Подібні залежності використовуються і за наявності взаємних індуктивностей. 
Вказані залежності природньо доповнюються первинними непараметричними інтеграль-

ними моделями, що отримуються на основі використання поняття закону Ома-Дюамеля 
(Г.Є. Пухов) [4]: 
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∫ ,                         (4) 

де ( )y t , ( )z t  − перехідна провідність та перехідний опір відповідно по відношенню до одинич-

ної напруги та одиничного струму; 
_
( )u t , 

_
( )i t  − напруга холостого ходу та струм короткого за-

микання двополюсника; s  − змінна інтегрування.  
В загальному випадку, довільне електричне коло описується системою інтегральних рів-

нянь Вольтерри – Уринсона [1] 

0 01 1
( ) , , ( ) , , ( )  

t tn m

i if j iq q
j qt t

y t H t s y s ds G t s f s ds
= =

   + =   ∑ ∑∫ ∫ ,                             (5) 

де ( ) ( 1, )iy t i n=  – невідомі величини (струми, напруги чи потоки); ( )qf t  ( 1, )q m=  – функції, 

залежні від зовнішніх джерел і початкових умов; ijH  і iqG  – перетворюючі характеристики 
елементів. У разі лінійного ланцюга замість (5) використовується система лінійних інтеграль-
них рівнянь Вольтерри  

0 01 1
( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

t tn m

i ij j iq q
f qt t

y t H t s y s ds G t s f s ds
= =

+ =∑ ∑∫ ∫ ,                                 (6) 

де, в такому випадку, ядра ( , )ijH t s  і ( , )iqG t s  мають смисл вагових функцій. 
Відповідно до такого підходу будь-який пасивний ланцюг, що містить як елементи із зо-

середженими параметрами так і з розподіленими, розглядається як багатополюсник, що харак-
теризується власною та взаємною перехідною провідністю і може бути описаним єдиним видом 
інтегральної динамічної моделі.  

Таким чином, непараметричні моделі динаміки різнорідних електричних кіл формуються 
у вигляді лінійних або нелінійних інтегральних рівнянь, а також їх систем. Властивості отри-
муваних рівнянь повністю визначаються ядрами цих рівнянь, які і є заданими динамічними ха-
рактеристиками електричних кіл. Ядра мають вигляд функцій двох змінних, різницевих – у разі 
стаціонарних об'єктів або довільних – у разі нестаціонарних об'єктів. Динамічні характеристики 
можуть бути отримані як розрахунковим шляхом так і експериментально. 
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Отримання непараметричних моделей електричних кіл. Розглянемо розрахунок пере-
хідного процесу в ланцюзі з одним нелінійним або змінним параметром. В цьому випадку лан-
цюг завжди можна представити у вигляді двополюсника 1, що має постійні параметри, і двопо-
люсника 2, що є змінною або нелінійною провідністю, індуктивністю, ємністю (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Отримання еквівалентного двополюсника 

 
Нехай двополюсник 2 є змінною резистивною провідністю ( )g g t= . Тоді можна записати 

рівняння: 

1
0 0

( ) ( )[ ( ) ( )]
t t
i s ds y t s u s u s ds= − −∫ ∫ ,                                                 (7) 

1 2( ) ( ) 0i t i t+ = , 2 ( ) ( ) ( )i t g t u t= . 
Виключаючи звідси струми i1 і i2, отримуємо інтегральне рівняння 

0 0

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )]
t t

y t s g s u s ds y t s u s ds− + −=∫ ∫ ,                                         (8) 

розв’язання якого дає напругу ( )u u t=  на змінній провідності ( )g g t= .  
Розглянемо випадок коли двополюсник 2 є нелінійною резистивною провідністю. В цьо-

му випадку для ланцюга рис. 1 можна скласти рівняння 

1
0 0

( ) ( )[ ( ) ( )]
t t

i s ds y t s u s u s ds− −=∫ ∫ ,                                                 (9) 

1 2( ) ( ) 0i t i t+ = , 2 ( ) ( )i t i u= , 
де і(и) – відома функція напруги и. 

Виключаючи з цих рівнянь струми, отримаємо інтегральне рівняння 

0 0

{ ( ) ( ) [ ( )]} ( ) ( )]
t t

y t s u s i u s ds y t s u s ds− + −=∫ ∫ ,                                    (10) 

яке дозволяє визначати напругу на нелінійній провідності.  
Особливості чисельної реалізації непараметричних інтегральних моделей електрич-

них кіл. При чисельному розв'язанні інтегральних рівнянь електричних кіл неминуче дово-
диться замінювати інтеграли, що входять в них скінченними сумами. При цьому отримані скін-
ченні співвідношення можуть бути допоміжними або носять самостійний характер як остаточні 
розрахункові вирази [5]. Достатньо ефективними при розв’язуванні задач з “інженерною” точ-
ністю виявляються алгоритми на основі формул прямокутників і трапецій. При розв’язанні рів-
нянь Вольтерри потрібно також враховувати можливість обчислень з великим числом кроків. 
Така ситуація має місце при моделюванні динамічних об'єктів в природному часі, коли промі-
жок інтегрування може бути дуже великим або навіть наперед невідомим. Важливою особливі-
стю обчислень при цьому є накопичення похибок із зростанням числа кроків, яке визначається 
не стільки величиною кроку і точністю обчислень на ньому, скільки вдалим або невдалим ви-
бором способу заміни інтеграла кінцевою сумою. 
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Для забезпечення високої швидкості обчислень достатньо ефективним є використання 
властивості роздільності ядер [5] 

 

1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t x xm m

i i i i
i ia a a

K t s y s ds t s y s ds t s y s dsα β α β
= =

= =∑ ∑∫ ∫ ∫ .                    (11) 
 

При цьому, на відміну від традиційного квадратурного алгоритму, забезпечується не-
змінна кількість обчислень на кроці, тобто отримано швидкодіючий алгоритм, який може бути 
основою побудови швидкодіючих програмних засобів та спеціалізованих обчислювачів при 
розв’язанні задач аналізу динаміки електричних кіл у реальному часі.  

При розв’язанні систем інтегральних рівнянь Вольтерри, що описують складні електрич-
ні кола, добре зарекомендував себе метод коллокацій [1], заснований на заміні функцій куско-
во-гладкими поліномами. Значною перевагою алгоритмів на основі методу коллокацій є велика 
гнучкість при виборі параметрів заміни функцій кусково-гладкими поліномами. 

При моделюванні сучасних складних електротехнічних систем часто виникає необхід-
ність у відтворенні властивостей окремих елементів схеми з високим степенем адекватності. 
Оскільки електротехнічні системи в багатьох випадках є нелінійними об’єктами, доводиться 
мати справу із нелінійними моделями, в тому числі у вигляді нелінійних інтегральних рівнянь 
та їх систем. Для розв’язування нелінійних інтегральних рівнянь Вольтерри можуть бути вико-
ристані високоточні алгоритми [5]. Алгоритми базуються на застосуванні до інтегрального 
члена рівняння п’яти- і семиточкових квадратурних формул Ньютона-Котеса замкнутого типу. 

Висновок. Непараметричні інтегральні моделі є самостійним та своєрідним видом мате-
матичного опису задач динаміки електричних кіл. На відміну від параметричних моделей, при 
отриманні яких в якості вихідних даних використовуються задані параметри електричного кола 
(постійні чи змінні), непараметричні динамічні моделі формуються на основі заданих динаміч-
них характеристик електричного кола, його частин або окремих елементів, які можуть бути 
одержані у вигляді експериментальних даних або в аналітичному вигляді. Отримані на основі 
динамічних характеристик інтегральні оператори є найбільш простими і разом з тим універса-
льними динамічними моделями електричного кола, оскільки забезпечують адекватність відтво-
рення властивостей електричного кола в межах точності апріорно заданих динамічних характе-
ристик і не вимагають при своєму формуванні яких-небудь методів апроксимації. 
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