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тик активної зони біморфного елемента, пропонується методика визначення координати 
нейтрального шару активної зони. 
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Пьезоэлектрические преобразователи 

широко применяются в разных отраслях тех-
ники [1–5]. Особый интерес представляет при-
менение этих преобразователей в электроаку-
стике [4, 5]. Во многих случаях электроакусти-
ческие преобразователи содержат в качестве 
активного элемента асимметричные биморф-
ные пьезокерамические элементы [4, 5]. 

Изучением асимметричных биморфных 
пьезокерамических элементов (БПЭ) занима-
лись многие исследователи [4, 5, 7–10, 13, 15 
и др.], однако определение координаты ней-
трального слоя, активного слоя БПЭ, которая 
определяет его изгибную жесткость и интег-
ральные характеристики ее напряженного со-
стояния, оказалось вне зоны их внимания. 

Поэтому целью данной работы является 
изучение динамического напряженно-дефор-
мированного состояния асимметричных БПЭ 
в режиме излучения. 

Расчетная схема типового асимметрич-
ного биморфного элемента показана на рис. 1. 

Асимметричный БПЭ (рис. 1) состоит 
из металлической пластины 1 (диска) круглой 
формы, которая по контуру 1R=ρ  крепится к 
неподвижной опоре корпуса. К металлическо-
му диску, соосно с ним, крепится клеем диск 
3 из поляризованной по толщине пьезокера-
мики. Поверхности hz −=  и ( )α+−= hz  пьезо-
керамического диска покрыты тонким слоем 
металла (металлизированы). В режиме излу-
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чения акустических волн к металлизирован-
ным поверхностям пьезокерамического диска 
прикладывается разность электрических по-
тенциалов, которая формируется генератором 
с выходным электрическим импедансом гZ . 
Полагая, что рассматриваемая физическая 
система является линейной, будем считать, 
что на выходе генератора электрических сиг-
налов существует гармонически изменяющая-
ся во времени разность электрических потен-
циалов ti

гeU ω  ( гU  - амплитуда; 1i −= ; ω  - 
круговая частота смены знака разности по-
тенциалов; t  - время). 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема асимметричного би-
морфного пьезокерамического элемента в ре-
жиме излучения акустических волн: 1 – метал-
лическая пластина; 2 – корпус; 3 – пьезоэлемент 

 
Так как предполагается выполнение не-

равенства ( ) 1Rh <<α+ , отсюда следует, что 
можно воспользоваться гипотезой Кирхгофа 
[6] о недеформируемом поперечном сечении 
диска. Логические построения, которые опи-
раются на эту гипотезу, неизбежно приводят к 
бигармоническим уравнениям для амплитуд 
гармонически изменяющихся во времени пе-
ремещений нейтральной плоскости пластины. 

В цилиндрической системе координат 
( )z,,ϑρ  эти уравнения записываются в сле-
дующем виде: 

 

( ) [ ]RDww z ,00ˆ 1
4
0

4 ∈∀=−−∇ ∗ ρρσλ ,   (1) 
 

( ) [ ]11
4
11

4 ,0ˆ RRDww
Mz ∈∀=−−∇ ∗ ρρσλ , (2) 

 

где 224 ∇∇=∇  - лапласиан лапласиана, 
при этом, в случае осевой симметрии, т. е. 
независимости амплитуд гармонически изме-
няющихся во времени прогибов w  и 1w  ак-
тивной ( R0 ≤ρ≤ ) и пассивной ( 1RR ≤ρ≤ ) об-
ластей биморфного элемента от значений ок-
ружной координаты ϑ , дифференциальный 

оператор 







ρ∂
∂

ρ
ρ∂
∂

ρ
=∇

12 ; ( ) 1M0
24

0 Dhρ+αρω=λ  

- четвертая степень волнового числа попереч-
ных колебаний активной зоны биморфного 
элемента; 0ρ  и Mρ  - плотности пьезокерамики 
и металлической пластинки; 1D  - изгибная 
жесткость активной зоны; ( )ρσ∗

zˆ  - равнодейст-
вующая реакции окружающей среды; 

MM
24

1 Dhρω=λ  - четвертая степень волнового 
числа поперечных колебаний пассивной зоны 
биморфного элемента; ( )[ ]23

M 112hED ν−=  – 
изгибная жесткость [6] металлической плас-
тинки, упругие свойства которой характери-
зуются модулем Юнга E  и коэффициентом 
Пуассона ν . 

Общее решение уравнения (1) можно 
записать в следующем виде: 

 

( ) ( ) ( )ρλ+ρλ=ρ 002001 ICJCw ,           (3) 
 

где 1C  и 2C  - подлежащие определению кон-
станты; ( )ρλ00J  и ( )ρλ00I  - функция Бесселя и 
модифицированная функция Бесселя нулевого 
порядка. 

Общее решение уравнения (3) имеет вид 
 

),()(
)()()(

106105

1041031

ρλ+ρλ+

+ρλ+ρλ=ρ

KCIC
NCJCw   (4) 

 

где 63 C,...,C  – неизвестные и подлежащие 
определению в ходе решения задачи констан-
ты; ( )ρλ10J , ( )ρλ10N , ( )ρλ10I  и ( )ρλ10K  – функ-
ция Бесселя, Неймана, модифицированная 
функция Бесселя и функция Макдональда ну-
левого порядка. Общее решение (4) должно 
удовлетворять граничным условиям на конту-
ре 1R=ρ , которые в зависимости от условий 
закрепления контура записываются тем или 
иным образом. Так, для случая абсолютно 
жесткого закрепления контура 1R=ρ  функция 

( )ρ1w  должна удовлетворять следующим ус-
ловиям: 
 

.R0)(w
,R0)(w

1
1

11

=ρ∀=
ρ∂

ρ∂
=ρ∀=ρ

             (5) 

 

Помимо граничных условий на контуре 
1R=ρ , функция ( )ρ1w  должна удовлетворять 

условиям кинематического и динамического 
сопряжения на контуре R=ρ , который разде-
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ляет активную и пассивную зоны биморфного 
пьезоэлектрического элемента.  

Эти условия записываются следующим 
образом 

 

,R0QQ,R0MM

,R0)(w)(w,R0)(w)(w

)1()1(

1
1

=ρ∀=−=ρ∀=−

=ρ∀=
ρ∂

ρ∂
−

ρ∂
ρ∂

=ρ∀=ρ−ρ

ρρ

(6) 

 

где ( )ρw  и ρ∂ρ∂ )(w  – прогибы и углы пово-
рота цилиндрических поперечных сечений в 
активной зоне биморфного пьезоэлектрическо-
го элемента; ρM  и )1(Mρ  – линейные плотности 
изгибающих моментов в активной и пассив-
ной зонах биморфного элемента соответст-
венно, определенные относительно одной и 
той же криволинейной оси; Q  и ( )1Q  – линей-
ные плотности поперечных сил в активной и 
пассивной зонах. 

Граничные условия (5) и условия со-
пряжения решений (6) образуют систему ал-
гебраических уравнений, из которой опреде-
ляются константы 61 C,...,C  в составе общих 
решений (3) и (4).  

И в активной, и в пассивной зонах би-
морфного пьезоэлектрического элемента на-
пряженно-деформированное состояние опре-
деляется гипотезой Кирхгофа [6], которую 
применительно к данной ситуации можно 
сформулировать следующим образом: мате-
риальные частицы биморфного пьезоэлектри-
ческого элемента, образующие в своей сово-
купности поперечное цилиндрическое сече-
ние const=ρ , в процессе поперечного осе-
симметричного изгиба движутся как единое 
жесткое целое, при этом цилиндрическое се-
чение остается перпендикулярным некоторой 
поверхности, которая называется нейтраль-
ным слоем, и поворачивается на угол ( )ρΨ  
вокруг криволинейной (кольцевой) оси, кото-
рая располагается в этом слое. Материальные 
частицы нейтрального слоя при поперечном 
изгибе не перемещаются в радиальном и ок-
ружном направлениях. 

Повороты цилиндрических поперечных 
сечений приводят к тому, что одновременно с 
радиальными перемещениями материальные 
частицы биморфного элемента перемещаются 
вдоль аксиальной оси Oz  и вот эти переме-
щения, одинаковые для всех материальных 
частиц в составе цилиндрического поперечно-
го сечения, называются в теории поперечного 

изгиба прогибами. Так как числовое значение 
функции, т. е. прогиба ( )ρw  равно отклоне-
нию любой, перпендикулярной оси Oz , плос-
кости от положения равновесия, то при малых 
прогибах между углом поворота цилиндри-
ческого сечения ( )ρΨ  и функцией ( )ρw  суще-
ствует взаимно однозначная связь 

ρ∂
ρ∂

−=ρΨ
)(w)( ,                     (7) 

где ( )ρw  - прогибы активной зоны R0 ≤ρ≤  
биморфного элемента. 

На основании соотношения (7) можно 
показать, что деформированное состояние 
биморфного пьезоэлектрического элемента 
определяется двумя компонентами тензора 
деформации, а именно ρε  и ϑε , причем 

 

2

2wz
ρ∂

∂
−=ε ∗

ρ ,      
ρ∂

∂
ρ

−=ε
∗

ϑ
wz ,      (8) 

 

где ∗z  - расстояние от нейтральной плоскости 
(рис. 2), которое отсчитывается вдоль акси-
альной оси ∗z , связанной с осью z  исходной 
системы координат (рис. 1) очевидным соот-
ношением 0zzz +=∗ ; 0z  – абсолютное значе-
ние координаты нейтральной плоскости ак-
тивной зоны биморфного пьезоэлектрическо-
го элемента. Параметр 0z  является сущест-
венным параметром исследуемой задачи и 
подлежит тщательному определению. Пока 
же будем считать, что параметр 0z  известен. 

R
z*

O

z0

- h + z0
- h -  + z0

 
Рис. 2. К определению деформаций и напряже-
ний в активной зоне биморфного элемента 

 
Уточним структуру матриц материаль-

ных констант поляризованной по толщине 
пьезокерамики. 

Матрица модулей упругости Ecβλ   
( 6,...,1, =λβ  - индексы Фойгта), эксперимен-
тально определяемых в режиме постоянства 
(равенства нулю) напряженности электриче-
ского поля (символ E ), имеет структуру, 
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практически совпадающую со структурой 
матрицы трансверсально изотропной среды, и 
записывается в следующем виде: 

 

E
66

E
55

E
44

E
33

E
23

E
22

E
13

E
12

E
11

E

c
0c
00c
000c
000cc
000ccc

c =βλ .     (9) 

 

Элементы матрицы (9) соотносятся между 
собой следующим образом: E

33
E
22

E
11 ccc ≠= ; 

E
13

E
12 cc ≈ ; E

23
E
13 cc = ; E

55
E
44 cc = ; 

( ) 2ccc E
12

E
11

E
11 −= . 

Матрица пьезоэлектрических модулей 
βke  ( 6,...,1;3,2,1k =β= ) имеет следующий вид: 

 

000eee
00e000
0e0000

e

333231

24

15

k =β ,   (10) 

 

где 333231 eee ≠= ; ( ) 2eeee 31332415 −== . 
 

Матрица диэлектрических проницаемо-
стей ε

βχ , элементы которой определяются в 
режиме постоянства (равенства нулю) дефор-
маций (символ ε ), записывается следующим 
образом: 

ε

ε

ε

ε
β

χ
χ

χ
=χ

3

2

1

0
00

,               (11) 

при этом εεε χ=χ=χ 321 . 
В дальнейшем изложении равновеликие 

материальные константы будут обозначаться 
одинаковыми символами. 

Из общей записи обобщенного закона 
Гука для среды с пьезоэлектрическими свой-
ствами [14] следует, что деформациям ερ и εϑ 
соответствуют нормальные напряжения σρ и 
σϑ, причем 

 

z31
E
12

E
11 Eecc −ε+ε=σ ϑρρ ,            (12) 

z31
E
11

E
12 Eecc −ε+ε=σ ϑρϑ ,           (13) 

 

где zE  - аксиальный компонент вектора на-
пряженности результирующего электрическо-
го поля. 

При записи соотношений (12) и (13) 
было принято, что в тонком, покрытом элект-

родами диске, в любой точке его объема, все-
да выполняется неравенство zEE <<ρ  и по-
этому радиальный компонент ρE  был принят 
равным нулю. Помимо этого, при записи 
формул (12) и (13) были приняты во внимание 
числовые соотношения между модулями уп-
ругости Ecαβ  и пьезомодулями βke  в матрицах 
(9) и (10). 

Напряжения в металлической пластине 
активной зоны БПЭ определяются по стан-
дартной схеме [6]: 
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2
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где E  и ν  – модуль Юнга и коэффициент Пу-
ассона материала металлической пластинки. 

Для того чтобы построить уравнение 
движения элемента активной зоны биморфно-
го пьезоэлектрического элемента, рассмотрим 
интегральные характеристики напряженного 
состояния в области R0 ≤ρ≤ . 

Двумя плоскостями const=ϑ  и ϑ+ϑ d  и 
двумя цилиндрическими поверхностями ρ  и 

ρ+ρ d  выделим элемент активной зоны би-
морфного пьезоэлектрического элемента 
(рис. 3). Рассмотрим силовые факторы, дейст-
вующие на гранях этого элемента. 

 

-h- +z0

z

z*

dd
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O

D
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M
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B
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Q
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dSdS

z

-h+z0

M

 
 

Рис. 3. К расчету интегральных характеристик 
напряженного состояния активной зоны БПЭ 
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Так как мембранные деформации в ак-
тивной зоне БПЭ отсутствуют по определе-
нию (считается, что деформации слоев неве-
лики, и поперечный изгиб можно рассматри-
вать как чистый изгиб), то действующие на 
боковых гранях бесконечно малой призмы 

1111 DCBABCDA  нормальные напряжения ρσ , 

ϑσ , M
ρσ  и M

ϑσ  не должны создавать нормаль-
ных сил, но создают изгибающие моменты. 
Определим эти изгибающие моменты сле-
дующим образом: 

 

∫
+α−−

∗
ρ

∗
ρ ϑρσ=ϑρ⋅

0

0

z

zh

ddzzdM , 

∫
+α−−

∗
ϑ

∗
ϑ ρσ=ρ⋅

0

0

z

zh

ddzzdM , 

 

где ρM  и ϑM  имеют смысл линейной плотно-
сти моментов сил, которые создаются нор-
мальными напряжениями ( )M

ρσ  и ( )M
ϑσ  соответ-

ственно. Из последних определений следует, 
что линейные плотности ρM  и ϑM  определя-
ются следующим образом: 
 

∫
+α−−

∗
ρ

∗
ρ σ=

0

0

z

zh

dzzM ,  ∫
+α−−

∗
ϑ

∗
ϑ σ=

0

0

z

zh

dzzM .   (16) 

 

Подставляя в определения (16) выраже-
ния для расчета нормальных напряжений в 
пьезокерамике и металлическом слое актив-
ной зоны биморфного пьезоэлектрического 
элемента, получаем 

 

( )

( ) ∗∗ −−+
∂
∂

−

−−+
∂
∂

−=

00

02

2

1 MDDDkw

DDDwM

мпэ

мпэ

ν
ρρ

ρρ

,    (17) 

( )

( ) ∗

∗

−−+
∂
∂

−

−−+
∂
∂

−=

00

02

2

1 MDDDw

DDDkwM

мпэ

мпэ

ρρ

ν
ρϑ

,   (18) 
 

где ( ) ( )[ ]3
0

3
0

D
11пэ zhzhс

3
1D +α−−−+−=  – из-

гибная жесткость пьезокерамического диска; 

( )[ ]3
0

3
02м zhz

)1(3
ED −+

ν−
=  – изгибная жест-

кость металлического слоя в составе активной 
зоны биморфного элемента; 

( ) ( ) ( )[ ]2
0

2
0

3

0
2
31

0 zhzh
4

z2h2eD +α−−−+−
χ

α−+−
=

ε

 – дополнительная изгибная жесткость, кото-
рая учитывает связность электрических и уп-
ругих полей в объеме деформируемого пьезо-
электрического диска; 

( ) ( )[ ]2
0

2
0

031
0 zhzh

2
Ue

M +α−−−+−
α

=∗  – момент 

внешних сил, т. е. изгибающий момент, кото-
рый создают радиальные смещения матери-
альных частиц пьезокерамического диска, де-
формирующегося под действием приложенной 
извне разности электрических потенциалов. 

Далее после достаточно простых и оче-
видных преобразований можно получить 
уравнение для амплитуд гармонически изме-
няющихся во времени прогибов и реакций 

 

1

z4
0

4

D
)(ˆ

)(w)(w ρσ
=ρλ−ρ∇

∗

,          (19) 
 

где 1м0
24

0 D/)h( ρ+αρω=λ . Уравнение (19) 
имеет смысл уравнения установившихся гар-
монических колебаний материальных частиц 
активной зоны биморфного БПЭ. 

Далее определим координаты нейтраль-
ного слоя активной зоны асимметричного би-
морфного пьезоэлектрического элемента.  

При определении интегральных харак-
теристик напряженного состояния активной 
зоны биморфного пьезоэлектрического эле-
мента было сказано, что нормальные напря-
жения βσ  ( ϑρ=β , ) не создают на боковых 
поверхностях элементарной призмы 

1111 DCBABCDA  нормальных сил. Если линей-
ную плотность нормальных сил обозначить 
символом βN , то последнее утверждение эк-
вивалентно условию следующего вида: 

 

∫
+α−−

∗
ββ =σ=

0

0

z

zh

0dzN .              (20) 

 

Из соотношения (20) следует, что отри-
цательные и положительные площади под 
эпюрами нормальных напряжений βσ  равны 
по абсолютной величине. Так как величины 
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βσ  линейно зависят от координаты ∗z , то 
эпюры нормальных напряжений βσ  в любом 
поперечном сечении const=ρ  будут подобны 
эпюре ( )∗

βσ z , которая показана на рис. 4. 
Из приведенных на рис. 4 построений 

следует, что равенство (36) эквивалентно ра-
венству площадей 

 

ββ = HGOABCDO 11
SS .                   (21) 

 

O

z0

-h+z0

-h- +z0

z*

H G

O1

DA

B F C

R

 
 

Рис. 4. К определению координаты нейтрально-
го слоя активной зоны биморфного элемента 

 
Очевидно, что 

ββββ
DFCFBFDADOABCDO SSSS ++=

11
, причем 

( ) 2)zh(zhS 0
м

0ADO1
+−σ+−= β

β ;  

( )0ABFD zhS +−ασ= β
β ; 
β
DFCS ( ) ( )[ ] 200 zhzh +−−+−−= ββ σασα ,  

 

где ( )∗
βσ z  – нормальные напряжения в пьезо-

керамическом диске ( z,ρ=β ), а ( )∗
βσ zM  – 

нормальные напряжения в металлическом 
слое активной зоны биморфного элемента. 
Правая часть равенства (21), т. е. площадь 

2)z(zS 0
м

0HGO1 βσ= . 
После простых преобразований получаем 

 

( ) ( )

( ) ( )
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kchzhE

kcEzh

D

D

1
1

2
2
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1
1

2
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0
2

110

α
ν

ν
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.

     (22) 

 

Условие (22) выполняется тогда и толь-
ко тогда, когда 

( ) ( )( )
( )( ) ( )[ ]hE1k1c2

h2k1ch2hEz D
11

2D
11

2

0
−α−ν−+α

ε+α++α−
=

∗

∗

.  (23) 

 

При α>>h  из (23) следует, что 
2hz0 = . 
Как следует из модельного представле-

ния деформированного состояния активной 
зоны асимметричного биморфного элемента, 
колебания поперечного изгиба будут наблю-
даться только в том случае, когда координата 
нейтрального слоя удовлетворяет двойному 
неравенству hz0 0 << , т. е. когда нейтраль-
ный слой активной зоны находится в объеме 
металлической пластинки. Подставляя в это 
неравенство выражение (23), приходим к вы-
воду, что колебания поперечного изгиба мо-
гут быть реализованы в том случае, когда вы-
полняется неравенство следующего вида: 

( )∗+α>
ν−

k1c
1

Eh D
11

2
2

.           (24) 

Условие (24) имеет смысл условия су-
ществования колебаний поперечного изгиба в 
асимметричном БПЭ в режиме излучения 
акустических волн. 

После того как определен параметр 0z , 
вычисляются в явном виде составляющие из-
гибной жесткости 1D , т. е. величины ПЭD , MD  
и 0D , и определяется линейная плотность 
внешнего изгибающего момента ∗

0M . 
Выводы: 
1. Изучены деформации, напряжения и 

интегральные характеристики напряженного 
состояния активной зоны асимметричного 
биморфного пьезокерамического элемента, 
которые корректно учитывают силы Кулона, 
возникающие в деформируемом пьезоэлек-
трическом диске. 

2. Построено уравнение установивших-
ся гармонических колебаний поперечного из-
гиба, в котором учитывается взаимодействие 
биморфного элемента с окружающей средой. 

3. Предложена новая методика опреде-
ления координаты нейтрального слоя актив-
ной зоны асимметричного биморфного эле-
мента и сформулированы условия существо-
вания колебаний поперечного изгиба. 
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