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Аннотация. Двухстепенной гирокомпас (ДГК) не используется на подвижных объектах 

ввиду его чрезвычайной чувствительности к угловым колебаниям основания, на котором он 
установлен. При этом на первый план в образовании погрешности выходит постоянное от-
клонение главной оси гирокомпаса от направления на север. Именно оно не позволяет приме-
нять ДГК в реальных условиях даже незначительной качки.  

Однако жесткая зависимость постоянной составляющей погрешности ДГК от пара-
метров качки основания позволяет надеяться на использование ее для компенсации этой по-
грешности. Представляет интерес исследовать, как влияет высокочастотная интенсивная 
угловая вибрация корпуса на параметры вынужденных колебаний ДГК.  

В работе рассматривается именно эта задача. По программной модели исследовано по-
ведение ДГК в указанных условиях, построена теоретическая модель, позволяющая опреде-
лить параметры исследуемого движения. Показана хорошая совместимость теоретических и 
модельных результатов.  
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Abstract. Two-stage gyrocompass (TSG) is not used on moving objects because of its extreme 
sensitivity to angular fluctuations of the base on which it is installed. Thus in the forefront in error 
formation a constant deviation of the main gyrocompass axis from northern direction is put. It is this 
that does not allow the use of TSG in real conditions of even minor pitching. 

However, rigid dependence of TSG error fraction on the parameters of base pitching allows to 
hope to use it for the error reduction. The investigation of the influence of high-intensive angular case 
vibration on the parameters of forced TSG oscillations is of interest. 

This paper considers exactly this task. After software model TSG behavior in specified 
conditions is studied, theoretical model that allows to determine the parameters of the movement 
under test is built. Good compatibility of theoretical and modeling results is shown. 

Keywords: TSG, intense base vibration, balance method. 
 
Постановка задачи. Кинематика двух-

степенного гирокомпаса представлена на 
рис. 1. Ось рамки 1y  в среднем (при незначи-
тельных угловых вибрациях корпуса ДГК) 
совпадает с вертикалью места η . 

Уравнение движения ДГК при качке ос-
нования будем рассматривать в виде 

( ) M
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E
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]sincos

cos[

3
&

&&&
, (1)  

где β  – текущее отклонение главной оси ги-
роскопа от направления на север; J  – мо-
мент инерции ДГК относительно оси 1y ; H – 
кинетический момент гироскопа; 3ω  – угло-
вая скорость собственного вращения Земли; 

Гϕ  – географическая широта места; Eϑ  и 

Nϑ  – углы качки основания соответственно 
вокруг касательной к параллели места и по-
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луденной линии; M  – момент сил по изме-
рительной оси. 

 

 
Рис. 1. Кинематика поворотов двухстепенного 

гирокомпаса 

В безразмерной форме уравнение (1) с 
учетом сил вязкого трения в измерительной 
оси удобно представить следующим образом: 

0cos)(
sin)](1['2"

=βτ′+
+βτ′++ζβ+β

A
B

, (2) 

где штрих обозначает производную по без-

размерному времени; 
J

H Гϕω
=ω

cos3
0  – 

частота собственных малых колебаний глав-
ной оси гирокомпаса относительно северного 
направления; ζ  – относительный коэффици-
ент затухания;  

)()( τϑ′=τ′ EkA ; )()( τϑ′=τ′ NkB ; 

ГJ
Hk

ϕω cos3
= .  (3) 

В дальнейшем рассматривается гармо-
ническая качка, происходящая по законам  

)sin(ντϑ=ϑ EmE ; )sin( ε+ντϑ=ϑ EmN  (4) 

с относительной частотой 
0ω

ω
=ν , где 0ω  – 

частота качки; амплитудами Emϑ  угла качки 
вокруг оси запад-восток и Nmϑ  – вокруг по-
луденной линии. В этих условиях уравнение 
(2) приобретает вид 

0cos)cos(
sin)]cos(1['2"

=βντν+
+βε+ντν++ζβ+β

E
N

, (5) 

где EmkE ϑ=  и NmkN ϑ=  – приведенные ам-
плитуды качки. 

Оценим возможные соотношения пара-
метров качки основания и параметров вы-

званного ею движения главной оси ДГК отно-
сительно направления на север. 

Если гирокомпас с кинетическим мо-
ментом 10 =H  Н м с и моментом инерции 

3101607,1 −⋅=J  Н м с2 расположен на эква-
торе ( )0=ϕГ , то период его собственных 
колебаний будет равен (см. [1, c. 423…438]) 

250 ≈T  с, т. е. частота его собственных коле-
баний составит 04,00 ≈ω  Гц. Частота же ω  
угловых колебаний корпуса ДГК на подвиж-
ных объектах обычно намного превышает эту 
величину, т.е. возмущения ДГК являются вы-
сокочастотными ( 1>>ν ). Поэтому к высоко-
частотным можно относить воздействия с 
частотами более 0,25 Гц. 

В соответствии с [1, c. 430] качка осно-
вания с частотой ω  = 1 Гц и амплитудой все-
го в одну угловую минуту может привести 
при принятых параметрах ДГК к постоянному 
отклонению его главной оси от меридиана на 
угол около o30 , а амплитуда вынужденных 
колебаний главной оси гирокомпаса относи-
тельно этого центра будет составлять около 
2,3 . Иначе говоря, качку основания с ампли-
тудой более угловой минуты следует рас-
сматривать как интенсивную. При этом при-
веденные амплитуды при принятых парамет-
рах гирокомпаса становятся равными 

*3438 EmEmE ϑ=ϑ⋅= , *3438 NmNmN ϑ=ϑ⋅= , 

где через *
Emϑ  и *

Nmϑ  обозначены соответст-
вующие амплитуды, выраженные в угловых 
минутах. Итак, в этом случае приведенные 
амплитуды можно полагать амплитудами 
реальной качки, выраженными в угловых ми-
нутах. Поэтому, если приведенные амплиту-
ды качки основания превышают единицу, то 
такую качку будем полагать интенсивной. 

Задачей исследования является нахож-
дение параметров возможных установившихся 
вынужденных колебаний устройства по углу 
β  в условиях высокочастотной ( 1>>ν ) и ин-
тенсивной качки.  

В дальнейшем ограничимся рассмотре-
нием движения при угловой вибрации осно-
вания вокруг неподвижной относительно 
Земли горизонтальной оси, составляющей с 
касательной к параллели места некоторый 
угол ϕ . В этом случае можно полагать 

ϕ= cosmVE ; ϕ= sinmVN ; 0=ε , 
где mV  – приведенная амплитуда угла качки. 
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1. Теоретическое исследование. Как 
показывает практика, для анализа поведения 
ДГК при интенсивной вибрации основания 
методы малого параметра неприменимы, так 
как они существенно опираются на предпо-
ложение о малости внешних возмущений. 
Также неприменимым оказался и минимакс-
ный метод Т. Г. Стрижак [2], хорошо пока-
завший себя в применении к маятнику на 
вибрирующем основании. В этом случае ме-
тодика Т. Г. Стрижак не позволяет прийти к 
усредненным уравнениям движения ДГК. По-
этому рассмотрим следующую последова-
тельность операций, которую назовем мето-
дом баланса. 

Компьютерное моделирование, состоя-
щее в численном интегрировании уравнения 
(5), показало, что основным режимом движе-
ния рассматриваемой системы являются уста-
новившиеся вынужденные колебания оси соб-
ственного вращения ДГК относительно неко-
торого смещенного от направления на север 
центра. Поэтому частное решение уравнения 
(5) будем искать в виде суммы двух состав-
ляющих )()( τβ∆+β=τβ , где β  предполага-
ется медленно меняющимся средним значе-
нием угла β  за период высокочастотного воз-
действия (центром малых колебаний маятни-
ка), а )(τβ∆  – высокочастотной центрирован-
ной составляющей этого угла со средним зна-
чением, равным нулю ( 0)( =τβ∆ ).  

Теперь уравнение (5) можно предста-
вить так: 

0)cos()cos(cos

)sin()]cos(sin1[
'2"'2"

=β∆+βντϕν+

+β∆+βντϕν++

+βζ+β+β∆ζ+β∆

m

m

V
V .  (6) 

Как показало моделирование, амплиту-
ды вынужденных колебаний ДГК малы по 
величине ( 1<<β∆ ) даже при интенсивной 
вибрации основания. Это позволяет рассмат-
ривать вместо уравнения (6) его приближен-
ную модификацию 

+β∆ϕ−βντν−β+β∆ζ+β∆ )]sin()cos([cos'2" mV  

0)cos()cos(sin'2" =ϕ−βντν+β+βζ+β+ mV . (7) 
Чтобы получить уравнение для опреде-

ления медленного движения )(τβ , усредним 
уравнение (7) по быстрому времени. Получим 

0)cos()sin(
sin'2"

=ντβ∆ϕ−βν−

−β+βζ+β

mV
, (8) 

которое можно и удобнее использовать в та-
ком виде: 

0)sin()()sin(
sin'2"

=νττβ′∆ϕ−β+

+β+βζ+β

mV
. (9) 

Вычитая из исходного уравнения (7) ус-
редненное уравнение (8), получим уравнение 
центрированных членов: 

0)cos()cos(

])cos()()())[cos(sin(
cos'2"

=ϕ−βντν+

+νττβ∆−τβ∆ντϕ−βν−

−β∆β+β∆ζ+β∆

m

m

V

V . 

Пусть частота вибрации основания (а 
значит, и частота изменения центрированной 
составляющей движения ДГК) намного боль-
ше частоты собственных колебаний ДГК 
( 1>>ν ). Тогда все члены левой части полу-
ченного уравнения будут намного меньше по 
амплитуде первого и последнего слагаемых, и 
ими можно пренебречь. В результате придем в 
первом, грубом приближении к соотношению 

0)cos()cos(" =ϕ−βντν+β∆ mV  
или, интегрируя,  

)sin()cos( ντϕ−β−≈β′∆ mV .  (10) 
Теперь можно конкретизировать урав-

нение (9) медленного движения: 

0)(2sin
4
1sin'2" 2 =ϕ−β−β+βζ+β mV . (11) 

Уравнение (11), в отличие от исходного 
нестационарного уравнения (6), является 
уравнением с постоянными коэффициентами. 

Отличительной особенностью уравне-
ния (11) является то, что оно позволяет иссле-
довать не только положения равновесия, но и 
переходный процесс установления вынуж-
денных колебаний. Кроме того, из соотноше-
ния (10) можно также определять амплитуду 
вынужденных колебаний. 

Сумма последних двух слагаемых левой 
части уравнения (11) представляет собой без-
размерный позиционный момент сил 

)](2sin[
4
1sin)( 2 ϕ−β−β=β mVP . 

Равенство его нулю определяет поло-
жение *β  равновесия (т. е. центра стационар-
ных колебаний). Итак, центры стационарных 
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колебаний могут быть определены решения-
ми тригонометрического уравнения 

0)(2sin
4
1sin *2* =ϕ−β−β mV . (12) 

В диапазоне π≤β<π−  уравнение (12) 
может иметь от одного до четырех корней. 
Соответствует ли найденный корень устойчи-
вому центру, определяется знаком функции 

)(2cos
2
1cos)()( 2 ϕ−β−β=

α∂
β∂

=βΦ mVP  

при найденном значении *β  корня. Если вы-

полняется условие 0)( * >βΦ , то найденный 

центр колебаний *β  устойчив. При отрица-
тельном значении этой величины соответст-
вующий центр является неустойчивым. 

Нетрудно видеть, что выражение )( *βΦ  

определяет квадрат безразмерной частоты *
0ν  

переходных колебаний ДГК при установле-
нии колебаний относительно центра *β : 

)(2cos
2

cos)( *
2

***
0 ϕ−β−β==βΦ=ν mV . (13) 

Возвращаясь к центрированной состав-
ляющей решения, найдем из (10): 

)sin()cos( * ντϕ−β−≈β′∆ mV , 

откуда следует 

)cos()cos( * ντϕ−β
ν

≈β∆ mV
. 

Амплитуда вынужденных колебаний 
ДГК определяется выражением 

)cos( * ϕ−β
ν

≈β m
m

V
.              (14) 

1.1. Колебания основания вокруг оси 
север-юг 

Колебаниям основания вокруг оси север-
юг соответствует значение угла o90=ϕ . При 
этом формулы (12)…(14) приобретают вид: 

0)cos
2
11(sin *2* =β+β mV ; 

*
2

**
0 2cos

2
cos β+β=ν mV

; *sin β
ν

≈β m
m

V
. 

Изучение их приводит к следующим 
выводам: 

1.  Центры, соответствующие кор-

ням 2
* 2cos

mV
−=β , всегда неустойчивы. 

2. Северное положение равновесия 
главной оси ДГК при качке основания вокруг 
оси север-юг всегда устойчиво, а сами вы-
нужденные колебания имеют амплитуду, 
равную нулю.  

3. Южное положение равновесия 
становится устойчивым, если приведенная 
амплитуда mV  качки основания вокруг по-
луденной линии превышает величину  

2>mV .  (15) 
Амплитуда вынужденных колебаний 

относительно южного положения также 
равна нулю. 

4. Частота переходного процесса при 
приближении главной оси гирокомпаса к 
северному направлению определяется вы-

ражением   
2

1
2

*
0

mV
+=ν . 

5. Частота переходного процесса при 
приближении главной оси гирокомпаса к 
южному направлению определяется выра-

жением 1
2

2
*
0 −=ν mV

. 

На рис. 2 показаны (линиями с точками) 
графики зависимостей частот переходного 
процесса относительно северного (синяя ли-
ния) и южного (красная линия) положений 
равновесия ДГК от амплитуды качки основа-
ния вокруг полуденной линии. На том же ри-
сунке квадратными маркерами показаны ре-
зультаты измерения относительных частот 
переходных процессов, полученных компью-
терным моделированием при частоте качки 

10=ν  и 20=ν .  
Нетрудно видеть, что при малых ампли-

тудах (
3
ν

<mV ) вибрации метод баланса (при-

водящий к тем же результатам, что и метод 
усреднения) дает удовлетворительное совпа-
дение с модельным экспериментом. Однако 

при больших амплитудах (
32
νν

>> mV ) раз-

личие эксперимента с теорией достигает 35 %.  
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Рис. 2. Частота переходного процесса при качке 

вокруг полуденной линии 

1.2. Колебания основания вокруг оси 
восток-запад 

В этом случае 0=ϕ  и формулы 
(12)…(14) приобретают вид: 

0)cos
2
11(sin *2* =β−β mV ; 

*
2

**
0 2cos

2
cos β−β=ν mV

; *cosβ
ν

≈β m
m

V
. 

Поэтому выводы следуют такие. 
1. При колебаниях основания вокруг 

оси запад-восток колебания ДГК относи-
тельно направления на север устойчивы, 
если амплитуда качки основания подчиня-
ется условию 

2<mV ,  (16) 
при этом установившиеся вынужденные 

колебания имеют амплитуду 
ν

=β m
m

V
 и 

становятся неустойчивыми при амплиту-
де скорости, подчиняющейся условию (15).  

2. Частота переходного процесса 
относительно направления на север опре-

деляется выражением 
2

1
2

0
mV

−=ν , т. е. 

уменьшается (от единицы до нуля при ам-
плитуде 2=mV ) с ростом интенсивно-
сти вибрации основания. 

3.  При качке основания вокруг линии 
запад-восток колебания ДГК относительно 
южного положения равновесия всегда не-
устойчивы. 

4.  Положения равновесия, определяе-

мые условием 2
* 2cos

mV
=β , располагаются в 

северной горизонтальной полуплоскости 
симметрично относительно направления на 
север и имеют реальный смысл лишь при вы-
полнении условия (15). Поэтому при выпол-
нении условия (15) колебания маятника 
около рассматриваемых положений равно-
весия являются устойчивыми. Амплитуда 
колебаний ДГК относительно этих положений 

определяется равенством 
m

m Vν
=β

2
, а частота 

переходного процесса – соотношением 

40
41

2 m

m

V
V

−=ν . 

График зависимости положения центра 
колебаний от амплитуды качки основания во-
круг оси запад-восток, построенный в соот-
ветствии с формулой (12), приведен на рис. 3 
(точками). Там же приведены аналогичные 
графики, построенные на основе применения 
метода возмущений (звездочками). Квадрат-
ными маркерами нанесены результаты изме-
рения положений центров при возмущении с 
частотой 10=ν , полученные при программ-
ном моделировании.  

 

 
Рис. 3. Положения центров колебаний 

На рис. 4 представлены зависимости 
амплитуд вынужденных колебаний ДГК, рас-
считанные по формулам метода баланса (точ-
ками) и метода возмущений (звездочками) для 
частоты возмущения 10=ν . Квадратные 
маркеры отмечают соответствующие значе-
ния амплитуды, полученные путем программ-
ного моделирования движения маятника. 



КОМП’ЮТЕРНІ МЕРЕЖІ І КОМПОНЕНТИ, ПРИЛАДОБУДУВАННЯ 

ISSN 2306-4455. Вісник ЧДТУ, 2013, № 4 72 

 
Рис. 4. Амплитуды вынужденных колебаний 

Рис. 5 представляет (точками) графики 
теоретических зависимостей (13) частот пере-
ходного процесса ДГК относительно северно-
го и боковых положений равновесия от при-
веденной амплитуды качки основания. Квад-
ратными маркерами отмечены модельные за-
меры частоты переходного процесса при час-
тоте вибрации основания 10=ν . 

 

 
Рис. 5. Частоты переходного процесса ДГК 

Результаты моделирования совпадают с 
предсказанными теорией во всем диапазоне 
существования вынужденных колебаний. На-

чиная со значений амплитуд 
2
ν

≈mV , вынуж-

денные колебания, происходящие с частотой 
ν  вибрации основания, сменяются парамет-
рическими, частота которых вдвое меньше. 

 

1.3. Колебания основания вокруг оси 
юго-восток–северо-запад 

Качка основания вокруг оси, наклонен-
ной к странам света под 45о, вызывает уста-
новление вынужденных колебаний с парамет-
рами, графическое представление которых 
приведено на рис. 6 и 7. Положения устойчи-
вых центров вынужденных колебаний, най-
денные различным путем, показаны на рис. 6.  

 

 

Рис. 6. Центры колебаний при o45=φ  

 
Рис. 7. Амплитуды вынужденных колебаний 

при частоте качки 10=ν  

На рис. 7 представлены зависимости 
амплитуд вынужденных колебаний ДГК, рас-
считанные по формулам метода баланса (точ-
ками) и метода возмущений (звездочками) для 
частоты возмущения 10=ν . Квадратные 
маркеры отмечают соответствующие значе-
ния амплитуды, полученные путем программ-
ного моделирования движения маятника. 
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Как видим, в этом случае совпадение 
теории с модельным экспериментом практи-
чески полное. Метод возмущений приводит к 
удовлетворительным значениям амплитуд 
лишь при малых интенсивностях вибрации 
основания ( 1≤mV ). 

Интересно заметить, что в соответствии 
с теорией и результатами моделирования по-
ложения центров вынужденных колебаний и 
частоты переходных процессов определяются 
лишь величиной mV  приведенной амплитуды 
угловой вибрации основания и не зависят от 
ее частоты. Амплитуды же вынужденных ко-
лебаний в этих условиях обратно пропорцио-
нальны частоте вибрации основания  

2. Программное моделирование. Про-
граммное моделирование осуществлялось пу-
тем численного интегрирования в среде ком-
пьютерной системы Matlab дифференциаль-
ного уравнения (5). 

Движение ДГК при качке основания во-
круг оси, касательной к параллели места, 
представлено на рис. 8. При 41,1>mV  север-
ное положение становится неустойчивым. 
Вместо него возникают два устойчивых по-
ложения равновесия, симметричные относи-
тельно направления на север. Какое из них 
будет средним положением вынужденных 
колебаний, зависит от начальных условий, как 
это показано на рисунках. С увеличением ам-
плитуды качки увеличивается и частота пере-
ходного процесса. 

Изменение характера движения ДГК 
при приближении приведенной амплитуды 

mV  качки к половине относительной частоты 

качки (
2
ν

→mV ) показано на рис. 9. В этом 

случае частота переходного процесса стано-
вится равной половине относительной часто-

ты качки (
2

*
0

ν
=ν ). А при некотором верхнем 

пределе амплитуды вибрации основания (на 
рис. 9 – при 1,9=mV ) вынужденные колеба-
ния ДГК сменяются параметрическими, про-
исходящими с частотой, вдвое меньшей час-
тоты возбуждения. 

 

 
 

 
Рис. 8. Качка основания вокруг оси,  

касательной к параллели 

В этом случае частота переходного 
процесса становится равной половине относи-

тельной частоты качки (
2

*
0

ν
=ν ). 

 
Рис. 9. Возникновение параметрических 

 колебаний 

Амплитуда установившихся параметри-
ческих колебаний резко возрастает по сравне-
нию с амплитудой вынужденных колебаний и 
продолжает увеличиваться при увеличении 
интенсивности вибрации основания. Пере-
ходный процесс приобретает характер бие-
ний. Дальнейшее увеличение амплитуды виб-
рации основания приводит к возрастанию 
частоты биений. При частоте 20=ν  превы-
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шение амплитуды mV значения 9,82 приводит 
к резкому изменению характера движения 
ДГК. Установившиеся колебания сменяются 
режимом постоянного одностороннего вра-
щения главной оси ДГК вокруг вертикали 
места. Таким образом, можно прийти к выво-
ду, что при угловой вибрации основания с 
амплитудой, подчиненной условию 

H
J

mm 2
* ω

=ϑ≥ϑ ,  (9) 

двухстепенной гирокомпас становится нера-
ботоспособным, совершая непрерывное вра-
щение вокруг своей измерительной оси. 

Выводы: 
1. Движение ДГК резко различно в трех 

диапазонах изменения амплитуды угловых 
колебаний основания: 

1) 
H

J Г
m

ϕω
<ϑ<

cos20 3 ; 

2) 
H

J
H

J
m

Г

2
cos2 3 ω

<ϑ<
ϕω

;  

3) mH
J

ϑ<
ω

2
. 

2. В первом диапазоне движение ДГК 
удовлетворительно описывается методами 
малого параметра. Здесь устанавливается 
только один центр вынужденных колебаний 
при любых начальных условиях. 

3. Во втором диапазоне наблюдается 
возникновение нескольких устойчивых поло-
жений центров вынужденных колебаний, по-
теря устойчивости некоторых прежних цен-
тров, изменение частоты переходных процес-
сов при изменении амплитуды вибрации ос-
нования.  

4. Вблизи верхнего предела второго 
диапазона наблюдается стабилизация частоты 
переходного процесса на уровне половины 
частоты вибрации основания. При этом вы-
нужденные колебания сменяются на парамет-
рические, частота которых вдвое меньше час-
тоты вибрации основания, амплитуда резко 
увеличивается с возрастанием амплитуды 
возмущения. 

5. В третьем диапазоне колебания не 
устанавливаются при любых начальных усло-

виях. Главная ось гирокомпаса непрерывно 
вращается вокруг вертикали в одну сторону. 

6. Метод баланса более универсален, 
чем минимаксный критерий устойчивости 
Т. Г. Стрижак, и приводит к результатам, зна-
чительно более близким к действительности, 
чем метод возмущений. Полученные методом 
баланса результаты находятся в согласии с 
известными особенностями поведения маят-
ника и двухстепенного гирокомпаса, позволяя 
углубить и развить как количественно, так и 
качественно наши представления об этих ин-
тересных объектах. 
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