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ПАРЕТО-ОПТИМИЗАЦИЯ МНОГОЦЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ  

СО СЛАБОСВЯЗАННЫМИ АРГУМЕНТАМИ 
 

Показано, что расчеты параметров сложных систем для целей проектирования, изго-
товления и управления нуждаются в современных методах решения задач многоцелевой оп-
тимизации. Выделен новый класс таких задач, в которых оптимизирующие аргументы для 
частных целевых функций слабо связаны, то есть могут незначительно отличаться, что соз-
дает дополнительные возможности повышения эффективности сложных систем. Представ-
лено решение на примере двухкритериальной задачи расширенной Парето-оптимизации. Вы-
полнены производственные испытания системы проектирования слабосвязанных электротех-
нических систем с положительным техническим эффектом. 
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Современные системы жизнедеятельнос-

ти человека становятся все более сложными, к 
ним на этапах проектирования, изготовления и 
эксплуатации предъявляются не уступающие в 
сложности технико-экономические требова-
ния, которые характеризуются некоторой со-
вокупностью взаимозависимых показателей 
качества. Зачастую показатели качества явля-
ются антагонистами в борьбе за ресурсы, что 
резко усложняет и без того непростые пробле-
мы поиска оптимальных конструкторских и 
технологических решений. В этих условиях 
расширение возможностей известных матема-
тических методов оптимизации, основываю-
щееся на тех или иных свойствах систем, явля-
ется задачей перспективной и актуальной. 

Сложную систему можно представить 
упорядоченным набором элементов, свойств и 
их соотношений. Их конкретное задание оп-
ределяет структуру, параметры и эффектив-
ность системы [1, 2], а поиск оптимальных 
решений при проектировании систем, а также 
принятие оптимальных управленческих ре-
шений при их эксплуатации с учетом сово-
купности показателей качества [3, 4] является 
весьма сложной и актуальной задачей. С уче-
том специфики той или иной системы для 
принятия оптимальных решений почти всегда 
возникает необходимость применения мето-
дов многокритериальной оптимизации [5, 6]. 

Целью работы является повышение эф-
фективности автоматизированного проектиро-
вания и управления сложными системами со 

слабосвязанными элементами путем разработ-
ки и внедрения усовершенствованного метода 
многоцелевой оптимизации, базирующегося на 
методе расширенной Парето-оптимизации. 

Как известно, задача оптимизации со-
стоит в выборе из множества возможных ре-
шений Х таких решений х*, которые являлись 
бы в определенном смысле лучшими. Выбор 
этих решений производит некоторое лицо, 
принимающее решение (ЛПР), преследующее 
определенные цели [7]. Каждое возможное 
решение из х* характеризуется определенной 
степенью достижения цели Ф*, при этом счи-
тается, что у ЛПР имеется свое представление 
о достоинствах и недостатках решений, на 
основании которого одно решение Ф предпо-
читается другому. Из-за противоречивости 
требований к решениям из Ф, как правило, не 
удается в формализованном виде задать ска-
лярную целевую функцию и соответствую-
щий скалярный критерий оптимальности 
сложной системы. 

В задачах САПР часто возникает задача 
обеспечить оптимальность объекта проекти-
рования одновременно по нескольким функ-
циям оптимальности (целевым функциям) 

],1[),(ф skk X . Обычно эти функции проти-
воречивы, и оптимизация по каждой из них 
приводит к различным оптимальным значени-
ям вектора варьируемых аргументов Х*. По-
этому выделяется отдельный класс задач мно-
гокритериальной оптимизации функций [8]. 
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Будем называть каждую из скалярных 
функций оптимальности ],1[),(ф skk ∈X  ча-
стной функцией оптимальности. Совокуп-
ность частных функций оптимальности 
Ф(Х) = (ф1(Х), ф2(Х), ... , фs(Х)) будем назы-
вать векторной функцией оптимальности. 
Положим, что поставлена задача минимизации 
каждой из частных функций оптимальности 
ф1(Х), ф2(Х), ... , фs(Х) в одной и той же об-
ласти допустимых значений аргументов 

n
X RD ∈ , определяемой при постановке задачи 

оптимизации. 
Решение задачи многокритериальной 

оптимизации в общем случае не является оп-
тимальным ни для одной из частных функций, 
а оказывается некоторым компромиссом для 
вектора Ф(Х) в целом [9, 10]. 

Запишем задачу многокритериальной 
оптимизации в виде: 

( ) ( )*min хФХФ
xDX

=
∈

.                  (1) 

Прежде чем применить тот или иной 
метод решения задачи (1), обычно производят 
нормализацию частных функций, приводя их 
к одному масштабу. Чаще всего при этом ис-
пользуют относительные отклонения частных 
функций от их минимальных значений: 
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фф
ффф
kk

kk
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Сохраним за нормализованными част-
ными функциями оптимальности обозначения 

],1[),(ф skk ∈X . 
Рассмотрим понятие пространства 

функций {Ф} [11]. Пространство функций 
имеет размерность s (по числу частных функ-
ций) и образуется s ортогональными осями 
координат, вдоль которых откладываются 
значения частных функций оптимальности 

],1[),(ф skk X . 
Векторная функция оптимальности Φ(X) 

выполняет отображение множества допусти-
мых значений аргументов }{X∈XD  в некото-
рую область функций }{Ф∈ФD , где {X} – про-
странство варьируемых аргументов (рис. 1).  

В уравнениях (1) и (2) оптимизирующие 
аргументы Х едины для всех частных функ-
ций оптимальности. Однако для определенно-
го класса объектов – слабосвязанных систем – 
выполнение этого строгого ограничения не 
обязательно [12]. Это существенно меняет 

подходы к оптимизации, например, многоце-
левой Парето-оптимизации. Действительно, в 
классической теории оптимизации все варьи-
руемые аргументы по умолчанию считаются 
сильносвязанными (строго общими для всех 
целевых функций), поэтому на множестве DX 
допустимых значений векторных аргументов 
Х каждый такой вектор представляет собой 
точку в n-мерном пространстве (например 
точка Х0 на рис. 1 а). 
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Рис. 1. К отображению векторной функцией 
оптимальности Φ(X) множества допустимых 
условием задачи значений DX n-мерного про-
странства варьируемых аргументов {X}:  

(а) в область DΦ s-мерного пространства целевых  
функций {Φ}; (б) случай n = 2, s = 2 

 

Введем на множестве аргументов DX 
отношение предпочтения f . Будем считать, 
что вектор аргументов XD∈1X  предпочти-
тельнее вектора аргументов XD∈2X , и 

21 XX f , если среди равенств и неравенств 
Φ(X1) ≥ Φ(X2) имеется хотя бы одно строгое 
неравенство. Введем на множестве DФ отно-
шение доминирования: будем считать, что 
векторная функция оптимальности ФD∈)( 1ХФ  
доминирует над векторной функцией опти-
мальности ФD∈)( 2ХФ , т.е. Φ(X1) ≥ Φ(X2), 
если 21 XX f . Выделим из множества целе-
вых функций DФ подмножество точек 

Ф
*
Ф DD ∈ , для которых нет точек, домини-

рующих над ними. Множество аргументов 

X
*
X DD ∈ , соответствующее множеству функ-

ций *
ФD , называется множеством Парето [13, 

14]. Поскольку множество DФ является вы-
пуклым, то множество *

ФD  – есть часть гра-
ницы множества DФ. Среди точек ФD*1)( ∈ХФ  
и ФD*2 )( ∈ХФ  нет более предпочтительных, 
поскольку Ф1(X1) > Ф1(X2), но и Ф2(X1) > 
Ф2(X2). Таким образом, если ФD*∈Х , то 

ФD*)( ∈ХФ . Другими словами, множество Па-
рето определяют как множество, в котором 



ІНФОРМАЦІЙНІ ТЕХНОЛОГІЇ, ОБЧИСЛЮВАЛЬНА ТЕХНІКА І АВТОМАТИКА 

ISSN 2306-4455. Вісник ЧДТУ, 2014, № 3 15 

значение любого из частных критериев опти-
мальности можно улучшить только за счет 
ухудшения других частных критериев – лю-
бое из решений, принадлежащее множеству 
Парето, не может быть улучшено одновре-
менно по всем частным критериям [8]. 

Пусть теперь аргументы, входящие в 
множество n

X RD ∈ , слабо связаны и пред-
ставляют собой некоторое «расширенное 
множество» «не совсем совпадающих» аргу-
ментов nРАСШ

X RD ∈  [15]. Построим (рис. 2 а) 
на его левой части множество, состоящее из 
двух аргументов: х1 и х2, причем первый из 
них является слабосвязанным. Это значит, что 
он может принимать разные значения в пре-
делах множества точек S, расположенного на 
отрезке прямой между sx min1  и sx max1 , парал-
лельной оси 0х1. С помощью векторной целе-
вой функции Φ(X), входящей в задание на 
проектирование, точка Х0 из множества сла-
босвязанных аргументов S отображается на 
точку из множества значений целевых функ-
ций Ф(Х0); множество точек слабосвязанного 
аргумента S отображается на множество зна-
чений целевых функций Ф(Х0) (рис. 2 б). 
Расширенное множество nРАСШ

X RD ∈  допус-
тимых условием задачи значений n-мерного 
пространства варьируемых слабосвязанных 
аргументов {S} отображается на расширенное 
множество sРАСШ

Ф RD ∈  s-мерных про-
странств целевых функций {Φ(S)}. 
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Рис. 2. Схема отображения  
с помощью векторной целевой функции Φ(X): 

точки Х0 из множества слабосвязанных  
аргументов S на точку из множества значений  
целевых функций Ф(Х0); множества точек  
слабосвязанного аргумента S на множество  

значений целевых функций Ф(Х0); расширенного 
множества nРАСШ

X RD ∈  допустимых условием 
задачи значений n-мерного пространства  

варьируемых слабосвязанных аргументов {S} (а) 
на расширенное множество sРАСШ

Ф RD ∈   
s-мерных пространств целевых функций {Φ(S)} (б) 

Роль множества *РРАС
XD  при решении 

задач многокритериальной расширенной Па-
рето-оптимизации определяется следующей 
теоремой, которая является дальнейшим раз-
витием теоремы, приведенной в [8]. Она гла-
сит о том, что, если для некоторых весовых 
множителей ],1[, skk ∈λ  и вектора XD∈*X  
имеет место равенство: 

∑∑
=

∈
=

∗ λ=λ
s

k
kkD

s

k
kk фф

X 11

)(min)( XX
X

,      (3) 

то вектор Х* оптимален по Парето, т.е. 
XD∈*X . 
Распространим эту теорему на соответ-

ствующие расширенные множества. Для свя-
занных аргументов эту связь можно предста-
вить как фиксированное значение x1 одного 
аргумента и некоторый диапазон x2min – x2max 
существования второго [16, 17]. Если выпол-
няется последнее условие x2min ≤ x2 ≤ x2max, то 
аргумент х2 всегда можно зафиксировать на 
одном значении (сделать константой) без на-
рушения условий связности, переходя при 
этом к обычной задаче многоцелевой оптими-
зации (1). Далее применим доказательство «от 
противного». Пусть вектор Х* не оптимален 
по Парето. Тогда существует такой вектор 
оптимизирующих аргументов XD∈X , что 

],1[),()( skфф kk ∈≤ ∗XX ,           (4) 

причем хотя бы одно из неравенств строгое. 
Умножая каждое из неравенств (4) на 

],1[, skk ∈λ  и складывая, получим 

∑∑
=

∗

=

λ<λ
s

k
kk

s

k
kk фф

11
)()( XX ,          (5) 

что противоречит условию теоремы. 
Таким образом, ситуация, когда достиг-

нута эффективность по Парето – это ситуация, 
когда все выгоды от изменений аргументов ис-
черпаны [18, 19]. Тем не менее, поскольку сла-
босвязанные системы оптимизируются практи-
чески по разным (хотя и близким) оптимизи-
рующим векторам аргументов (5), появляется 
дополнительная парадоксальная возможность 
выполнить виртуальную многокритериальную 
расширенную Парето-оптимиза-цию, т.е опти-
мизацию «глубже, чем по Парето». 

Диапазон значений оптимальных по 
Парето решений в области допустимых зна-
чений дает полезную информацию об иссле-
дуемой задаче, если целевые функции огра-
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ничены областью определения. Верхние гра-
ницы оптимального по Парето множества 
представлены в «идеальном целевом векторе» 

kR∈z . Его компоненты zi получают путем 
максимизации каждой целевой функции в 
пределах области определения. 

Рассмотрим для простоты двухкритери-
альную задачу оптимизации двух функций 
одного (одномерного) аргумента (рис. 3). 

Здесь приведены для одномерного аргу-
мента три случая оптимизации, в зависимости 
от связности этого единственного параметра 
для разных целевых функций. Если аргументы 
у функций не связаны (зеленые точки на 
рис. 3), то это дает независимые оптимумы для 
обеих функций и, одновременно, верхние (при 
максимизации) оценки возможных оптимумов 
при независимой оптимизации. Если аргумен-
ты сильносвязанные, то многоцелевая задача 
оптимизации решается «по Парето» (синяя 
точка на рис. 3). Одновременно это дает ниж-
нюю оценку возможных оптимумов при силь-
носвязанных аргументах. Возможность выпол-
нить многокритериальную расширенную Па-
рето-оптимизацию глубже, чем по Парето ил-
люстрируют красные точки на рис. 3. Как ви-
дим, расширенный Парето-оптимум распола-
гается ниже верхней и выше нижней оценок 
для крайних случаев оптимизации.  
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Рис. 3. Схема двухкритериальной расширенной 
Парето-оптимизации (одномерный аргумент): 

1 – несвязанные аргументы, независимые  
оптимумы; 2 – сильносвязанные аргументы,  

Парето-оптимум; 3 – слабосвязанные аргументы, 
расширенный Парето-оптимум 

 

Схема двухкритериальной задачи рас-
ширенной Парето-оптимизации приведена на 
рис. 4. 

Как видно из рисунка, двухкритериаль-
ный Парето-оптимум для целевых функций 
f1(х) и f2(х) может быть улучшен, конечно, в 
переносном смысле, т.к. фактически один из 
компонентов х2 оптимизирующего вектора х 

фактически «раздваивается» на неравные 
друг другу х21 и х22. 

 
 

x11 = x12 

x1 

f1, f2 

0 

f2(x) 

f1(x) 

Парето 
оптимум х 

x21 = x22 x21 ≠ x22 

Расширенные 
Парето оптимумы 

х*1 и х*2 

Независимые 
оптимумы х1 и х2 

 
 

Рис. 4. Схема двухкритериальной  
расширенной Парето-оптимизации  

(двухмерный аргумент) 
 

Решение задач такого типа было осуще-
ствлено с помощью эволюционного метода 
генетической оптимизации, адаптированного 
к слабосвязанным системам [16, 17, 20]. 

Выводы. Анализом отображения расши-
ренного множества аргументов на расширенное 
множество функций во время Парето-оптими-
зации обоснованы методы свертки целевых 
функций при многоцелевой оптимизации со 
слабосвязанными аргументами. Показано, что, 
поскольку слабосвязанные системы оптимизи-
руются практически по разным (хотя и близ-
ким) оптимизирующим векторам, появляется 
дополнительная парадоксальная возможность 
выполнить многокритериальную расширенную 
Парето-оптимизацию «глубже, чем по Парето». 

Предложенные методы универсальной 
эволюционной оптимизации и модели, создан-
ные для реализации этих методов, были ис-
пользованы при построении системы автомати-
зированного проектирования электротехниче-
ского оборудования со слабосвязанными эле-
ментами «EVOSOFT» [21]. В качестве объекта 
автоматизированного проектирования исполь-
зовали трансформатор модели ТМ 25/10/0,4. 
Практические испытания указанной САПР-К 
подтвердили ее технико-экономическую эф-
фективность в сравнении с существующими 
системами. Использование САПР-К «EVO-
SOFT» позволило уменьшить массу трансфор-
матора на 15 %, сохранив при этом неизмен-
ным ожидаемый срок его службы, и снизить 
срок проектирования, в среднем, на 28,6 %. 
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PARETO OPTIMIZATION OF MULTIPURPOSE FUNCTIONS 

WITH LOOSELY-COUPLED ARGUMENTS 
 

It is shown that calculations of complex systems parameters for the purposes of designing, man-
ufacturing and management need modern methods of solving problems of multiple objective optimiza-
tion. New class of such problems, in which optimizing arguments for private objective functions are 
poorly connected, that is may be slightly different, is selected, which creates additional possibilities 
for increasing of complex systems effectiveness. For weakly bound systems an additional paradoxical 
possibility to fulfill multiobjective extended Pareto-optimization appears. The range of values of Pare-
to optimal solutions in the field of permissible values provides useful information about the investi-
gated problem, if objective functions are bounded by definitional domain. A solution on the example of 
two-criteria problem of extended Pareto optimization is given. Manufacturing testing of the system of 
engineering of weakly associated electrical systems with a positive technological effect is made. 

Keywords: complex systems, Pareto-optimization, loosely-coupled arguments. 
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