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ПРИНЦИПЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ТРАНСФОРМАТОРОВ, 
РАБОТАЮЩИХ НА ПЛАНАРНЫХ ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ДИСКОВ 
 

В настоящее время отсутствуют надежные и достоверные методики построения ма-
тематических моделей пьезоэлектрических трансформаторов, которые могли бы использо-
ваться в качестве теоретических основ расчета характеристик и параметров этого класса 
функциональных элементов современной пьезоэлектроники. В статье на простейшем примере 
осесимметричных радиальных колебаний пьезоэлектрического диска излагаются принципы 
построения математических моделей, которые в достаточной мере адекватны реальным 
устройствам и происходящим в них физическим процессам. 

Рассмотрены физические процессы в пьезоэлектрических трансформаторах, которые 
работают с использованием осесимметричных радиальных колебаний пьезокерамического 
диска. Предложена схема построения математических моделей пьезоэлектрических транс-
форматоров этой конструкции, которые в достаточной мере адекватны реальным объектам 
и происходящим в них физическим процессам. 

Ключевые слова: пьезоэлектрический трансформатор, осесимметричные колебания, 
физические процессы, математическая модель. 

 
Принцип действия пьезоэлектрических 

трансформаторов электрического напряжения 
является общеизвестным [1]. 

При подаче разности электрических по-
тенциалов ti

1eU ω  ( 1U  - амплитудное значение 
разности электрических потенциалов; 

1i −=  - мнимая единица; ω  - круговая час-
тота; t  - время) на пару электродов, которые 
частично покрывают донную и лицевую по-
верхности пьезоэлектрической пластины, в 
объеме пластины возбуждаются гармоничес-
кие колебания материальных частиц, которые 
в общем случае можно описать с помощью 
вектора смещения материальных частиц 

( ) ti
k exu ωr

 ( kx  - координаты точки, в которой 
определяется смещение из положения равно-
весия материальной частицы пьезоэлектрика). 
Колебания материальных частиц сопровож-
даются динамическими деформациями 

( ) ti
kmn ex ωε  бесконечно малых элементов объ-

ема пьезоэлектрика. Вследствие прямого пье-
зоэлектрического эффекта в деформируемом 

пьезоэлектрике возникают гармонически из-
меняющиеся во времени по закону tie ω  поля-
ризационные заряды с поверхностной плотно-
стью ( ) ti

km exq ω . Часть этих зарядов собирает-
ся второй парой электродов, которая, как и 
первая пара, частично покрывает поверхности 
пьезоэлектрической пластины. Поляризаци-
онный заряд на второй паре электродов вызы-
вает электрический ток ( ) tieIti ω=  в проводни-
ке, который соединяет один из электродов 
второй пары с нагрузочным сопротивлением 

нZ . Падение напряжения ti
н

ti
2 eIZeU ωω =  яв-

ляется выходным сигналом пьезоэлектричес-
кого трансформатора. Очевидно, что коэффи-
циент трансформации ( )Πω,K  (символ Π  
определяет совокупность геометрических и 
физико-механических параметров пьезоэлек-
трического трансформатора), равный отноше-
нию выходного сигнала ко входному воздей-
ствию, т. е. 

( )
1

н

1

2

U
IZ

U
U

,K ==Πω , 
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определенный тем или иным математическим 
выражением, является, следуя определению 
академика А. Н. Тихонова [2], математичес-
кой моделью пьезоэлектрического трансфор-
матора. 

Практическая ценность аналитической 
конструкции ( )Πω,K , которая адекватно опи-
сывает физические процессы в реальном объ-
екте, очевидна. С помощью персональной 
ЭВМ можно в течение нескольких часов рас-
смотреть множество комбинаций геометричес-
ких и физико-механических параметров кон-
кретной конструкции пьезоэлектрического 
трансформатора и найти такое их сочетание, 
которое обеспечивает реализацию заданных 
показателей устройства. Это позволяет резко 
уменьшить количество натурных эксперимен-
тов, которые неизбежно выполняются в про-
цессе разработки новых устройств. Кроме 
того, с помощью математической модели лег-
ко определяется чувствительность характерис-
тик пьезоэлектрического трансформатора к 
вариациям параметров элементов его конст-
рукции. Имея в своем распоряжении эти зави-
симости, можно осуществить рациональный 
выбор технологии изготовления изделия, т. е. 
выбрать из ряда технологий наименее затрат-
ную. Таким образом, качественная математи-
ческая модель позволяет существенно сокра-
тить время и стоимость разработки новых мо-
делей пьезоэлектрических трансформаторов. 

Именно эти, в достаточной мере оче-
видные, обстоятельства побуждали и побуж-
дают специалистов заниматься разработкой 
различных аспектов теории пьезоэлектричес-
ких трансформаторов. 

В работах отечественных и зарубежных 
авторов [6–11] рассматриваются методики 
построения моделей пьезоэлектрических 
трансформаторов, которые в большинстве 
своем основаны на использовании эквива-
лентных электрических схем, не позволяю-
щих производить анализ напряженно-
деформируемого состояния твердых тел с 
пьезоэлектрическими эффектами. 

На основании изложенного выше мож-
но утверждать, что в настоящее время отсут-
ствуют надежные и достоверные методики 
построения математических моделей пьезо-
электрических трансформаторов, которые 
могли бы использоваться в качестве теорети-
ческих основ расчета характеристик и пара-
метров этого класса функциональных элемен-
тов современной пьезоэлектроники. 

В настоящей статье на простейшем 
примере осесимметричных радиальных коле-
баний пьезоэлектрического диска излагаются 
принципы построения математических моде-
лей, которые в достаточной мере адекватны 
реальным устройствам и происходящим в них 
физическим процессам. 

Принципы построения математичес-
ких моделей дисковых пьезоэлектрических 
трансформаторов, работающих на ради-
альных осесимметричных колебаниях 

Рассмотрим диск радиуса R  и толщи-
ной α  (рис. 1), изготовленный из пьезокера-
мики типа ЦТС, поляризованной в процессе 
изготовления по толщине, т. е. вдоль коорди-
натной оси z  цилиндрической системы коор-
динат ( z,,ϕρ ). Направление электрической 
поляризации задает свойства и конструкцию 
матриц материальных констант пьезокерами-
ческого диска. 

 
Рис. 1. Расчетная схема дискового  

пьезоэлектрического трансформатора,  
работающего на радиальных колебаниях 

 
Матрица модулей упругости поляризо-

ванного по толщине пьезокерамического дис-
ка имеет следующий вид: 
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где 6;...;1, =βλ  - индексы Фойгта; 

E
33

E
22

E
11 ccc ≠= ; E

23
E
13

E
12 ccc == ; E

55
E
44 cc = ; 

( ) 2ccc E
12

E
11

E
66 −= . 

Матрица пьезомодулей βke  
( 6;...;2;1;3;2;1k =β= ) записывается следую-
щим образом [3]: 
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где 333231 eee ≠= ; ( ) 2eeee 31332415 −== . 

Матрица тензора диэлектрической про-
ницаемости εχmn  имеет диагональную конст-
рукцию, причем 

 
ε

ε

ε

ε

χ
χ

χ
=χ

33

22

11

mn 0
00

, (3) 

где εεε χ≠χ=χ 332211 . 
Донная поверхность 0z =  (рис. 1) дис-

ка полностью электродирована и заземлена. 
На верхней (лицевой) поверхности α=z  
концентрически расположены два кольцевых 
электрода. При выполнении последующих 
построений будем полагать, что толщина 
электродов, расположенных на нижней и 
верхней поверхностях диска, по сравнению с 
толщиной диска исчезающее мала. Говоря 
иными словами, толщину электродов, кото-
рая, как правило, не превосходит 15 мкм, не 
будем принимать в расчет при построении 
математической модели пьезоэлектрического 
трансформатора. 

На кольцевой электрод №1 (его ширина 
равняется 1d2  (рис. 1)) от источника электри-
ческих сигналов с выходным сопротивлением 

иZ  подается разность электрических потен-
циалов ti

1eU ω . Очевидно, что на электроде №1 
будет наблюдаться иное, отличное от входно-
го воздействия, значение электрического по-
тенциала ti

0eU ω , где 10 UU < . Амплитудное 
значение 0U  разности электрических потен-
циалов на электроде №1 можно записать сле-
дующим образом: 

 
1и

11
0 ZZ

ZUU
+

= , (4) 

где 1Z  - электрический импеданс электрода 
№1,  т. е. входного электрода пьезоэлектричес-
кого трансформатора. 

Электрический импеданс 1Z  определя-
ется из закона Ома для участка электрической 
цепи 
 101 IUZ = , (5) 
где 1I  - амплитудное значение электрического 
тока в проводнике, который соединяет вход-

ной электрод (электрод №1) трансформатора с 
источником электрических сигналов. Если на 
поверхности электрода №1 имеется гармони-
чески изменяющийся во времени электричес-
кий заряд ( ) ti

1eQtq ω= , то амплитудное значе-
ние электрического тока определяется сле-
дующим образом [3]: 
 11 QiI ω−= . (6) 

Амплитудное значение 1Q  электричес-
кого заряда определяется через поверхност-
ную плотность электрических зарядов, т. е. 
через аксиальный компонент ( )αρ,Dz  вектора 
электрической индукции, очевидным соотно-
шением 

 ( )∫
+

−

ραρρπ=
11

11

dR

dR

z1 d,D2Q , (7) 

где 1d2  - ширина входного кольцевого элек-
трода. 

Не подлежит сомнению тот факт, что 
электрическое состояние любого материаль-
ного объекта определяется фундаментальны-
ми соотношениями теории электричества, т. е. 
уравнениями Максвелла: 

 
t
DJHrot

∂
∂

+=

r
rr

, (8) 

 
t
BErot

∂
∂

−=

r
r

, (9) 

где H
r

 и E
r

 - векторы напряженности сопря-
женных магнитного и электрического полей; 
B
r

 и D
r

 - векторы магнитной и электрической 
индукции составляющих электромагнитного 
поля; ErJ

rr
=  - поверхностная плотность тока 

проводимости; r  - удельная электрическая 
проводимость материала. Так как пьезоэлек-
трическая керамика является достаточно хо-
рошим изолятором, то её можно наделить 
свойствами идеального диэлектрика, т. е. 
принять, что 0r ≅ . В этом случае уравнение 
Максвелла (8) для гармонически изменяю-
щихся во времени полей принимает следую-
щий вид: 
 DiHrot

rr
ω= , (10) 

где H
r

 и D
r

 имеют смысл амплитудных значе-
ний напряженности магнитного поля и ин-
дукции электрического поля. Вычисляя ди-
вергенцию от левой и правой части соотно-
шения (10), приходим к следующему выводу: 
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 0Ddiv =
r

. (11) 
Выражение (11) имеет смысл условия 

отсутствия свободных носителей электричест-
ва в объеме идеального диэлектрика. 

В монографии [4] показано, что в час-
тотном диапазоне вплоть до 10 МГц магнит-
ная составляющая электромагнитного поля в 
деформируемой пьезокерамике на несколько 
порядков меньше электрической составляю-
щей. Это дает основание для следующей за-
писи уравнения (9): 
 0Erot ≅

r
. (12) 

Соотношение (12) позволяет говорить о 
том, что электрическое поле в объеме дефор-
мируемой пьезокерамики носит безвихревой, 
т. е. потенциальный характер и может быть 
описано с помощью скалярного электрическо-
го потенциала Φ , причем 
 Φ−= gradE

r
. (13) 

С учетом определения (13), известное 
[3, 4] выражение для расчета m -го компонен-
та вектора электрической индукции в объеме 
деформируемого пьезоэлектрика можно запи-
сать в следующем виде: 
 ( )nmnkjmkjm gradeD Φχ−ε= ε , (14) 

где β⇔ mmkj ee  ( β  - индекс Фойгта, которым 
заменяется пара симметричных относительно 
перестановки тензорных индексов j,k ) – эле-
мент матрицы пьезоэлектрических констант; 

kjε  - компонент тензора бесконечно малых 

деформаций; εχmn  - компонент тензора диэлек-
трической проницаемости; ( )ngradΦ  - n -й 
компонент вектора градиента скалярного по-
тенциала. При записи уравнения (14) в ци-
линдрической системе координат необходимо 
учитывать следующее соответствие между 
символами ( )z,,ϕρ  координатных осей ци-
линдрической системы координат и номерами 

3,2,1k =  координатных осей kx  декартовой 
системы координат: ρ⇔1 ; ϕ⇔2 ; z3 ⇔ . 

Применительно к рассматриваемой си-
туации из общего выражения (14) следует, что 

 
( )

ρ∂
Φ∂

χ−ε= ε
ρρ

1

11z15e2D , (15) 

( )
=

∂
Φ∂

χ−ε+ε+ε= ε
ϕϕρρ z

eeeD
1

33zz333231z  

 ( )
( )

z
ee

1

33zz3331 ∂
Φ∂

χ−ε+ε+ε= ε
ϕϕρρ , (16) 

где 0D ≡ϕ  из-за осевой симметрии рассмат-
риваемой задачи; ( ) 2uzu zz ρ∂∂+∂∂=ε ρρ  - 
сдвиговая деформация; ρu  и zu  - амплитуд-
ные значения радиального и аксиального 
компонентов вектора смещения материаль-
ных частиц динамически деформируемого 
пьезоэлектрического диска. При записи соот-
ношения (16) одинаковые по величине пьезо-
модули 31e  и 32e  (см. комментарий к матри-
це (2)) обозначены, как это принято в механи-
ке деформируемого твердого тела, одним и 
тем же символом 31e . Компоненты 

ρ∂∂=ε ρρρ u , ρ=ε ρϕκ u  и zuzzz ∂∂=ε  оп-
ределяют деформации сжатия-растяжения 
вдоль координатных линий цилиндрической 
системы координат. Символом ( )1Φ  обозначен 
электрический потенциал в кольцевой облас-
ти { }α≤≤π≤ϕ≤+≤ρ≤− z0;20;dRdR 1111  под 
электродом №1. Необходимо подчеркнуть, 
что соотношения (15), (16) записаны для ам-
плитудных значений характеристик гармони-
чески изменяющихся во времени физических 
полей. 

Подстановка выражений (15) и (16) в 
условие (11) дает дифференциальное уравне-
ние второго порядка в частных производных 
относительно искомого скалярного потенциа-
ла ( )( )z,1 ρΦ  электрического поля в деформи-
руемом пьезоэлектрике. 

В частном случае достаточно тонкого 
диска, когда выполняется неравенство 

1R <α , можно утверждать, что в области 
частот, в которой длина упругой волны пре-
восходит толщину пьезоэлектрического дис-
ка, электрические и упругие поля в его объеме 
практически не зависят от значений аксиаль-
ной координаты z , т. е. практически не ме-
няют своих значений по толщине диска. 

Если диск мягко закреплен по поверх-
ности { }α≤≤π≤ϕ≤=ρ z0;20;R , то деформа-
ции сдвига обращаются в нуль на этой по-
верхности и на поверхностях 0z =  и α=z . 
Кроме того, на электродированной поверхнос-
ти 0z =  радиальный компонент 0D =ρ . Ра-
диальный компонент 0D =ρ  на боковой по-
верхности R=ρ  пьезокерамического диска 
[4], на поверхности кольцевого электрода №1 
и на оси симметрии диска, т. е. на оси Oz . 
Совокупность этих фактов позволяет предпо-
ложить, что в тонком пьезокерамическом 
диске, в первом приближении, можно считать 
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( ) Vz,,0D ∈ϕρ∀=ρ , где V  - объем диска. В 
этом случае вектор электрической индукции 
полностью определяется единственным, не 
равным нулю, аксиальным компонентом zD , 
а условие (11) принимает следующий вид: 
 ( ) 0zD 1

z =∂∂ , (17) 
где символ ( )1

zD  дополнительно подчеркивает 
то, что речь идет о векторе электрической 
индукции в кольцевой области 
{ }α≤≤π≤ϕ≤+≤ρ≤− z0;20;dRdR 1111  под 
входным электродом пьезоэлектрического 
трансформатора. 

Из условия (17) следует, что аксиаль-
ный компонент ( )1

zD  является функцией ради-
альной координаты ρ  и не зависит от значе-
ний аксиальной координаты z , что находится 
в полном согласии с принятым выше предпо-
ложением о слабой зависимости характе-
ристик физических полей от значений акси-
альной координаты в области частот, в кото-

рой выполняется неравенство α>>λ  ( λ  - 
длина упругой волны). Это обстоятельство 
можно использовать для определения элек-
трического состояния пьезокерамики в коль-
цевой области под электродом №1. 

Поскольку 
( )[ ] ρρ∂ρ∂=ρ+ρ∂∂=ε+ε ρρρϕϕρρ uuu , 

постольку определение (16) можно записать в 
следующем виде: 

( )( ) ( )[ ] ( ) ( )

zz
ueu

e
D

1

33

1
z

33
1311

z ∂
Φ∂

χ−
∂

∂
+ρ

ρ∂
∂

ρ
=ρ ε

ρ ,(18) 

где ( )( )z,u 1 ρρ  и ( )( )z,u 1
z ρ  - амплитудные значе-

ния компонентов вектора смещения матери-
альных частиц в кольцевой области 
{ }α≤≤π≤ϕ≤+≤ρ≤− z0;20;dRdR 1111 . 

Интегрируя по переменной z  левую и 
правую части соотношения (18) и принимая 
при этом во внимание условие (17), получаем 
следующий результат: 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ]00,u,uedzz,ueD 11
33

1
z

1
z33

0

1311
z Φ−αΦχ−ρ−αρ+
















ρρ

ρ∂
∂

ρ
=ρα ε

α

ρ∫ . (19) 

 
Введем обозначение 

 ( )( ) ( )( )∫
α

ρρ ρ
α

=ρ

0

11 dzz,u1u  (20) 

и будем называть величину ( )( )ρρ
1u  усреднен-

ным по толщине диска радиальным компо-

нентом вектора смещения материальных час-
тиц в кольцевой области под электродом №1. 
Так как ( )( ) ( )( ) 0

11 U0 ≡Φ−αΦ , то соотношение 
(19) принимает следующий вид: 

 

 ( )( ) ( )( )[ ] ( ) ( ) ( )( )[ ]
α

χ−ρ−αρ
α

+ρρ
ρ∂

∂
ρ

=ρ ε
ρ

0
33

1
z

1
z

331311
z

U
0,u,u

e
u

e
D . (21) 

 
Подставляя выражение (21) в определение (7) амплитудного значения электрического за-

ряда, получаем 
 

( )( )[ ] ( )( ) ( )( )[ ] −ρρ−αρρ
α

+


 ρρπ= ∫

+

−

+

−ρ

11

11

11

11

dR

dR

1
z

1
z

33dR

dR
1

311 d0,u,ueue2Q  

 ( ) ( )[ ]






−−+
α

χ
−

ε

0
2

11
2

11
33 UdRdR

2
. (22) 

 
Введем обозначение 

 ( )( ) ( )( )∫
+

−

ρρρ=
11

11

dR

dR

1
z

11

1
z dz,u

Rd2
1zu  (23) 

и будем называть величину ( )( )zu 1
z  усреднен-

ным по площади кольца 

{ }π≤ϕ≤+≤ρ≤− 20;dRdR 1111  аксиальным 
компонентом вектора смещения ( )z,u ρ

r
 мате-

риальных частиц в кольцевой области под 
электродом №1. С учетом определения (23), 
соотношение (22) можно записать в следую-
щем виде: 
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 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] +−−−++π= ρρ 11
1

1111
1

11311 dRudRdRudRe2Q  

 ( )( ) ( )( )[ ] 01
1
z

1
z

33
11 UC0uu

e
Rd4 ε−−α

α
π+ , (24) 

 

где αχπ= εε
33111 Rd4C  – статическая электри-

ческая емкость объема пьезокерамики под 
кольцевым электродом №1. 

Так как пьезоэлектрический трансфор-
матор по определению является линейной 
физической системой, то усредненные компо-
ненты вектора смещения материальных час-
тиц всегда можно представить в следующем 
виде: 

( )( ) ( )( )ρ=ρ ρρ
1

0
1 FUu ,   ( )( ) ( )( )zFUzu 1

z0
1
z = , (25) 

где функции ( )( )ρρ
1F  и ( )( )zF 1

z , отличающиеся от 
усредненных компонентов ( )( )ρρ

1u  и ( )( )zu 1
z  век-

тора смещения материальных частиц всего 
лишь на постоянный множитель 0U , имеют 
смысл чувствительности смещений в кольцевой 
области { }α≤≤π≤ϕ≤+≤ρ≤− z0;20;dRdR 1111  к 
значениям амплитуды разности электричес-
ких потенциалов на кольцевом электроде №1. 

Размерность величин ( )( )ρρ
1F  и ( )( )zF 1

z  одинако-
ва – метр, деленный на вольт. Функции ( )( )ρρ

1F  
и ( )( )zF 1

z  численно равны усредненным сме-
щениям материальных частиц кольцевой об-
ласти под электродом №1 при подаче на этот 
электрод разности электрических потенциа-
лов с амплитудным значением B1U0 = . 

С учетом определений (25) выражение 
(24) для расчета электрического заряда 1Q  
можно записать в следующем виде: 

( )11101 ,FCUQ Πω= ε , (26) 
где безразмерная функция ( )11 ,F Πω , которая, 
в принципе, зависит от частоты ω  и набора 
физико-механических и геометрических па-
раметров кольцевой области диска под элек-
тродом №1 (символ 1Π  в списке аргументов 
функции), определяется следующим образом: 

 

( ) ( )( ) ( )( ) +











−








−−+








+

χ

α
=Πω ρρε 11

1

1

1
11

1

1

1

133

31
11 dRF

R
d1dRF

R
d1

d2
e,F  

 ( )( ) ( )( )[ ] 10FF
e 1

z
1

z
33

33 −−α
χ

+
ε

. (27) 

 

Подставляя выражение (26) в определе-
ние (6) амплитуды электрического тока, а 
полученный результат – в закон Ома (5) для 
участка цепи, получаем расчетное соотноше-
ние для электрического импеданса 1Z  

( )111
1 ,FCi

1Z
Πωω

−=
ε

. (28) 

Если диэлектрик под кольцевым элек-
тродом №1 не обладает пьезоэлектрическими 
свойствами, т. е. 0ee 3331 == , то функция 

( ) 1,F 11 −=Πω  и выражение (28) обращается в 
общеизвестную формулу для расчета реак-
тивного сопротивления конденсатора с элек-
трической емкостью ε

1C , т. е. ( )εω= 11 Ci1Z . 
Подставляя выражение (28) в формулу 

(4), получаем 

 
( ) и111

1
0 Z,FCi1

U
U

Πωω−
=

ε
. (29) 

Как следует из определения (29) ампли-
тудного значения разности электрических по-

тенциалов на входном электроде пьезоэлек-
трического трансформатора, на частотах элек-
тромеханических резонансов, когда абсолют-
ные значения функции ( )11 ,F Πω  существенно 
возрастают, при любых конечных значениях 
выходного сопротивления иZ  будет наблю-
даться значительное уменьшение модуля раз-
ности потенциалов 0U . Этот, в достаточной 
мере очевидный, факт оставался и остается 
незамеченным в известных постановках анало-
гичной задачи, когда генератор (источник) 
электрических сигналов наделяется качествами 
идеального источника электрического напря-
жения с выходным сопротивлением 0Zи = . 

Особо следует подчеркнуть, что  
разность потенциалов 0U  определяется  
усредненными значениями компонентов век-
тора смещения (чувствительностей) матери-
альных частиц кольцевой области 
{ }α≤≤π≤ϕ≤+≤ρ≤− z0;20;dRdR 1111 . Это об-
стоятельство имеет принципиальное значение, 
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так как появляется возможность совместного 
решения уравнений движения деформируемо-
го пьезоэлектрика. Если бы функция ( )11 ,F Πω  
определялась точными значениями компонен-
тов вектора смещения, совместное решение 
уравнений движения, т. е. системы уравнений 
второго порядка в частных производных, было 
бы принципиально невозможным. 

В том случае, когда выполняется силь-
ное неравенство 1R <<α , т. е. когда диск 
можно считать бесконечно тонким, ситуация 
значительно упрощается, так как деформация 

zzε  становится линейно зависимой функцией 
суммы деформаций ρρε  и ϕϕε . 

Из обобщенного закона Гука [3] для уп-
ругих сред с пьезоэлектрическими свойствами 

k
kijkl

E
ijklij x

ec
∂

Φ∂
+ε=σ , 

где ijσ  - компонент тензора результирующих 
механических напряжений, следует, что в по-
ляризованном по толщине пьезокерамическом 
диске деформациям сжатия-растяжения ρρε , 

ϕϕε  и zzε  соответствуют нормальные напря-
жения ρρσ , ϕϕσ  и zzσ , которые определяются 
следующими выражениями: 

 ( )
z

ecc 31zz
E
12

E
11 ∂

Φ∂
+ε+ε+ε=σ ϕϕρρρρ , (30) 

 
z

eccc 31zz
E
12

E
11

E
12 ∂

Φ∂
+ε+ε+ε=σ ϕϕρρϕϕ , (31) 

 ( )
z

ecc 33zz
E
33

E
12zz ∂

Φ∂
+ε+ε+ε=σ ϕϕρρ . (32) 

При записи выражений (30) – (32) оди-
наковые по величине материальные констан-
ты (элементы матриц (1) и (2)) обозначены 
одинаковыми символами. 

На свободных от механических контак-
тов с другими материальными объектами 
нижней ( 0z = ) и верхней ( α=z ) поверхно-
стях пьезокерамического диска должны, в 
соответствии с третьим законом Ньютона, 
выполняться следующие условия: 

0;0zzz;0zz =σ=σ
α=α=ρ .         (33) 

Поскольку диск является очень тонким, 
постольку можно утверждать, что количест-
венные характеристики его напряженно-
деформированного состояния не зависят от 
значений аксиальной координаты z , т. е. 

0zij ≅∂σ∂ . Из этого следует, что условие 
(33) должно выполняться в любой точке объ-
ема V  тонкого пьезокерамического диска. 
Подставляя в левую часть соотношения (32) 
нуль, получаем следующее определение для 
деформации сжатия-растяжения в аксиальном 
направлении: 

 ( )
zc

e
c
c

E
33

33
E
33

E
12

zz ∂
Φ∂

−ε+ε−=ε ϕϕρρ . (34) 

Подстановка выражения (34) в соотно-
шения (30), (31) и (16) приводит к следующим 
результатам: 

 
z

ecc 311211 ∂
Φ∂

+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρρρ , (35) 

 
z

ecc 311112 ∂
Φ∂

+ε+ε=σ ∗
ϕϕρρϕϕ , (36) 

 ( )
z

eD 3331z ∂
Φ∂

χ−ε+ε= σ
ϕϕρρ

∗ , (37) 

где ( ) E
33

2E
12

E
1111 cccc −= ;  

( )E
33

E
12

E
1212 cc1cc −= ; E

33
E
12333131 cceee −=∗  - 

материальные константы для планарного 
(плоского) напряженно-деформированного 
состояния поляризованной по толщине пьезо-
керамики; E

33
2
333333 ce+χ=χ εσ  - диэлектричес-

кая проницаемость поляризованного по тол-
щине пьезокерамического диска для режима 
постоянства (равенства нулю) нормальных 
механических напряжений zzσ . Соотношения 
(35) и (36) в сочетании с утверждением, что 

( ) Vz,0zzz ∈ρ∀=σ=σ ρ , позволяют полагать, 
что 0uz ≅  во всем колеблющемся диске. 

При этом выражение (29) принимает 
следующий вид: 

 ( )( ) и1
0

11

1
0 Z,FCi1

U
U

Πωω−
=

σ
, (38) 

где αχπ= σσ
33111 Rd4C  - статическая электри-

ческая емкость кольцевой области бесконечно 
тонкого диска под электродом №1; 

 

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) 1dRF
R
d1dRF

R
d1

d2
e,F 11

1

1

1
11

1

1

1

133

31
1

0
1 −












−








−−+








+

χ

α
=Πω ρρσ

∗

. (39) 

 
Теперь рассмотрим процессы, которые 

происходят в области, где расположен коль-
цевой электрод №2, т. е. выходной электрод 
пьезоэлектрического трансформатора. 
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Очевидно, что в кольцевой области №2 
{ }α≤≤π≤ϕ≤+≤ρ≤− z0;20;dRdR 2222  ампли-
тудные значения ( )( )z,u 2 ρρ  и ( )( )z,u 2

z ρ  гармони-
чески изменяющихся во времени компонен-
тов вектора смещения материальных частиц 
колеблющегося пьезоэлектрического диска 
можно представить в следующем виде: 

( )( ) ( )( )z,FUz,u 2
0

2 ρ=ρ ρρ , 
 ( )( ) ( )( )z,FUz,u 2

z0
2

z ρ=ρ , (40) 
где 0U  - разность электрических потенциалов 
на возбуждающем упругие колебания диска 
кольцевом электроде №1 (рис. 1); ( )( )z,F 2 ρρ  и 

( )( )z,F 2
z ρ  - чувствительности смещений в 
кольцевой области №2. 

Амплитудное значение 2U  падения на-
пряжения на электрической нагрузке нZ , т. е.  

на входном сопротивлении электронной схе-
мы, которая непосредственно подключена к 
кольцевому электроду №2, определяется сле-
дующим образом: 
 2н2 IZU = , (41) 
где 22 QiI ω−=  - амплитуда электрического 
тока в проводнике, который соединяет элек-
трод №2 и электрическую нагрузку нZ ; 2Q  - 
амплитудное значение электрического заряда 
на кольцевом электроде №2. 

Действуя так же, как и при определении 
электрического импеданса 1Z , приходим к 
следующему определению заряда 2Q : 

( ) 2222022 UC,FUCQ εε −Πω= , (42) 
где αχπ= εε

33222 Rd4C  - статическая электри-
ческая емкость кольцевой области №2; 

 

( ) ( )( ) ( )( ) +











−








−−+








+

χ

α
=Πω ρρε 22

2

2

2
22

2

2

2

233

31
22 dRF

R
d1dRF

R
d1

d2
e,F  

( )( ) ( )( )[ ]0FF
e 2

z
2

z
33

33 −α
χ

+
ε

; 

 
( )( )ρρ
2F  и ( )( )zF 2

z  - усредненные чувствитель-
ности. 

Подставляя выражение (42) в определе-
ние тока 2I , а полученный результат - в фор-
мулу (41), приходим к выводу, что 
 ( ) ( )220н2 ,FUfU Πωω= , (43) 
где ( ) ( )н2н2н ZCi1ZCif εε ω−ω−=ω  - функция 
включения или нагрузочная характеристика 
выходного кольцевого электрода пьезоэлек-
трического трансформатора. 

В режиме короткого замыкания 
( 0Zн = ), о котором, как это ни странно, ино-
гда рассуждают некоторые авторы, функция 

( ) 0fн =ω  и 0U2 = . Этот факт самоочевиден и 
не требует никаких математических выкладок 
для доказательства его справедливости. В 
режиме холостого хода, когда ∞→нZ , функ-
ция включения ( )ωнf  при 0=ω  равна нулю, а 
при сколь угодно малых 0>ω  ( ) 1fн =ω , т. е. в 
этом режиме функция включения является 
функцией Хэвисайда. Отсюда следует, что 
пьезоэлектрический приемник упругих коле-
баний не способен регистрировать статические 
давления и деформации. Это утверждение, не 
столь очевидное для практиков, фактически 
отменяет большую группу устройств пьезо-

электроники, которые представлены в моно-
графии [5]. 

Скорость изменения функции включе-
ния ( )ωнf  определяется постоянной времени 

н2н ZC ε=τ  электрической цепи, которая со-
единяет электрод приемника с электрической 
нагрузкой. Значения модуля функции ( )ωнf  в 
зависимости от значения безразмерной часто-
ты нн ωτ=Ω  показаны на рис. 2. 
 

 
Рис. 2. Изменение модуля функции  

включения пьезоэлектрического приемника 
акустических волн 

 
После подстановки в соотношение (43) 

выражения (29) можно записать следующее 
определение коэффициента трансформации 

( )Πω,K  пьезоэлектрического трансформатора: 
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 ( ) ( ) ( )
( ) и111

22н

1

2

Z,FCi1
,Ff

U
U

,K
Πωω−

Πωω
==Πω

ε
. (44) 

В случае очень тонкого пьезокерамичес-
кого диска, когда выполняется сильное нера-
венство 1R <<α , выражение (44) записывает-
ся следующим образом: 

 ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) и1
0
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2
0

2
0
н

1

20
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,Ff

U
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==Πω

ε
. (45) 

где ( )( ) ( )н2н2
0
н ZCi1ZCif σσ ω−ω−=ω ; 

αχπ= σσ
33222 Rd4C ; 
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=Πω ρρσ
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2

2
22

2

2

2

233

31
2

0
2 dRF

R
d1dRF

R
d1

d2
e,F ; 

 

функция ( )( )1
0

1 ,F Πω  определена соотношени-
ем (39). 

Выражения (44) и (45), имеющие смысл 
математических моделей пьезоэлектрических 
трансформаторов, работающих с использова-
нием осесимметричных радиальных колеба-
ний пьезокерамических дисков, построены с 
минимальным числом упрощающих реальную 
ситуацию предположений. Это позволяет ут-
верждать, что предложенная схема построе-
ния доставляет математические модели, кото-
рые в достаточной мере адекватны реальным 
объектам и физическим процессам, которые в 
них существуют. 

Для того чтобы наполнить определение 
(44) или (45) конкретным физическим содер-
жанием, необходимо определить компоненты 
вектора смещения материальных частиц ко-
леблющегося пьезокерамического диска. Эта 
процедура составляет предмет отдельного 
исследования. 

Выводы 
Рассмотрены физические процессы в 

пьезоэлектрических трансформаторах, кото-
рые работают с использованием осесиммет-
ричных радиальных колебаний пьезокерами-
ческого диска. Предложена схема построения 
математических моделей пьезоэлектрических 
трансформаторов этой конструкции, которые 
адекватны реальным объектам и происходя-
щих в них физическим процессам. 
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PRINCIPLES OF MATHEMATICAL MODELING OF TRANSFORMERS THAT OPERATE 
ON PLANAR AXISYMMETRIC VIBRATIONS OF PIEZOCERAMIC DISKS 

 
With the help of a personal computer it is possible in a few hours to model many combinations 

of geometric, physical and mechanical parameters of specific design of piezoelectric transformer, and 
to find a combination thereof, which provides an implementation of the devices specified parameters. 
This allows to reduce sharply the number of natural experiments, which are inevitably carried out in 
the process of new devices development. In addition, using a mathematical model it is easy to deter-
mine the characteristic sensitivity of piezoelectric transformer to variations of elements parameters of 
its design. With the  access to these dependences, we can implement a rational choice of products 
manufacturing technology, i.e. choose the least expensive technology from a number of ones. Thus, 
high-quality mathematical model can significantly reduce the time and cost of developing of piezoelec-
tric transformers new models. 

It is these sufficiently obvious circumstances that encouraged and encourage professionals to 
develop various aspects of the theory of piezoelectric transformers. 

In most papers the described methods of piezoelectric transformers models constructing are 
mostly based on the use of equivalent electrical circuits and do not allow to analyze stress-strain state 
of solids with piezoelectric effects. 
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Based on the above, it can be argued that currently there are no reliable and valid methods of 
constructing of mathematical models of piezoelectric transformers, which could be used as a theoreti-
cal basis for characteristics and parameters calculating of this class of functional elements of modern 
piezoelectronics.  

In this paper, using the simplest example of axially symmetric radial oscillations of piezoelec-
tric disc the principles of mathematical models constructing that are sufficiently adequate to real de-
vices and occurring physical processes are set out. 

Physical processes in piezoelectric transformers, which operate using axially symmetric radial 
oscillations of piezoceramic disc, are considered. The scheme of mathematical models constructing of 
piezoelectric transformer of such construction that is sufficiently adequate to real objects and occur-
ring physical processes is offered. 

Keywords: piezoelectric transformer, axially symmetric oscillations, physical processes, ma-
thematical model. 
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