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АНАЛІЗ ПОТЕНЦІЙНИХ ХАРАКТЕРИСТИК КВАДРАТИЧНОГО АЛГОРИТМУ 

ВИМІРЮВАННЯ АМПЛІТУДИ ГАРМОНІЧНОГО СИГНАЛУ  
З ФЛУКТУЮЧОЮ ЧАСТОТОЮ ПРИ КОГЕРЕНТНОМУ ПРИЙОМІ 

 
В роботі досліджуються потенційні точнісні характеристики лінійного та квадратич-

ного алгоритмів вимірювання амплітуди гармонічного сигналу з флуктуючою частотою при 
когерентному прийомі, за умови впливу асиметрично-ексцесної завади. Показано, що при син-
тезі поліноміальних алгоритмів методом максимізації поліному, їх точність може зростати 
за рахунок врахування тонкої структури завади у вигляді кумулянтів вищих порядків. Обґрун-
товано, що точність квадратичного алгоритму вимірювання амплітуди гармонічного сигналу 
з флуктуючою частотою може буди максимальною за умови, що кумулянтні коефіцієнти 3-го 
та 4-го порядків, що описують адитивну заваду, прагнуть до гранці ОДЗ. 

Ключові слова: точнісні характеристики, метод максимізації поліному, дисперсія оцін-
ки, кількість добутої інформації про параметр, амплітуда, флуктуація частоти, гармонічний 
сигнал, когерентний прийом, коефіцієнти асиметрії та ексцесу. 

 
Вступ. В багатьох сучасних системах 

зв’язку їх параметри та характеристики на-
пряму залежать від стабільності частоти сиг-
налу. Проте флуктуація параметрів сигналу є 
невід’ємною частиною процесу передачі ін-
формації по каналу зв’язку і закладена в самій 
природі цих явищ [1, 2]. Наприклад, у РЛС 
нестабільність частоти гетеродина впливає на 
точність опрацювання допплерівської інфор-
мації, а у системах зв’язку з цифровою моду-
ляціей нестабільність частоти призводить до 
зростання амплітуди вектора помилок (EVM), 
що відображається на пропускній здатності 
систем [3]. 

В роботах [4-7] наведено результати 
оцінки параметрів гармонічного сигналу з 
флуктуючою частотою, коли в якості матема-
тичного опису випадкової величини викорис-
товуються щільність розподілу. Такий підхід 
забезпечує оптимальність отримуваних ре-
зультатів, проте не є гнучким для широкого 
класу завад. В роботі [8] синтезовано обчис-
лювальні алгоритми вимірювання амплітуди 
гармонічного сигналу за умови впливу адити-
вної негауссівської завади, яка описується 
кінцевою послідовністю кумулянтів [9].  

Для аналізу поліноміальних алгоритмів 
оцінки амплітуди гармонічного сигналу також 
доцільно використовувати метод максимізації 
поліному (ММПл) [10, 11]. 

Постановка задачі. В даній роботі ста-
виться задача дослідити асимптотичні власти-
вості квадратичного алгоритму вимірювання 
амплітуди гармонічного сигналу з флуктую-
чою частотою при когерентному прийомі, 
який було синтезовано в роботі [8], в умовах 
дії негауссівських завад. Особливістю моде-
лей завад, що використовуються в роботі [8], 
є їх моментно-кумулянтне представлення, що 
зумовлює накладання певних обмежень на їх 
параметри при поліноміальній обробці сигна-
лу, що приймається. Так, при квадратичній 
обробці сигналу модель завади описується 
кінцевою послідовністю кумулянтів 2χ , 3χ , 

4χ . Згідно з класифікацією випадкових вели-
чин, наведеною в роботах [10, 11], така завада 
називається асиметрично-ексцесною випадко-
вою величиною. Лінійний алгоритм, синтезо-
ваний методом максимізації поліному при 

1=s  співпадає з алгоритмом, отриманим при 
використанні методу максимальної правдопо-
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дібності, і є оптимальним для гауссівської за-
вади. Для з’ясування впливу негауссовості 
завади у вигляді кумулянтів 3-го та 4-го по-
рядків на точнісні властивості досліджуваного 
алгоритму необхідно провести порівняння 
точнісних характеристик квадратичного та 
лінійного алгоритмів. 

Метою роботи є аналіз точнісних ха-
рактеристик квадратичного алгоритму вимі-
рювання амплітуди A  гармонічного сигналу з 
флуктуючою частотою при когерентному 
прийомі при різних параметрах асиметрично-
ексцесної завади і визначення умов, за яких 
виграш в точності оцінювання при квадратич-
ному опрацюванні буде максимальним порів-
няно з лінійним алгоритмом.  

Результати роботи. Дослідимо точнісні 
властивості алгоритмів вимірювання ампліту-
ди гармонічного сигналу з флуктуючою час-
тотою при когерентному прийомі, отриманих 
ММПл при 2,1=s  [8]. Згідно методу максимі-
зації поліному, дисперсія оцінки параметру 
дорівнює величині, зворотній кількості добу-
тої інформації про скалярний параметр  
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Використовуючи оптимальний коефіці-
єнт )(1 Ak v , знайдений в роботі [8], а також 
вираз для похідної від початкового моменту 
1-го порядку за параметром А, легко знайти 
вираз для кількості добутої інформації про 
шуканий параметр А при 1=s  
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Очевидно, що дисперсія оцінки амплі-
туди гармонічного сигналу, знайденої мето-
дом максимізації поліному при 1=s , прийме 
вид  

,
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де 2
2 / χAq =  відношення сигнал-завада за 

потужністю. 
З останнього виразу видно, що диспер-

сія лінійної оцінки амплітуди гармонічного 
сигналу з флуктуючою частотою при когерен-
тному прийомі прямо пропорційна дисперсії 
завади 2χ  і відношенню сигнал-завада q . 

Використовуючи оптимальні коефіцієн-
ти )(1 Ak v  і )(2 Ak v  [8], можна знайти кіль-
кість добутої інформації про параметр А при 
степені поліному s=2 

 

)),2(cos(1
4

222
23

2
3

2122
2

4
4

1 2
2 γαχγχχ ++++

∆
= ∑

=

bAaaAaAJ iii

n

v
n                      (5) 

де  

;3cos2coscos
2
13coscos

2
14coscos

8
1cos

8
11

2
1

2coscos
2
32coscos

4
12cos

2
32cos

2
32cos

2
1

141021822

262210284312
4

αααααααα

ααααααα

bbbb

bbbbba i

−−+−+

+−−++=
 

;cos212cos2cos22coscos2 2228426
2 ααααα bbbba i −+++−=  

.cos4cos22coscos2 335
1 αααα bbba i +−−=  

Використовуючи вираз (5) можна знайти дисперсію оцінки амплітуди гармонічного сиг-
налу при степені поліному s=2 
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Для порівняння дисперсій оцінок виду (6) і (4) знайдемо коефіцієнт ефективності оцінки: 
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Коефіцієнт ефективності оцінки зале-
жить не лише від параметрів завади, а й від 
відношення сигнал/завада. Фіксуючи пара-
метр 2

2 / χAq = , можна побудувати залеж-
ність коефіцієнта ефективності від коефіцієн-
та асиметрії 3γ  при фіксованих значеннях 4γ . 
На рис.1 наведено графіки коефіцієнта ефек-
тивності 21g  для різних значень сигнал/завада 

}9;1;25,0{=q , з яких видно, що криві накла-
даються одна на іншу, отже величина виграшу 

21g  не залежить від співвідношення сиг-
нал/завада. Графік має симетричний характер 
відносно осі ординат, оскільки функція 21g  є 
парною відносно параметра 3γ . 

 

 
Рис. 1. Залежність коефіцієнта ефективності 
оцінки від коефіцієнта асиметрії при 04 =γ  
при різних значеннях сигнал/завада  
 
На рис. 2 досліджено залежність коефі-

цієнта ефективності оцінки від коефіцієнта 
асиметрії при фіксованому значеннях коефіці-
єнта ексцесу }4;5,1;0;5,1{4 −=γ . Для кожного 
значення  4γ  коефіцієнт асиметрії має інтер-
вал допустимих значень. Якщо коефіцієнт 
асиметрії прагне до границі своєї області 
визначення, то виграш в точності 
вимірювання може значно зростати (одиниці 
та десятки разів). У разі, якщо сигнал 
приймається на тлі симетричних завад 
( 03 =γ ), то точність дисперсії не 

змінюватиметься, навідь якщо коефіцієнт 
ексцесу відмінний від нуля. 

 

 
 

Рис. 2. Залежність коефіцієнта ефективності 
оцінки від коефіцієнта асиметрії  

при фіксованих значеннях коефіцієнта ексцесу  
 

 
 

Рис. 3. Залежність коефіцієнта ефективності 
оцінки від коефіцієнта ексцесу 4γ   
при фіксованих значеннях  
коефіцієнта асиметрії  

 
На рис. 3 наведено залежність коефіціє-

нта ефективності оцінки від коефіцієнта екс-
цесу 4γ  при фіксованих значеннях коефіцієн-
та асиметрії }2;5,0;5,0{3 −=γ . З графіку ви-
дно, що чим ближчий розподіл завади до си-
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метричного ( 03 →γ ) тим ближчою до схо-
динкоподібної є форма графіку функції кое-
фіцієнта ефективності оцінки. Це вказує на те, 
що виграш в оцінці параметру можливий ли-
ше при найменших значеннях коефіцієнту 
ексцесу 24 −→γ . Для великих значень коефі-
цієнта асиметрії (наприклад, 23 =γ ) ефек-
тивність оцінок зростає ( 8,021 ≤g ) для широ-
кого діапазону значень коефіцієнта ексцесу 

)8;0(4 ∈γ . 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Різні ракурси тривимірного графіка  
коефіцієнта ефективності оцінки 

 

Загальне уявлення про характер змен-
шення коефіцієнта ефективності оцінки при 
одночасній зміні коефіцієнтів асиметрії та ек-
сцесу можна отримати з рис.4, на якому для 
наочності, наведені різні ракурси тривимірно-
го зображення функціональної залежності. 
Зміна коефіцієнту асиметрії можлива в діапа-
зоні ∈3γ (- ∞ ; ∞ ), а коефіцієнт ексцесу змі-
нюється в інтервалі ∈4γ (-2; ∞ ).  

Висновки. Отримані результати вказу-
ють на те, що точність поліноміальних алго-
ритмів, синтезованих методом максимізації 
поліному, може покращуватися з ростом сте-
пеня поліному. Показано, що для певного 
сполучення значень параметрів негауссівської 
завади квадратичний алгоритм має потенцій-
но вищі точнісні характеристики, порівняно з 
характеристиками класичного лінійного алго-
ритму, оптимального при гауссівських зава-
дах. За допомогою побудованих графіків мо-
жна оцінити для завад з якими параметрами 
можна отримати максимальний виграш в точ-
ності оцінювання порівняно з лінійним алго-
ритмом. 
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ANALYSIS OF POTENTIAL CHARACTERISTICS OF THE QUADRATED ALGORITHM 
OF MEASUREMENT OF HARMONIC SIGNAL AMPLITUDE WITH FLUCTUATED 

FREQUENCY IN COHERENT DETECTION 
 

In the paper, an analysis of the exact characteristics of linear and quadratic algorithms for 
measuring the amplitude of a harmonic signal with a fluctuating frequency with coherent reception, 
under the influence of an asymmetric and high-frequency noise is carried out. The analytical expres-
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sions for the amount of information obtained and the variance of the estimation of the amplitude under 
the polynomial degree s=1 and 2 are obtained. It is shown that with the growth of the polynomial de-
gree, the exact characteristics of the polynomial algorithms can increase with the asymmetric distribu-
tion of the additive interference. The gain in the accuracy of the estimation depends on the combina-
tion of values of cumulative coefficients of the 3rd and 4th orders. The closer the value of the coeffi-
cients of asymmetry and excess to the limit of the range of admissible values, the higher the accuracy 
of computational algorithms. 

Keywords: precision characteristics, polynomial maximization method, dispersion, amount of 
information about parameter, amplitude, frequency fluctuation, harmonic signal, coherent detection, 
coefficient of skewness-kurtosis. 
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