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МОДЕЛЮВАННЯ ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ  
У РЕГУЛЯРНІЙ RC ЛІНІЇ ПЕРЕДАЧІ З ВТРАТАМИ 

 
В  статті  проаналізовано  схему  заміщення  регулярної  RC  лінії  передачі  з  втратами.  Визначено  вираз 

комплексного опору регулярної RC лінії передачі з втратами. Отримано вираз перехідного опору регулярної RC лінії 
передачі  з  втратами  шляхом  розкладання  комплексного  опору  лінії  в  ряд  та  знаходження  оберненого 
перетворення Лапласа для цього ряду. 

Ключові  слова:  регулярна  RC  лінія  передачі  з  втратами,  комплексний  опір,  перехідний  опір,  перехідний 
процес. 
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MODELLING OF THE TRANSIENT PROCESSES IN THE REGULAR RC TRANSMISSION LINE WITH LOOSSES 
 
Abstract – The equivalent circuit of the regular RC transmission line with looses was analyzed. The impedance expression of the 

regular RC transmission line with looses was defined. The transient resistance of the regular RC transmission line with looses was obtained 
by means of expanding of the  impedance expression of the regular RC transmission  line with  looses  into series and defining of the  inverse 
Laplace transform for this series. 
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Вступ 
Регулярні лінії передачі широко застосовуються в електротехнічних та радіотехнічних пристроях та 

засобах зв’язку. При передачі енергії по регулярній лінії передачі виникають втрати енергії за рахунок активного 
опору провідників лінії та кінцевого опору їх ізоляції, що спричинює появу струмів через ізоляцію по всій 
довжині регулярної лінії передачі. Важливу роль у регулярних лініях передачі відіграють перехідні процеси, які 
виникають у лінії при під’єднанні до неї джерела напруги або струму. 

Дослідженню перехідних процесів у регулярних лініях передачі присвячено велику кількість публікацій, 
але у них в більшості випадках розглядають регулярні лінії передачі без втрат. Для таких ліній отримані 
аналітичні вирази струму і напруги в лінії, що дозволяє промоделювати перехідні процеси в регулярних лініях 
передачі без втрат. Що стосується регулярних ліній передачі з втратами, то для них відсутні аналітичні вирази 
струму і напруги в лінії. Тому метою даної роботи є отримання аналітичних виразів струму і напруги в регулярній 
лінії передачі з втратами. 

 
АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 

Питанням дослідження регулярних ліній передачі присвячено велику кількість літературних джерел. 
Регулярну лінію передачі з втратами можна представити у вигляді розподілених по довжині лінії L активного 
опору R0dx провідників лінії, їх індуктивності L0dx, а також паразитної провідності між провідниками лінії G0dx та 
паразитної ємності C0dx, яка виникає між провідниками (рис. 1) [1, 2]. 

 



Технічні науки 

Вісник Хмельницького національного університету  №6 ’2013 190

 
Рис. 1. Схема заміщення регулярної лінії передачі довжиною dx 

 
Регулярна лінія передачі характеризується погонними електричними параметрами R0, L0, G0 та C0, які 

визначаються на одиницю довжини регулярної лінії передачі. 
З літературних джерел [1, 2] відома система диференційних рівнянь, які описують напругу та струм у 

лінії, як функції двох змінних – просторової координати x, яка визначає відстань від початку лінії, та часу t. Ці 
рівняння отримали назву телеграфних рівнянь (1). 

Отримати аналітичний розв’язок наведеної системи рівнянь в часткових похідних при визначених 
початкових та граничних умовах до теперішнього часу є не вирішеною задачею. Розв’язок цієї задачі є можливим 
лише при використанні чисельних методів інтегрування та застосуванні ПЕОМ. 
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МОДЕЛЮВАННЯ ПЕРЕХІДНОГО ОПОРУ РЕГУЛЯРНОЇ RC ЛІНІЇ ПЕРЕДАЧІ З ВТРАТАМИ 

Частковий аналітичний розв’язок поставленої задачі можна отримати для спрощеної регулярної лінії 
передачі, якщо припустити, що погонні індуктивність L0 та провідність лінії G0 дорівнюють нулю. Таке 
припущення є можливим на низьких частотах роботи регулярної лінії передачі, коли вплив індуктивності та 
провідності лінії передачі є незначним, але значними є погонні втрати R0 та ємність C0 лінії передачі. Прикладом 
такої регулярної лінії передачі може бути пористий електрод суперконденсатора, який характеризується значною 
погонною ємністю та активним погонним опором. Схема регулярної RC лінії з втратами та ємністю зображена на 
рис. 2. 

 

 
Рис. 2. Схема заміщення регулярної RC лінії передачі p втратами 

 
Нехай струм і напруга в лінії змінюються у часі по синусоїдальному закону з кутовою швидкістю ω. 

Користуючись комплексним методом, представимо рівняння лінії для комплексних діючих напруг U та I  [1, 2]: 
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Комплексні U та I є функціями тільки x, і, відповідно, рівняння в часткових похідних для миттєвих u та  

i перейшли в звичайні диференційні рівняння для U та I . 

Виразимо комплексну амплітуду струму I  у першому рівнянні через комплексну амплітуду напруги U  

із другого рівняння, а комплексну амплітуду напруги U  у другому рівнянні через комплексну амплітуду струму 

I  із першого рівняння. Отримаємо систему регулярних лінійних диференційних рівнянь другого порядку (3) для 
елементарної ділянки dx [1, 2]. 
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де   jCRj 00 – коефіцієнт розповсюдження лінії,  – постійна часу лінії. 

Загальний розв’язок першого однорідного лінійного диференційного рівняння другого порядку із 

системи (3) шукають для U  елементарної ділянки  dx у вигляді (4) [1, 2]. 

.eAeAU xx   21
  (4)

де  A1 та  A2 – константи інтегрування. 

Якщо підставити вираз комплексної напруги U  (4) у перше рівняння системи (2), то можна отримати 

вираз для комплексної амплітуди струму I  елементарної ділянки регулярної лінії передачі  dx (5) [1,2]. 
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  – хвильовий або характеристичний опір лінії. 

В подальшому будемо позначати струм та напругу на початку лінії (x=0) індексом 1 ( 1I , 1U ) та в кінці 

лінії  (x=l, l – довжина лінії) – індексом 2 ( 2I , 2U ).  

Для визначення постійних інтегрування A1 та  A2 достатньо знати дві з цих чотирьох величин. Виразимо 

ці постійні через напругу 1U та струм 1I на початку лінії при x=0 
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Ці вирази для напруги U  і струму I  в будь-якій точці регулярної RC лінії передачі можна записати 
також в іншій формі, використовуючи співвідношення:  

  xchee xx  

2

1
 та   .xshee xx  

2

1
 

Отримаємо  

;xZshIxchUU  11
  .xsh

Z

U
xchII  1

1

  

Значення напруги та струму в кінці лінії отримують, якщо прийняти x=l: 
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З цих рівнянь можна визначити  1I , 1U через 2I , 2U . Маємо 
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Враховуючи, що комплексний вхідний опір регулярної RC лінії з втратами 
1

1

I

U
Zвх 


 , а комплексний 

вихідний опір лінії 
2

2

I

U
Zвих 


 , після математичних перетворень отримаємо вираз для xl'x  : 
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В режимі холостого ходу, коли вихідний кінець регулярної RC лінії з втратами розімкнутий ( вихZ ), 

вираз (8) можна записати у вигляді: 

'xcthZZвх  . (9)

Зробимо заміну Z  та   їх виразами відповідно 
0
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  та  jCRj 00 . В 

результаті отримаємо вираз: 
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Запишемо вираз операторного вхідного опору для розімкнутої регулярної RC лінії з втратами. Для цього 
зробимо заміну у виразі (10)  jp . 

   'xpcth
pC

R
'xCpRcth

pC

R
)p(Zвх 

0

0
00

0

0 . (11)

Для знаходження перехідного опору розімкнутої регулярної RC лінії з втратами необхідно знайти 
обернене перетворення Лапласа для виразу операторного вхідного опору (11). Відомі таблиці прямого та 
оберненого перетворення Лапласа не містять перетворення, яке б задовольняло б вираз (11). Класичне 
інтегрування для виразу (11) є досить складною задачею і не описане в літературних джерелах. Тому для 
знаходження оберненого перетворення Лапласа для виразу операторного вхідного опору (11) необхідно цей вираз 
розкласти в ряд. 

Класичним розкладанням функції гіперболічного котангенса є ряд Лорана: 
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 – числа Бернуллі;  x0 ; 

 k
r  – біноміальні коефіцієнти. 

У нашому випадку 'xp'xCpRx  00
. Тоді вираз операторного вхідного опору для розімкнутої 

регулярної RC лінії з втратами можна записати з урахуванням виразу (12): 
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Для визначення перехідного вхідного опору розімкнутої регулярної RC лінії з втратами необхідно знайти 
обернене перетворення Лапласа для виразу операторного вхідного опору (13). 
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де  t  – дельта функція Дірака;         t,...,t,t,t n 1    – відповідно перша, друга, третя,…., n-1 

похідна від дельта функції Дірака. 
Отриманий вираз (14) перехідного опору розімкнутої регулярної RC лінії з втратами є теоретичним і не 

дозволяє провести практичне моделювання перехідних процесів у регулярній RC лінії з втратами за допомогою 
ПЕОМ, тому що похідні від дельта функції Дірака математично невизначені. 

Тому необхідно виконати інше розкладання в ряд виразу операторного вхідного опору для розімкнутої 
регулярної RC лінії з втратами (11). Для цього запишемо вираз функції гіперболічного котангенса у вигляді: 
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З математики відомо, що сума членів спадаючої геометричної прогресії визначається виразом: 
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У нашому випадку 
xeq 2  та 11 b , тоді функцію гіперболічного котангенса у вигляді: 
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Тоді вираз операторного вхідного опору для розімкнутої регулярної RC лінії з втратами можна записати з 
урахуванням виразу (17): 

 








 







0

2

0

0 0021
n

CpRn
вх e

pC

R
)p(Z . (18)

По таблицям оберненого перетворення Лапласа [6] знайдемо оригінали для доданків, які входять до 
складу операторного вхідного опору для розімкнутої регулярної RC лінії з втратами: 
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У відповідності до виразу операторного вхідного опору для розімкнутої регулярної RC лінії з втратами та 

виразу 002 CRn  , отримаємо вираз перехідного вхідного опору розімкнутої регулярної RC лінії з 

втратами: 
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ВИСНОВКИ 

1. В роботі встановлено, що промоделювати перехідний вхідний опір розімкнутої регулярної RC лінії з 
втратами з використанням класичного розкладання функції гіперболічного котангенса в ряд Лорана неможливо, 
тому що у виразі присутні відповідно перша, друга, третя,…., n-1 похідні від дельта функції Дірака. Це робить 
неможливим застосування ПЕОМ для розрахунків значень цього виразу, тому що похідні від дельта функції 
Дірака є невизначеними. 

2. Запропоновано розкласти вираз операторного вхідного опору для розімкнутої регулярної RC лінії з 
втратами у ряд, використовуючи вираз суми членів спадаючої геометричної прогресії. Це дозволило знайти 
обернене перетворення Лапласа для цього виразу та визначити вираз операторного вхідного опору для 
розімкнутої регулярної RC лінії з втратами без застосування похідної від дельта функції Дірака. Такий підхід 
дозволяє застосовувати ПЕОМ для моделювання перехідних процесів у розімкнутій регулярній RC лінії з 
втратами. 
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