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ПЕРЕДАЧА ПАРИ СИЛ ДО КОНТУРУ КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ 
ПЛАСТИНКИ ЧЕРЕЗ СИСТЕМУ ОДНАКОВИХ ПРУЖНИХ РЕБЕР 

 
Запропоновано  розв’язок  мішаної  контактної  задачі  про  передачу  пари  сил  до  контуру  криволінійного 

отвору  в  нескінченній  ізотропній  пластинці  через  систему  однакових  пружних  ребер,  які  моделюються 
розімкненими криволінійними стрижнями (брусами)  сталого прямокутного поперечного перерізу. Математичну 
модель задачі побудовано у вигляді  системи  інтегральних  і диференціальних рівнянь для визначення компонент 
напруженого  стану  в  пластинці та  підсиленнях.  Наближений  розв’язок  задачі  реалізовано методом механічних 
квадратур  і  колокації.  Досліджується  вплив  на  напружений  стан  пластинки  та  підсилень  форми  отвору  та 
відносної ширини ребра. 
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THE FLOW OF COUPLE OF FORCES TO THE CONTOUR OF THE CURVILINEAR 
HOLE IN AN PLATE THROUGH THE SYSTEM OF THE IDENTICAL ELASTIC RIB 

 
The  solution  to  the mixed  contact problem of  the  flow of  couple of  forces  to  the  contour of  the  curvilinear hole  in an  infinite 

isotropic plate  through  the  system  of  the  identical  elastic  ribs, which are modelling  as  open  curvilinear bar  of  constant  rectangle  cross 
section, has been proposed. The mathematical model of the problem has been constructed as the system of singular integral and differential 
equations to determine the components of the stress state in the plate and the reinforcements. The approximate solution of the problem has 
been realized by the method of mechanical quadrature and collocation. The influence of the shape of hole and the relative width of the ribs 
on the stress state of the plate and reinforcements has been explored. 

Keywords: reinforcing rib, contact force, infinite plate, structure of the solution of the problem, mode of deformation. 
 

Вступ 
Тонкостінні пластинки з технологічними чи конструктивними отворами широко використовуються 

в різних галузях сучасного машинобудування та будівництва. Для зменшення високої концентрації 
напружень біля отворів їх контури підсилюють розімкненими ребрами сталої чи змінної жорсткості. Будучи 
розсіювачами концентрації напружень на контурі отвору, ці ребра дозволяють передавати через них до 
пластинки зосереджене силове або моментне навантаження. При цьому в околі торців підсилень виникають 
локальні зони підвищеної концентрації напружень, які можуть призвести до появи тріщин або зон 
пластичного руйнування. З огляду на це дослідження напруженого стану пластинки в околі торців 
підсилення є актуальною задачею механіки контактної взаємодії масивних і тонкостінних пружних тіл. Такі 
задачі складають теоретичну основу розрахунку шліцьових з’єднань в передачах обертального руху. 

Аналіз досліджень і публікацій. Першими в цьому напрямку можна вважати роботи [1-3], де 
розглядаються плоскі мішані задачі для пружних тіл (пластинок з коловими контурами), підсилених 
кільцеподібними накладками. Тут наведено розв'язки задач про передачу осьових сил від накладки, яка 
моделюється частиною безмоментної циліндричної оболонки, до пружної пластинки. Методом 
ортогональних многочленів досліджується напружений стан пластинки з круговим отвором, підсиленим по 
контуру однією або двома кільцеподібними накладками. Вивчено напружений стан круглого диска, 
підсиленого двома кільцеподібними накладками і підвішеного нерозтяжними стрічками до нерухомої точки. 

Моделюючи підсилювальне ребро пружною лінією змінної жорсткості на розтяг (стиск) в роботах 
[4, 5] побудовано системи сингулярних інтегрально-диференціальних рівнянь з ядрами Гільберта для 
визначення контактних зусиль в задачах про передачу сил і пар сил до контуру криволінійного отвору в 
пластинці через пружне ребро (систему ребер). Методом колокації досліджується вплив на напружений стан 
пластинки, яка перебуває в умовах узагальненого плоского напруженого стану, форми отвору, фізико-
геометричних параметрів підсилень, виду навантаження. 

У багатьох випадках практики через технологічні чи конструктивні причини підсилювальні ребра 
розміщені несиметрично відносно серединної площини пластинки, яка незалежно від зовнішнього 
навантаження буде перебувати в умовах узагальненого плоского напруженого стану і циліндричного згину. 
Низку задач про передачу зосереджених сил і пар сил до контуру криволінійного отвору в нескінченній 
ізотропній (ортотропній) пластинці через несиметричне пружне ребро (систему ребер) змінної жорсткості на 
розтяг (стиск) і згин розглянуто в [6, 7]. Методом механічних квадратур і колокації досліджується вплив на 
напружений стан пластинки несиметричності ребер та їх фізико-геометричних характеристик. 

У розглянутих вище дослідженнях осі підсилювальних ребер ототожнювалися з лініями їх 
сполучення з пластинкою, що призводить до значних похибок при визначенні напружень у зоні торців 
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підсилювальних ребер. 
Моделюючи підсилювальні ребра розімкненими пружними стрижнями (брусами) сталої жорсткості 

на розтяг (стиск) і згин у [8, 9] побудовано системи сингулярних рівнянь з ядрами Гільберта, які визначають 
розв'язки задач про передачу до колового контуру нескінченної ізотропної пластинки чи пружного круглого 
диска системи зосереджених сил (пари сил). При цьому вважається, що лінії сполучення пластинки (диска) з 
ребрами не співпадають з їх геометричними осями, а поперечні сили в підсиленнях відсутні. Наближені 
розв'язки задач визначаються методом колокації. Досліджується вплив ширини ребер і їх жорсткості на 
напружений стан пластинки (диска) та підсилень.  

Для пластинок з криволінійними отворами, відмінними від кругових, такі задачі не розглядалися. 
Мета роботи: побудова математичної моделі задачі про передачу пари сил до контуру 

криволінійного отвору нескінченної ізотропної пластинки через систему однакових пружних стрижнів; 
визначення компонент напруженого стану в пластинці та підсилювальних ребрах і дослідження впливу на ці 
величини форми отвору та фізико-геометричних параметрів ребер. 

Виклад основного матеріалу дослідження 
Нехай нескінченна ізотропна пластинка товщиною 2h  послаблена криволінійним отвором, 

обмеженим гладкою циліндричною поверхнею. Серединна площина пластинки віднесена до декартової 

1 2( , )x x  та полярної ( , )r   систем координат з початком у центрі отвору і перетинає цю поверхню по кривій 

 , яка має форму правильного m -кутника із закругленими кутами. 

Припустимо, що на ділянках * * * *
0 0 0 02 / , 2 / 4 / , 4 / ...m m m m                      

 
* *
0 02( 1) / , 2( 1) /m m m m           

 поверхня отвору підсилена системою однакових симетричних 

відносно серединної площини пластинки пружних ребер сталого поперечного перерізу 02 2h    (рис. 1), де 

* *
0 0,   – полярні кути кінців першого підсилювального ребра; 02 , 2h  – висота та ширина ребер; 0 – кут 

між нормаллю до осі ребра при *
0    і віссю 1Ox ;  

* *
0 0/ /m m       . 

 

 
Рис. 1. Розрахункова схема задачі 

 

До торців підсилень, що визначаються полярними кутами *
0 2( 1) /k m      ( 1, 2, ..., )k m , 

прикладене рівномірно розподілене нормальне навантаження з головним вектором 0N , який діє в 

серединній площині пластинки. Інше навантаження на пластинку та підсилювальні ребра відсутнє. 
Математична модель задачі. Оскільки пластинка і підсилювальні ребра перебувають в умовах 

узагальненого плоского напруженого стану, тому обмежимося розглядом точок, розміщених в їх спільній 
серединній площині. 

Умовно відділяючи пластинку від підсилень і замінюючи дію одного тіла на інше невідомими 
нормальними T  і дотичними S  контактними зусиллями, приходимо до першої основної для 

нескінченної пластинки з криволінійним отвором і пружного розімкненого ребра. 
Пластинка перебуває у рівновазі під дією контактних зусиль на ділянках підсилення контуру  , а 

кожне пружне ребро – під дією контактних зусиль і зосередженої сил 0N , прикладеної до відповідного 

торця. 
Нехай форма отвору в пластинці визначається функцією [10] 
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 1 2 0 1m
z x ix R



 
          

, (1)

яка реалізує конформне відображення зовнішності S  одиничного кола   в площині ie     на область, 

яку займає серединна площина пластинки. Тут 0R  – характерний розмір отвору (не порушуючи загальності 

вважаємо, що 0 1R  );   1/ 1m     – параметр, що характеризує відхилення контуру   від кола; 

1i   ; ( , )  – полярні координати в площині  . 

Зовнішнє навантаження, що передається від ребер до контуру пластинки, зводиться до пари сил з 
моментом  

 0 0
0 0 0 01 2sin cosM mN x x       , (2)

де 0 0
1 2,x x  – координати точки перетину контуру   з прямою 0   . 

При такому навантаженні компоненти тензора деформації в точках контуру   визначаються за 
формулами [4] 

        
0

0

2 2
2 12 2

1 ( )
1 ( , t) ctg ( , t)

22

m m t
v T K K T t dt

Eh



  



                   

  

 
0

0

2 1
( )

( , t) ( , t) ctg
2

m m t
K K S t dt







           

 ; 

        
0

0

2 2
2 12 2

1 ( )
1 ( , t) ctg ( , t)

22

m m t
V v S K K S t dt

Eh



 



                  

  

   
0

0

2 2
2 1 0

( )
( , t) ( , t) ctg

2

m m t
K K T t dt C







              

 ;  0 0;   . 

(3)

Тут введено позначення:  0 0;  – образ ділянки * *
0 0,    

при відображенні (1); E ,   – модуль 

Юнга та коефіцієнт Пуассона матеріалу пластинки; 0 / 2C Eh  – стала, що визначає обертання пластинки на 

нескінченності; 

       1( , )K t t t        ;           2 ( , )K t t t        ; 

     i         ;     ie   ;      1 ( 1)cosm m       ;       ( 1)sinm m      . 

Співвідношення (3) записані для випадку 2, 3, 4m   і враховують періодичність напружено-

деформованого стану пластинки з періодом 2 / m . 
Кільцеві зусилля T  на контурі отвору визначаються за формулою [4] 

2T T Eh      . (4)

Підсилювальні ребра моделюємо криволінійними стрижнями (брусами), поверхні сполучення яких з 
пластинкою не співпадають з їх серединними поверхнями. 

Розрахунок напружено-деформованого стану стрижня будемо проводити на підставі гіпотези 
плоских поперечних перерізів з приблизним урахуванням деформації поперечного зсуву. У цьому випадку 
система рівнянь пружної рівноваги тонких стрижнів з криволінійною віссю має вигляд [11, 12]. 

1. Диференціальні рівняння рівноваги елемента стрижня 

1

N dQ
T

r ds   ; 
1

Q dN
S

r ds    ; 
1

1bdL
S Q

ds r
 

     
 

. (5)

Тут N , Q , bL  – поздовжня і поперечна сили та згинальний момент, що діють у поперечних 

перерізах стрижня і віднесені до його осі; 1r  – радіус кривини того волокна стрижня, яке сполучене з 

пластинкою; s  – дуговий параметр контуру  ; ( )ds d    . 

2. Співвідношення Кірхгофа для довільного поздовжнього волокна стрижня 

( ) 0

0 0 0

1
1с br RL

N
E F

  
        

;  
0

0 2
0 0 0

1
2 1

s
b

b
s

RL ds
N Q C

E F

                
 , (6)
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в яких введено позначення:   – кривина розглядуваного волокна; ( )с
 , b  – відносне видовження волокна і 

кут повороту нормалі до нього; 0,R r  – радіуси кривини осьового та нейтрального для чистого згину 

поздовжніх волокон стрижня; 0 0,E v  – модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона матеріалу стрижня; 0 2 2F h    

– площа поперечного перерізу; 2
03   ;   – стала (для прямокутного перерізу 1.2  ); 2 0( )bC s  ; 0s  – 

дуговий параметр, що відповідає вільному торцю підсилення. 

Нормальні напруження ( )с  у крайніх поздовжніх волокнах стрижня визначаються за законом 

Гука, а максимальні дотичні напруження ( )с  в осьовому волокні – за формулою Журавського [13]. 

( ) 0
1

0 1 0

1
1c br RL

N
F r

  
         

;     ( ) 0
2

0 1 0

1
1

2
c br RL

N
F r

  
          

;     ( )
max

0

3

2
c Q

F
  .  (7) 

Крайові умови задачі на кожній з ділянок підсилення обираємо у вигляді рівності деформацій 
спільних волокон пластинки і ребер 

( )с
    ;     bV   ;       0 0;   ;      1r  .    (8) 

Підставляючи співвідношення (3), (6) в крайові умови (8) з урахуванням (5), одержимо систему 
двох інтегральних і трьох диференціальних рівнянь для визначення контактних зусиль між пластинкою і 
підсилювальним ребром, а також величин N , Q , bL  в ребрі 

      
0

0

2 2
2 1

( )
1 ( , t) ctg ( , t)

2

m m t
v T K K T t dt



 


               

 
 0

0

2 2
0

2 1
0 0 1 0

2 ( )( )
( , t) ( , t) ctg 1 0

2
b

Eh r RLm m t
K K S t dt N

E F r






                       
 ; 

      
0

0

2 2
2 1

( )
1 ( , t) ( , t) ctg

2

m m t
v S K K T t dt



 


               

    
0

0

2 2
2 1 2 0

( )
( , t) ctg ( , t) 2

2

m m t
K K S t dt EhC C






               

   
 

0

2 2

0
0 0 0 1

2 ( )
( ) 2 1 ( ) 0b

Eh RL t
N t dt Q

E F r





                  
 ; 

 1

( ) ( )
( )

N dQ
T

r d


 
  

  
;       

 1

( ) ( )
( )

Q dN
S

r d


 
   

  
; 

  1

( )
( ) ( ) 1bdL

S Q
rd


  

           
;       0 0;   .   (9) 

Систему рівнянь (9) доповнюємо умовою 

0 0( )N N   ,      (10) 

яка слугує для визначення сталої 2 02EhC C . 

Співвідношення (9), (10) визначають математичну модель сформульованої задачі. 
Наближений розв’язок задачі. Точний розв’язок системи (9), (10) знайти не вдається. Для її 

наближеного розв’язання перейдемо до проміжку інтегрування [-1; 1]. Це можна зробити заміною змінних 
[4] 

 0 02arctgm a x b   ;      0 02arctgmt a y b  ;    (11) 

де 

0 0
0

1
tg tg

2 2 2

m m
a

    
 

;    0 0
0

1
tg tg

2 2 2

m m
b

    
 

.   

Тоді 

 
0

2
0 0

2

1

a dx
md

a x b
 

 
;     

 
0

2
0 0

2

1

a dy
mdt

a y b


 
;     

   
 

0 0 0
2

0 0

22
ctg

2 1

a a y b dym t dy
dt

x y a y b

 
 

  
 

і система (9), (10) після певних перетворень набуває вигляду 
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(12)

Структуру контактних зусиль на кінцях ділянки підсилення визначає характеристична частина двох 
сингулярних інтегральних рівнянь з ядрами Коші системи (12). З умови її несуперечності при 1x    
встановлюємо [14] 

1 2
2

( ) ( )
( ) ( )

1

x i x
T x iS x

x
 

  
 


,    1; 1x  ,    (13) 

де  1 2( ), ( )x x   – обмежені та неперервні на  1; 1  функції. 

У співвідношенні (13) не враховано локальну осциляцію, яка виникає на кінцях ділянки підсилення 
і накладається на кореневу особливість. У роботах [9, 10] показано, що в задачах часткового підсилення 
контурів криволінійних отворів у нескінченних пластинках осциляція несуттєво впливає на розподіл 
контактних зусиль в околі торців підсилень. При 1x    розв’язок задачі втрачає зміст через порушення 
лінійності та сумісності деформацій.  

Структуру внутрішніх сил N  і Q  та згинального моменту bL  визначають крайові умови на кінцях 

(торцях) підсилювальних ребер 

  01N N   ;                1 1 1 1 1 0b bQ L N Q L       .   (14) 

З урахуванням (14) функції ( )N x , ( )Q x , ( )bL x  на проміжку  1; 1  можна подати у вигляді 

3
1

( ) ( )
2

x
N x x


  ;     2

4( ) 1 ( )Q x x x   ;      2
5( ) 1 ( )bL x x x   .   (15) 

Тут 3 4 5( ), ( ), ( )x x x    – обмежені та неперервні на  1; 1  функції. 

Знаючи структуру шуканих функцій (13), (15), наближений розв’язок задачі можна побудувати 
методом механічних квадратур і колокації. Квадратурні формули цього методу для сингулярних і 
регулярних інтегралів наведені в [8, 10]. Інтеграли зі змінною верхньою межею обчислюються за формулою 
трапецій. 

Числова реалізація задачі проведена для пластинки з квадратним ( 4m  , 0.15   ) отвором і 
підсилювальних ребер з такими фізико-геометричними характеристиками 

0 6


   ;     0 6


  ;     0h h ;     0E E . 
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Рис. 2. Розподіл компонент напруженого стану при 0.15   

 

 
Рис. 3. Розподіл компонент напруженого стану при 0.15    

 
Досліджено вплив на напружений стан пластинки та підсилень форми отвору і відносної ширини 

02 / R  ребра. Результати числового розрахунку еквівалентних напружень 2 2 23еквT T T T T S         
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[13] на контурі   в пластинці та величин (c)
1 , (c)

2 ,
(c)
max  у підсилені наведені на рис. 2, 3. Суцільні лінії 

побудовані для випадку 02 / 0.2R  , штрихові – 02 / 0.1R  , штрих-пунктирні – 02 / 0.05R  . 

Висновки 
Аналіз одержаних результатів свідчить про те, що кривина ділянки підсилення отвору суттєво 

впливає на розподіл напружень як на контурі отвору в пластинці, так і в підсилювальному ребрі. Торець 
ребра, до якого прикладається зовнішня сила доцільно розміщувати на ділянці з більшою кривиною. Хоча 
напруження в пластинці на кінцях ділянки підсилення необмежені, що пояснюється появою в цих  зонах 
пластичних деформацій, напруження в підсилювальних ребрах залишаються обмеженими навіть на торцях. 

Запропонований метод розв’язання задачі може бути перенесений на ортотропні пластинки з 
еліптичним отвором, контур якого підсилений системою двох розімкнених пружних ребер. 
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