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ЗМЕНШЕННЯ НАПРУЖЕНЬ ПЛИТИ ПІД ДІЄЮ ЗОВНІШНЬОГО 
НАВАНТАЖЕННЯ ЗА ДОПОМОГОЮ ПОКРИТТЯ ЇЇ ШАРОМ ІЗ 

ПОЧАТКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ 
 
В роботі розглянуто спосіб впливу на розподіл напружень навантаженої плити, що лежить на жорсткій 

основі,  за  допомогою  зовнішнього  попередньо  напруженого  шару.  Проведено  аналіз  отриманих  результатів. 
Визначено  доцільність  покриття матеріалів  зовнішнім шаром  із  початковими  напруженнями  для  зменшення  у 
них напружень. 
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STRESS REDUCTION OF PLATE UNDER EXTERNAL LOAD BY ITS COVER LAYER WITH INITIAL STRESSES  

 
We consider a way of  influence on  the distribution of  loaded plate stress  lying on a rigid base, with external prestressed  layer. 

Axisymmetric task was posed. We examined conditions under which it is correct to use correlation of linearized elasticity theory for bodies 
with  initial  stresses.  By  Hankel’s  integral  transformation  it  was  received  solution  obtained  through  functional  equations  system.  The 
functional systems Numerical solution was implemented by Gauss method. We received the conclusion about plate stress decrease if initial 
layer stresses are  сompressible. The analysis of the results was carrying out. Feasibility of materials coating by external  layer with  initial 
stresses for reducing their stress was determined. 

Keywords: double layer plate, initial stresses. 
 
Вступ. У багатьох практичних задачах часто постає питання зменшення напружень у конструкціях 

при дії на них різними силовими навантаженнями. Дана проблема виникає при розрахунку основ 
конструкцій, несучих поверхонь і т.п. Нерідко основа таких конструкцій представляє собою плиту. 



  Технічні науки  ISSN 23075732
 

Вісник Хмельницького національного університету, №3, 2017 (249)  33

Очевидно, що зменшення напружень у самій плиті можна досягти, наприклад, шляхом збільшення її 
товщини. Проте більший інтерес може представити інший підхід, а саме покриття плити попередньо 
напруженим шаром. Якщо виявиться, що наявність початкових напружень такого шару-протектора 
дозволить значно зменшити значення напружень самої плити, то це дозволить суттєво знизити 
матеріалоємність основи. Крім того, в силу конструктивних особливостей сама плита може бути початково 
напружена. У даній статті зроблена спроба визначення умов попереднього напруження захисного шару 
плити, що призводить до значного зменшення напружень основи. 

Постановка задачі. Нехай маємо плиту, що лежить на жорсткій гладкій основі товщиною Н. 
Захисний шар товщини Н1-Н скріплений з основою, контакт – ідеальний. Зовнішнє осесиметричне 

навантаження складається з нормальної  p r  та дотичної  q r  складових. Утворена конструкція 

представлена на рис. 1 як двошарова плита з номерами шарів 1 – плити та 2 – захисного шару. Оскільки 
конструктивно наша задача осесиметрична, розв’язуватимемо її в циліндричній системі координат , , .r z  

Позначимо через 
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Рис. 1. Плита із захисним шаром на жорсткій основі 

 
Граничні умови: 
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0 ,r a   a  – радіус завантаженого кругу. 
Умови спряження шарів 
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Задачу розв’язуємо в рамках лінеаризованої теорії пружності для тіл з початковими напруженнями 

[1, 2]. Припускаємо, що виконуються наступні умови: 
1. Навантаження конструкції відбувається після встановлення у ній початкового напруженого стану. 
2. Зовнішнє навантаження викликає в попередньо напружених шарах значно менші по величині 

збурення початкового напруженого стану, ніж відповідні величини початкового напруженого стану. 
3. Початковий напружений стан з достатньою мірою точності можна вважати однорідним. 
4. Розв’язок задачі – єдиний. 
При виконанні другого припущення можна використовувати співвідношення лінеаризованої теорії 

пружності для дослідження збуреного напружено-деформованого стану. Третє припущення з урахуванням 
другого дає можливість застосування вищезгаданої теорії при однорідних початкових станах. Невиконання 
четвертої умови призводить до виникнення внутрішньої втрати стійкості [3]. 

Розв’язок задачі. Використовуючи перетворення Ханкеля рівнянь рівноваги  

0,  ij
i

i

Q
y V

y
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отримаємо в циліндричних координатах  , , r z   розв’язки: 
для плити, тобто шару 1, що лежить на жорсткій основі 
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а для захисного шару, тобто шару 2, що лежить на пружній основі 
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Тут    1 1, A B   – невідомі функції, які є інтегральними розв’язками відповідного бігармонійного 

рівняння [4]: 
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а функції        2 2 2 2, , , A B C D     є відповідно розв’язками  
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Перетворимо також за Ханкелем і функції розподілу зовнішнього навантаження    , :p r q r  
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де трансформанти Ханкеля    , p q   визначаються з формул: 
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а також нові невідомі функції параметру інтегрування :  
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Після задовільнення граничних умов (1) та умов спряження шарів (2) отримаємо матричну 

функціональну систему відносно шести невідомих функцій            1 1 2 2 2 2, , , , , A B A B C D      : 
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де матриці      2,4 4,4 4,2, , N M P  відповідно складаються з наступних елементів: 
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Числовий розв’язок отриманої системи рівнянь надалі реалізується модифікованим методом Гауса. 
Аналіз числових результатів та висновки. Числовий експеримент проведено для конструкції, яка 

навантажена з інтенсивністю   1, 0p r r a    (в безрозмірних координатах 0 1  ). Товщина 

зовнішнього шару становить четверту частину основи. Обчислення напружень проводились на лінії розділу 
шарів. На графіках різним лініям відповідають різні величини початкового видовження 1,  що зумовлюють 

початковий напружений стан (величина 1 1   відповідає початково ненапруженому стану). 

На рис. 2–5 показано вплив початкових напружень зовнішнього шару на величину напружень 

33 3, rQ Q
 

 усієї плити. Аналіз графіків показує, що стисні початкові напруження приводять до зменшення 

напружень у плиті, а розтягуючі – до збільшення. Вплив початкових напружень на величину дотичних 

напружень 3rQ


 – несуттєвий. Для матеріалів, що відповідають потенціалу Бартенєва-Хазановича при 

наближенні початкового видовження зовнішнього шару до критичної величини  1  0,6934кр кр     

напруження 33Q


 усієї плити, відповідно і внутрішнього шару, значно зменшуються. Результат впливу 

початкових напружень суттєво залежить від виду пружного потенціалу та сильніше проявляється у 
високоеластичних тілах. 

 
Висновок 

Для зменшення напружень у навантаженій плиті її доцільно покрити шаром зі стисними 
початковими напруженнями. Для кращого результату зовнішній шар слід вибирати із матеріалів, що 
відповідають потенціалу Бартенєва-Хазановича. 
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Рис. 2. Розподіл нормальних напружень 

(гармонійний потенціал) 

 

 

 

 
 
 

 
Рис. 3. Розподіл дотичних напружень 

(гармонійний потенціал) 

  

 

 

 

 

 

 
Рис. 4. Розподіл нормальних напружень  

(потенціал Бартенєва-Хазановича) 

 

 

 

 
 
 

 
Рис. 5. Розподіл дотичних напружень  

(потенціал Бартенєва-Хазановича) 
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