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УМОВИ КОЛИВНОСТІ ХАРАКТЕРИСТИК  

КІНЕТИКИ МІКРОСТРУКТУР КОМПОЗИТІВ 
 
У  роботі  досліджено  умови  коливних  процесів  поширення  зовнішніх  поверхневих  шарів  (ЗПШ)  – 

мікроструктур  навколо  частинок  дисперсного  наповнювача  в  процесі  формування  епоксидних  композитів. 
Динаміка їх геометричних характеристик підлягає математичному моделюванню з допомогою диференціальних 
рівнянь  із  частинними похідними, що містять оператор ЛапласаБельтрамі. Однією  із найважливіших проблем, 
що  досліджується  в  даній  роботі,  є  питання  коливності  розв’язків,  достатні  умови  якої  отримані  у  полі 
коефіцієнтів деяких типів рівнянь. 
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CHARACTERISTICS OSCILLATION CONDITIONS OF THE COMPOSITES MICROSTRUCTURES KINETICS 

 
Dynamics of some processes, stitching epoxides, such as the distribution of external surface layers in the presence of particulate or 

fibrous fillers in composite materials can be modelled by the equations, the variables which are changed in mathematical spaces of constant 
curvature.  In  the paper we  investigate  the  conditions of oscillatory processes  spread outside  the  surface  layers of  structures around  the 
particles of the dispersed  filler  in the  formation of epoxy composites. Mathematical models of the real processes,  in particular problems of 
microstructures  kinetics  of  epoxy  composites  often  is  comfortable  to  describe  with  differential  equations,  the  variables  of  which  are 
measured not only  in Euclidean  space but also  in other  spaces. The dynamics of  their geometric  characteristics  subject  to mathematical 
modelling by differential equations containing the LaplasBeltramy operator. Oscillatory properties of the dynamic characteristics behaviour 
were obtained for the predictable regulation operational heterogeneous materials characteristics. 
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Постановка задачі. Одним із головних завдань при формуванні композитних матеріалів (КМ) є 

забезпечення оптимальних умов фізико-хімічної взаємодії на межі поділу фаз “оліґомер-наповнювач”. 
Ступінь зшивання у ЗПШ також суттєво впливає на адгезійну та когезійну міцність КМ і визначає їх фізико-
механічні та теплофізичні властивості. Тому дослідження динаміки процесів формування, зміни 
структурних характеристик і геометричних розмірів ЗПШ при структуроутворенні матеріалу, а також 
створення методів їх прогнозованого регулювання є актуальною задачею сучасного матеріалознавства при 
створенні композитів та покриттів на їх основі [1, 2].  

Динаміка деяких процесів зшивання епоксипластів, зокрема поширення зовнішніх поверхневих 
шарів при наявності дисперсного чи волокнистого наповнювачів у композитних матеріалах може бути 
змодельована рівняннями, змінні яких міняються в просторах постійної кривини. За звичай під ними 
розуміють простори з евклідовою геометрією, проте існують і інші простори з кривиною відмінною від нуля 
і постійною для всіх точок простору, геометрії називають гіперболічними і сферичними. Такі геометрії 
реалізуються на добре відомих поверхнях евклідового простору. У випадку гіперболічної геометрії – це 
псевдосфери, а у випадку сферичної геометрії – звичайні сфери. Кривина сфери є постійною додатною 
величиною, а у псевдосфери – від’ємна.  

Математичні моделі реальних процесів, зокрема задачах проблем кінетики мікроструктур 
епоксикомпозитів часто є зручним описувати диференціальними рівняннями, змінні яких вимірюються не 
лише в евклідовому просторі але і в інших просторах.  

Методика досліджень. Однією із найважливіших проблем, що досліджується в даному розділі, є 
питання коливності розв’язків. Історично це питання вивчається давно і пов’язане, як правило, із вивченням 
розв’язності краєвих задач для диференціальних рівнянь [3, 4]. Відомо, що перетворення в нуль розв’язків 
диференціальних рівнянь другого порядку вказує на можливість розв’язності відповідної краєвої задачі [5–7]. 

Дослідимо рівняння з постійними коефіцієнтами 
0Lu pu  , (1)

шляхом приведення його до відповідних звичайних рівнянь. Проінтегруємо рівняння (1) по «сфері» rS  

простору nH : 
1 1

0
( ) ( )

r rS S

Lu dS pu dS
A r A r

      . 

Використаємо формулу для середнього значення аналітичного розв’язку u(X) рівняння (1) по сфері 

rS  
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де  n  – площа n – вимірної сфери одиничного радіуса, Sr – сфера радіуса r з центром у деякій 

фіксованій точці 0P D  , отримуємо: 

( )
0

( )

A r
M M pM

A r


     . (2)

Зведемо рівняння (2) до канонічного вигляду 
( ) 0.B r      

Для цього виконаємо заміну ( ) ( ) ( )M r z r r  , де ( )z r  виберемо, розв’язуючи рівняння 
12 ( ) ( ) 0z A r A r z     . 

Звідси отримуємо 
1
2 ( )z A r . Коефіцієнт при φ визначимо по формулі: 

1
2

2
( ) 1 ( ) 1 ( )

( ) ( ) .
( ) 4 ( ) 2 ( )

A r A r A r
B r z z p z A r p

A r A r A r

                     
 

Кінцевий вигляд рівняння (2) в канонічній формі запишеться так: 
2

1
0.

4 2

A A
p

A A
 

             
 (3)

Зауваження 1. Для встановлення достатніх умов неколивності рівняння (3) можна використати 
простий критерій невід’ємності функції при φ. 

Після знаходження розв’язку ( )r  рівняння (3) визначаємо  
1
2( ) ( ) ( )M r A r r  . 

Розглянемо різні випадки розв’язків (2) у просторах постійної кривини. 

Для nE маємо 1( ) ,n
nA r r   тоді коефіцієнт при φ у рівнянні (3) має вигляд: 
2 22 3

1 1 2

1 ( 1) 1 ( 1)( 2) 2 1
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В евклідовому просторі рівняння (3) представляє собою рівняння Бесселя порядку 
2

2

n 
: 

2

2

1 2
0

4 2

n
p

r r
 

           
. (4)

Дійсно, якщо рівняння Бесселя  
2

2
0

w
w p w

r r

  
     

 
 

привести до канонічного виду, то отримаємо, що 
1
2z r , а φ визначається рівнянням (4) при 

2

2

n 
 . 

Загальний розв’язок рівняння (2) в просторі nE , таким чином, запишеться по формулі: 

 
2

2
2 1 2 2

2 2

( ) ( ) ( )
n

n nM r pr J pr c N pr c




 

 
    

 
, (5)

де через ( ), ( )J t N t  позначені функції Бесселя та Неймана відповідно. Оскільки в рівнянні Бесселя замість 

p повинна стояти одиниця, то в (4) потрібно зробити заміну pr t , якщо p>0, і pr t   у випадку p<0. 

В останньому випадку у загальному розв’язку (2.5) потрібно замість функцій Бесселя записати модифіковані 
функції 2

2

( )nI t  та 2

2

( )nK t . 

Наслідок 1. Рівняння (1) в просторі nE буде коливним, якщо p>0, і неколивним у випадку 0p  , а 

загальний розв’язок відповідного рівняння (2) представляється формулами виду (5). Зауважимо, що 
використовуючи властивості функцій Бесселя, можна стверджувати, що умова неколивності 0p   буде і 

необхідною. 

У випадку простору Hn маємо 1( ) n
nA r sh r   , тоді: 
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Отже, для визначення функції ( )r отримуємо рівняння: 
2 2

2

1 4 3
0.

2 4

n n n
p

sh r
 

             
 (6)

Наслідок 2. Рівняння (2.1) в просторі nH  буде неколивним, якщо 
2

1
0.

2

n
p

   
 

 

Відмітимо, що в окремому випадку тривимірних просторів розв’язки рівнянь (2) можна виписати в 
явному виді як розв’язки рівнянь з постійними коефіцієнтами, використовуючи для цього канонічні 
рівняння для ( )M r : 

0p       для nE ;   

( 1) 0p       для nH ;    (7) 

( 1) 0p       для nS .   

Зокрема, рівняння (2) володіє фундаментальною системою розв’язків із властивостями: 
а) 1( )M r  – обмежений у нулі розв’язок і 1( )M r  , коли r  ; 

б) 2 ( )M r  – необмежений у нулі розв’язок і 2 ( ) 0M r  , коли r  . 

Такі загальні розв’язки рівняння (2) із використанням розв’язків (7) приймають вигляд: 

1 2( )
c sh pr c ch pr

M r
r

  
 ,   для nE , якщо 0p  ; 

1 21 1
( )

c sh pr c ch pr
M r

sh r

  
 ,  для nH , якщо 1 0p   ;  (8) 

1 2sin 1 cos 1
( )

sin

c pr c pr
M r

r

  
 ,  для nS , якщо 1 0p   . 

У випадку, коли нас цікавлять лише регулярні розв’язки, тоді в загальному розв’язку треба покласти 

2 0c  . Ця обставина враховується при встановленні умов коливності рівнянь із частинними похідними.  

Зауваження 2. На відміну від еліптичного випадку, для рівнянь гіперболічного типу, коливність 
рівняння  

2

2
0

u
u pu

t


   

  
(9)

суттєво залежить від кількості змінних, зокрема, при n=1 (звичайне диференціальне рівняння) на коливніть 
розв’язків впливає тільки знак числа p . Залежність існування коливних розв’язків (9) від розмірності (числа 
n) ілюструється на рис.1. 

 

 
Рис. 1. Поле коефіцієнтів коливності і неколивності розв’язків рівняння (9) 

 

Для простору nS площа  n-мірної сфери 1( ) sinn
nA r r   , тоді: 

2 2
2

2

1 1 1 4 3
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4 2 4 4 sin
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n
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Рівняння для ознаки коливності (1) в просторі nS  має вид: 
2 2

2

1 4 3
0.

2 4 sin

n n n
p

r
 

             
 

Наслідок 3. Умова 
2

1
0

2

n
p

   
 

 буде достатньою для неколивності рівняння (1) в просторі nS . 

При 0p   розв’язки рівняння (2) представляються в явному виді: 

1
0 1 2

0

[ , ] ( )
r

rM u P c c A t dt     

і 0

1
[ , ] 0

( )rM u P
A r

    всюди на інтервалі 0 0[ , ), 0,r r  а тому рівняння (1) є неколивним при 0p   для 

простору nS . 
Висновки. Геометричні заміри характеристик ЗПШ для різних наповнювачів композитів 

визначають різні по величині параметри p рівнянь (1-2), що у свою чергу визначають умови коливності у 
просторі геометричних параметрів таких шарів згідно рівностей (8) у відповідних просторах. Це у свою 
чергу надає можливість прогнозу фізико-механічних параметрів композитів а отже і експлуатаційних 
характеристик . 
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