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НАПРУЖЕНА ПОСАДКА ЗАМКНЕНОГО ПРУЖНОГО СТРИЖНЯ В
КРИВОЛІНІЙНИЙ ОТВІР НЕСКІНЧЕННОЇ ІЗОТРОПНОЇ ПЛАСТИНКИ

Побудована система інтегральних і диференціальних рівнянь, яка описує напружений стан нескінченої
ізотропної пластинки з криволінійним отвором та замкненого пружного ребра сталого прямокутного
поперечного перерізу, сполучених між собою з допомогою натягу. Методом тригонометричних рядів досліджено
залежність компонент напруженого стану в пластинці та ребрі від форми отвору, величини натягу і зовнішнього
навантаження. Встановлено мінімальний натяг, за якого відбувається розмикання контакту між пластинкою і
ребром.
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диференціальні рівняння.
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TENSE LANDING OF THE RESERVED RESILIENT ROD IN CURVILINEAR OPENING OF ENDLESS
ISOTROPIC PLATE

A mixed contact problem about the tense landing of a closed curvilinear ring in the curvilinear opening of an infinite isotropic
plate, which is in conditions of a homogeneous stressed state at infinity is considered. Using the main integral dependences between the
components of the deformation of a curvilinear contour of the opening in the infinite isotropic plate and the equations of the one-
dimensional theory of curvilinear rods of a large curvature, a system of integral and differential equations is constructed. This system
describes the tension state of the infinite isotropic plate with a curvilinear opening and a closed resilient rib of a changeless rectangular
cross-section, which are interconnected by tension. The method of trigonometric series investigates the dependence of the components of the
stress state on the plate and the rib from the shape of the opening, value of the tension and external load. A minimum tension is established,
in which the contact between the plate and the rib is unlocked.
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Вступ
В сучасному машинобудуванні широко використовуються пресові з’єднання, в яких відносна

нерухомість циліндричних тіл досягається за рахунок натягу. Висока концентрація напружень у з’єднаннях з
натягом є визначальним фактором їх міцності і довговічності. Величина натягу визначається зовнішнім
навантаженням, яке передається від одного тіла до іншого, та наявністю в зоні контакту сил тертя.

Розрахунку напружених посадок з використанням функцій комплексної змінної присвячена
монографія [1]. Окремі задачі про запресовку круглих пружних дисків у пластини наведені в роботах [1, 2].
Огляд досліджень напруженого стану в циліндричних тілах кругової форми, з’єднаних між собою з
допомогою натягу, здійснено в монографії [2] та оглядовій статті [3].

У роботах [4, 5] сформульовано уточнений варіант граничних умов задачі про напружену посадку з
натягом абсолютно жорсткого диска в криволінійний отвір нескінченної ізотропної (ортотропної)
пластинки. Методом тригонометричних рядів досліджено залежність напруженого стану з’єднання від
форми отвору, ортотропії матеріалу пластинки, зовнішнього навантаження та величини натягу.

Задачі про запресовку замкнених пружних стрижнів у криволінійний отвір нескінченної ізотропної
(ортотропної) пластинки розглянуто в [6–9]. Тут використано балкову модель стрижня і особливі крайові
умови задачі в інтегральній формі без урахування деформацій поперечного зсуву.

Формулюючи граничні умови у вигляді рівності кривин контактуючих тіл у роботі [10] розглянута
задача про напружену посадку пружного кільця в круглий отвір нескінченної ізотропної пластинки. Для
отворів, відмінних від кругового, такі задачі не розглядалися.

В уточненій постановці пропонується розв’язок мішаної контактної задачі про напружену посадку
замкненого пружного кільця сталого поперечного перерізу в криволінійний отвір нескінченної ізотропної
пластинки.

Постановка задачі
Розглянемо нескінченну ізотропну пластинку товщиною h2  з криволінійним отвором, обмеженим

гладкою циліндричною поверхнею. Серединна площина пластинки віднесена до декартової ),( yx  та
полярної ),( r  систем відліку з полюсом у центрі отвору. Лінію її перетину з поверхнею отвору позначимо
через Γ  і будемо називати контуром отвору.

Припустимо, що в отвір пластинки з натягом =∆ const запресоване пружне кільце сталого
прямокутного поперечного перерізу 22 0 ×h  ( 02h – висота кільця, 2 – його ширина), яке симетричне
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відносно серединної площини пластинки (рис. 1).
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Рис. 1. Розрахункова схема задачі

Пружна система пластинка-кільце перебуває в умовах узагальненого плоского напруженого стану,
створеного рівномірно розподіленими зусиллями p  і q , які діють на нескінченності вздовж координатних
осей.

Мета роботи
Визначення напруженого стану на контурі Γ  пластинки та в пружному кільці; встановлення

мінімального натягу min∆ , за якого розпочинається розмикання контакту між пластинкою і кільцем.
Основні рівняння задачі

Умовно відділивши кільце від пластинки, замінивши дію одного тіла на інше нормальними T  і
дотичними S  контактними зусиллями, приходимо до першої основної задачі для пластинки з
криволінійним отвором та пружного кільця.

Пластинка перебуває в пружній рівновазі під дією контактних зусиль на контурі Γ  і навантаження
на нескінченності.

Нехай форма отвору в пластинці визначається функцією [11]
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яка здійснює конформне відображення зовнішності −S  одиничного кола   в площині  ie~=  на область,
яку займає серединна площина пластинки. Тут 0R – характерний розмір отвору (не порушуючи загальності,
приймаємо 10 =R ); 321 ,,  – параметри, які характеризують відхилення контуру Γ  від кола. За умови

1||3||2|| 321 <++   функція (1) визначає контур Γ  як комбінацію кола, еліпса, правильних трикутника і
квадрата із закругленими кутами.

Компоненти напружено-деформованого стану пластинки в точках контуру Γ  визначаються зі
співвідношень [11]
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V, – відносне видовження в точках контуру Γ  і кут повороту нормалі до нього; T – кільцеві зусилля на
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Γ ; )(k – кривина деформованого контуру Γ ;  – радіус кривини недеформованого контуру;  – кут між

нормаллю до Γ  і віссю Ox ; ,E – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу пластинки; 1−=i .
Пружне кільце моделюємо замкненим криволінійним стрижнем серединна поверхня якого не

співпадає з поверхнею його сполучення з пластинкою. Деформація кільця контактними зусиллями
описується основними рівняннями одновимірної теорії криволінійних стрижнів великої кривини [12] з
урахуванням деформацій поперечного зсуву.

Диференціальні рівняння рівноваги елемента стрижня можна записати у вигляді
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Тут bLQN ,, – внутрішні поздовжня та поперечна сили і згинальний момент, які виникають у поперечних
перерізах стрижня і віднесені до його осі; ds – елемент дуги зовнішнього поздовжнього волокна стрижня,
яке контактує з пластинкою.

Компоненти деформації цього волокна визначаються за формулами [11]
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де −b
с  ,)( відносне видовження волокна і кут повороту нормалі до нього; −)(ck кривина деформованого

волокна; 22 00 hF = –площа перерізу стрижня; 004 FEg = – жорсткість стрижня на розтяг (стиск); 402 gg = –
жорсткість на згин в площині його осі; Rr ,0 – радіуси кривини нейтрального для чистого згину і осьового
волокон стрижня; 00,E – модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона матеріалу стрижня; − стала (для
прямокутного перерізу 2,1= ).

У співвідношеннях (4), (5) враховано, що  ∆+≈  , але 0>∆ .
Граничні умови контактування пластинки і кільця формулюємо у вигляді рівності їх кривин на

ділянці контакту При відсутності тертя між пластинкою і кільцем на підставі на підставі (2), (3), (5) ці умови
можна подати так:
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Підставляючи (2), (5) в умови (6) з урахуванням (3), одержимо після певних перетворень
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Тут і надалі штрих – символ диференціювання відповідної функції по  .
Граничні умови (7) доповнюємо рівняннями (4), перетвореними до вигляду
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Співвідношення (7), (8) визначають математичну модель поставленої задачі і слугують для
визначення функцій ∗∗

 ST ,  на контурі Γ  в пластинці та величин bLQN ,,  в кільці.
Наближений розв’язок задачі

Точний розв’язок системи (7), (8) знайти не вдається. Для її наближеного розв’язання
використовуємо метод скінченних тригонометричних рядів.

Оскільки контакт між пластинкою і кільцем неперервний, тому, враховуючи симетрію задачі
відносно осі Ox , функції ∗∗

 ST ,  обираємо у вигляді
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Для забезпечення однозначності зміщень в пластинці повинна виконуватися умова
11 BA = . (10)

Використовуючи формулу [13]
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вирази для *, V∗
  запишемо так:
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Внутрішні сили і згинальний момент у поперечних перерізах кільця змінюються неперервно, тому
їх також подаємо скінченними тригонометричними сумами
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При такому виборі функцій bLQN ,,  умова однозначності зміщень (10) в пластинці виконується
тотожно, а умова однозначності кута повороту b стрижня забезпечується співвідношенням
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Підстановка (9), (11), (12) з урахуванням (3), (13) у співвідношення (7), (8) призводить до системи
функціональних рівнянь для визначення сталих nnnnn EDCBADCA ,,,,,,, 000
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Тут введено позначення
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Наближений розв’язок системи (14) можна визначити методом колокації.
Якщо шукані сталі стануть відомі, то компоненти напруженого стану на контурі Γ  в пластинці

знаходяться за формулами (2), (3), (11).
Нормальні напруження у зовнішніх і внутрішніх поздовжніх волокнах ребра, на підставі (5),

визначаються зі співвідношень
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Найбільші дотичні напруження, які виникають в осьовому волокні ребра, можна знайти за
формулою Журавського [14]

0

)(
max 2

3
F
Qc = . (16)

Для пластинки з криволінійним ( )0;05.0;08.0 321 ==−=   отвором і пружного кільця з
параметрами 2;05.0;34 000 === EERhh   запропонованим методом досліджено вплив зовнішнього
навантаження та натягу на розподіл зусиль T  і T  по контуру Γ  в пластинці та нормальних напружень

)(c  в крайніх поздовжніх волокнах кільця.
Результати числового розрахунку при 1250 =N  наведені на рис. 2–3 )0;0( =≠ qp  і рис. 4–5

)0;0( ≠= qp . Суцільні лінії відповідають випадку ,min∆=∆  штрихові – ,5.1 min∆=∆  штрих-пунктирні –
.2 min∆=∆
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Рис. 2. Розподіл контактних /T pρ  (верхня частина) і кільцевих /T pλ  (нижня частина)

зусиль по контуру Γ  пластинки

Рис. 3. Розподіл нормальних напружень ( )
02 /с h pσ  у зовнішньому (верхня частина) і внутрішньому (нижня частина)

поздовжніх волокнах кільця

Рис. 4. Розподіл контактних /T qρ  (верхня частина) і кільцевих /T qλ  (нижня частина)

зусиль по контуру Γ  пластинки



Технічні науки ISSN 2307-5732

Вісник Хмельницького національного університету, №5, 2017 (253) 37

Рис. 5. Розподіл нормальних напружень ( )
02 /с h qσ  у зовнішньому (верхня частина) і внутрішньому (нижня частина)

поздовжніх волокнах кільця

У процесі розв’язання задачі методом дихотомії встановлено мінімальний натяг min∆  і відповідний

йому полярний кут ∗  точки розмикання контакту між пластинкою і кільцем:
;0,0при)(42.128;2189.1/2 min =≠== ∗ qpградpEh 

.0,0при)(43.104;8407.0/2 min ≠=== ∗ qpградqEh 
Точність методу оцінювалася співставленням результатів розрахунку для різних значень 0N .

Зауважимо, що починаючи з 250 =N  всі результати повністю співпадають, що свідчить про добру збіжність
запропонованого методу.

Висновки
У результаті аналізу одержаних результатів встановлено:
– зі збільшенням величини натягу, незалежно від виду зовнішнього навантаження, суттєво

збільшуються компоненти напруженого стану в кільці; в меншій мірі вплив натягу стосується напружень на
контурі отвору в пластинці;

– найбільші дотичні напруження в осьовому волокні на порядок менші від нормальних напружень в
крайніх волокнах; це дає змогу в інженерних розрахунках нехтувати впливом поперечних сил;

– запропонований метод розв’язання задачі має добру збіжність для контурів Γ  з плавною зміною
їх кривини. У випадку різкої зміни кривини порушується гіпотеза плоских перерізів, внаслідок чого основні
рівняння одновимірної теорії криволінійних стрижнів втрачають зміст.
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